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工程 中 必须 处 理 的 以 及 人 们 在 自然 中 碰 到 的 流体 ， 其 流动 在 绝 大 多 数 
情况 下 是 漠 动 的 ， 对 这 些 流动 的 描述 需要 一 种 统计 性 的 方法 。 容 易 描述 的 
层 流 〈Laminar flow) 异常 少见 。 我 们 相信 ， 流 体力 学 不 能 只 局 限于 这 些 很 
少 碰 到 的 特殊 情形 ， 并 且 个 别 层 流 的 经 典 描述 虽然 无 疑 重要 而 有 价值 ， 但 
是 只 能 作为 真正 汕 流 理论 的 导 引 章节 。 在 汕 流 理论 中 ， 研 究 的 目标 是 宏观 
上 相同 外 界 条 件 下 的 流动 系 综 的 性 质 。 

我 们 希望 这 样 的 观点 在 整个 流体 力学 界 普及 ， 这 是 我 们 的 书 的 目标 之 

。 出 于 这 个 原因 ， 我 们 对 英文 版 的 问世 非常 高 兴 ， 它 将 帮助 我 们 关于 流 
体力 学 的 观点 在 说 英语 的 国家 中 传播 。 

我 们 试图 在 这 本 书 中 总 结 不 同 国 家 的 研究 中 所 描述 和 讨论 的 大 部 分 现 
代 濡 流 理论 的 基础 性 工作 和 思想 。 这 就 是 为 什么 这 本 书 有 那么 厚 。 但 是 当 
然 ， 在 选材 中 反映 了 我 们 自己 的 科研 兴趣 ， 很 大 一 部 分 精力 集中 在 我 们 自 
己 做 出 了 巨大 贡献 的 问题 上 一 一 特别 是 A.N. 柯 尔 莫 哥 洛 夫 我们 是 他 的 学 
Æ) RFRA ARIE (developed turbulence) 局 域 结 构 的 理论 ， 以 及 
分 层 介质 中 的 汝 流 理 论 ， 这 些 理论 有 广泛 的 应 用 ， 主 要 是 在 地 球 物理 中 。 

添 流 力学 是 一 门 活跃 的 科学 ， 在 我 们 著作 的 俄 文 版 出 版 “1965 年 第 一 
卷 ，1967 年 第 二 卷 ) 之 后 ， 本 领域 出 现 了 很 多 有 趣 的 新 工作 。 现 在 的 版 本 
增加 了 很 多 新 的 工作 的 信息 《结果 ， 本 书 引用 的 文献 增加 了 数 百 篇 ) ， 进 
行 了 一 系列 改进 和 增补 “所 有 这 些 工作 都 是 第 二 作者 完成 的 ) 。 处 理 流 体 
动力 学 稳定 性 和 消 流 转换 (transition) 的 第 二 章 ， 以 及 讲述 热 分 层 的 边界 
层 中 洋流 实验 结果 的 第 八 章 进行 了 特别 大 幅度 的 修改 。 

我 们 对 我 们 的 编辑 ，J. 工 . 兰 姆 利 教授 深 表 感谢 。 他 为 改进 我 们 书 的 英 
文 版 做 出 了 很 多 努力 。 


A. S. 莫 宁 
A. M. 雅 格 洛 姆 


英文 版 编辑 的 话 


这 是 俄 文 第 一 版 《CrarrdqecKag TIpOMexaHHEKa》 的 翻译 。 在 编辑 翻 
译 稿件 时 ， 广 泛 使 用 了 联合 出 版 物 研究 处 (Joint Publications Research 
Service) 在 美国 环境 科学 管理 局 (U.S. Environmental Science Services Ad- 
ministration) IK. L. 卡 德尔 要 求 下 翻译 的 第 一 卷 ， 以 及 英国 气象 研究 司 

(British Meteorology Research Division〉 的 F. 帕 斯 奎 尔 发 起 的 第 一 卷 第 四 
章 的 翻译 。 

编辑 好 的 英文 稿 发 给 了 雅 格 洛 姆 ， 他 对 技术 性 内 容 进 行 了 广泛 的 增 
补 、 修 改 和 订正 ， 之 后 又 进行 了 编辑 。 俄 罗斯 的 技术 文章 倾向 于 充斥 着 
内 部 交叉 引用 ， 这 对 于 说 英语 的 人 来 说 听 起 来 多 余 ; 此 外 ， 俄 语 屈折 的 
特征 使 得 句子 结构 复杂 ， 令 人 目不暇接 。 一 个 尽职 的 译 者 不 愿意 翻译 得 
太 随 便 ， 结 果 译 文保 留 了 原文 清晰 的 意味 。 雅 格 洛 姆 对 英语 文风 有 优秀 的 
感觉 ， 在 他 修改 时 他 也 大 量 建议 更 自由 的 意译 ， 它 们 在 英语 中 听 起 来 更 E 
然 。 作 为 编辑 ， 我 想 表 达 对 他 工作 的 感谢 ， 这 个 翻译 中 的 好 的 地 方 全 归于 
他 ， 而 余下 的 不 足 都 归于 我 。 


J. 工 . 兰 姆 利 


本 书 中 所 讨论 的 清流 理论 基于 对 
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(通常 看 作 连 续 体 的 ) 液体 流 和 气体 


流 的 宏观 描述 以 及 流体 力学 经 典 方程 。 然 而 ， 与 普通 的 流体 力学 不 同 ， 满 
流 理论 不 研究 单独 的 流体 流动 ， 而 是 研究 具有 相同 的 宏观 外 部 条 件 的 一 组 
流动 的 统计 性 质 。 所 以 ， 本 书 的 题目 是 《统计 流体 力学 》。 然 而 ， 我 们 必 
须 强调 ， 本 书 中 没有 讨论 从 气体 的 动 理学 理论 的 统计 规律 推导 流体 力学 的 
宏观 方程 ， 这 些 内 容 有 时 被 称 为 本 书 这 个 题目 1。 


引言 中 概述 了 与 湛 流 有 关 的 基本 概念 和 思想 以 及 我 们 i 
方法 ， 还 简单 描绘 了 满 流 理论 的 历史 发 展 ， 给 台 


言 意 在 最 一 般 : 


述 消 流 力学 的 
上 了 本 书 两 卷 的 计划 。 引 


也 描述 最 新 注 流 理论 的 主要 问题 和 方法 ， 并 解释 它 的 一 些 实 


际 应 用 。 自 然 


今 - 
wy o 


本 书 分 为 章 、 节 、 人 小节。 


也 ， 我 们 必须 在 此 使 用 很 多 在 本 书 接 下 来 部 分 才 会 详 述 的 概 


每 一 节 中 。 节 和 小 节 的 编号 在 小 节 号 中 是 分 


章节 的 编号 是 连续 的 ， 而 小 节 的 编号 限制 在 
表示 的 (例如 ， 第 2 节 第 4 小 


节 表 示 为 2.4) 。 方 程 也 类 似 编号 : 例如 ， 方 程 (2.15〉 是 第 2 节 的 第 15 个 方 


在 放 在 括号 中 的 发 表 


程 。 当 提 到 每 一 卷 末 的 文献 列表 中 所 列 的 工作 时 ， 我 们 引 月 
日 期 。 当 所 引 的 一 个 给 定 作 者 的 多 篇 工作 出 现在 同一 


昌 作 者 名 字 以 及 


年 中 时 ， 进 一 步 用 字母 表示 。 除 了 在 引言 中 ， 作 者 首 字 母 只 在 必须 区 分 两 
个 同姓 氏 作者 时 给 出 。 


我 们 在 本 书 中 尽 可 能 使 用 公认 的 符号 。 在 不 同 作者 对 同 
不 同 符号 的 众多 情形 ， 我 们 通 第 选择 其 中 一 个 ， 不 引入 新 的 
情况 下 ， 这 导致 在 本 书 不 同 部 分 对 不 同 物理 量 使 月 


| 


物理 量 使 用 


符号 。 在 一 些 


昌 同 一 


Fo 


有 时 ， 出 于 


各 种 原因 ， 已 被 证 明 在 对 于 同一 物理 量 在 本 书 不 同 章节 使 用 不 同 符号 也 是 
方便 的 。 在 所 有 这 些 情 况 下 ， 所 用 的 符号 在 书 中 有 说 明 。 


这 本 书 代 表 了 两 位 作者 的 共同 工作 。 我 介 
与 我 们 学 生 时 代 的 老师 安 德 烈 . 尼 古 拉巴 
书 的 写作 、 我 们 自己 在 消 流 领域 的 工作 所 产生 的 巨大 影响 。 我 们 试图 在 本 
书 中 反映 柯 尔 葛 哥 洛 夫 的 很 多 思想 。 


‘PERE: BN (Beit) - 


] 沉 得 我 们 必须 指出 我 们 经 常 
了 维 奇 . 柯 尔 黄 哥 洛 夫 进行 的 讨论 对 本 


我 们 也 非常 感激 A. M. 奥 布 霍 夫 ， 本 书 的 发 起 人 之 一 ， 我 们 与 他 讨论 了 
材料 的 选取 和 许多 问题 的 细 贡 阐述。 部 分 手稿 由 L. A. 迪 基 、Ye. A. 诺 维 科 
RAV. L 塔塔尔 斯 基 审 阅 ， 他 给 出 了 很 多 有 益 的 评论 。 在 讨论 大 气 消 流 实 
验 数据 的 分 析 时 ，A. S. 古 维 奇 和 L. V. RIII. G. SRA ARRAI] 
准备 和 编辑 了 手稿 。 我 们 说 向 所 有 这 些 同 仁 表示 衷心 的 感谢 。 


A. SEF 
A. M. 雅 格 洛 姆 


本 书 自问 世 以 来 已 经 接近 五 十 年 。 满 流 研究 在 五 十 年 间 已 有 很 多 进 
展 。 但 相对 而 言 ， 满 流 是 一 个 发 展 缓慢 的 领域 ， 所 以 这 本 书 的 内 容 仍然 不 
显得 过 时 。 

译 者 才 玻 学 浅 ， 读 者 如 果 发 现 错误 或 不 有 之 处 ， 请 邮件 联系 或 访问 译 
者 博客 〈https://blog.sciencenet.cn/blog-117333-1385929.html) 留言 。 

译 者 是 中 国 科学 院 大 学 教师 。 本 书 得 到 了 中 国 科学 院 青年 创新 促进 会 
资助 (会员 编号 : 2018075, Y2022027) 。 
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斯 、 玻 尔 兹 曼 和 其 他 人 研究 的 分 子 系 综 的 统计 力学 和 
医 性 流体 的 统计 力学 之 间 有 根本 的 不 同 。 这 主要 与 这 个 事实 有 关 : 


= 


RA 


是 ， 


的 一 个 还 未 对 男 


理论 统计 描述 


oz 


台 u El 


王 何 情况 下 ， 在 气体 动 理学 采用 的 对 分 
子 相互 作 用 的 简化 假设 下 ) ， 而 真实 流体 的 动 
但 仍然 重要 的 


能 总 是 在 粘 滞 的 作用 下 耗 散 


分 子 系 综 本 质 上 是 离散 的 ， 它 们 的 


可 


难 ， 而 在 满 流 理论 中 仅 有 部 分 成 功 。 
个 产生 很 大 影响 。” 
尽管 在 自然 界 和 技术 设备 中 碰 到 的 流动 通常 是 消 动 


的 概念 有 用 。 
论 和 量子 场 论 之 间 的 类 比 。 这 与 相互 作用 
由 度 的 非 线性 系统 有 关 。 两 个 理论 中 
以 期 望 一 个 领域 中 相当 大 的 进步 也 会 


1 常 微分 方程 组 描述 ， 而 在 流体 力学 中 我 们 处 理 的 是 连续 介质 的 
局 微分 方程 组 描述 。 因 此 和 和 气体 动 理学 的 类 比 对 构建 庙 流 理论 几 
乎 没有 帮助 ， 只 对 初步 理解 物理 

也 许 更 富有 成 果 的 是 汕 流 到 
个 理论 上 有 无 穷 多 
使 用 的 数学 技术 类 似 。 这 使 得 我 们 
定性 影响 。 然 而 ， 


目前 量子 场 论 遇 到 了 与 其 第 一 性 原 


因此 ， 这 两 个 理论 中 


的 ， 但 在 所 有 现 有 


的 流体 力学 课程 中 ， 最 多 有 几 节 是 关于 消 流 理论 的 。 这 些 章节 通常 只 包含 


一 些 对 无 序 流动 的 统计 描述 方法 以 及 这 些 流动 统计 怕 
JER RZ, BIER 


本 书 末尾 的 文献 列表 中 了 〉; 而 且 ， 


于 漠 流 的 专著 文献 也 


的 书 。 不 难 


FE 质 的 不 连贯 叙述 。 关 
有 几 本 几乎 所 有 这 些 专著 都 列 在 
很 多 这 种 专著 都 是 关于 相对 狭窄 主题 
理解 形势 为 什么 不 令 人 满意 。 汕 流 比 层 流 复杂 得 多 ， 它 们 的 研 


完 需 要 新 方法 。 这 些 方法 不 同 于 数学 物理 的 经 典 方法 ， 这 些 方法 近 两 个 世 


适合 


纪 被 认为 是 唯 


流 的 现代 理论 《即使 到 现在 也 远 远 没有 完成 ) 。 


定量 研究 自然 定律 的 方法 。 有 还 辑 上 精确 地 描写 连续 介 
质 统 计 力学 所 需要 的 数学 技术 ， 即 随机 场 论 仅 在 过 去 25-30 年 才 发 展 起 来 ， 
除 一 小 部 分 概率 理论 专家 外 几乎 不 为 人 知 。 也 正 是 在 这 些 年 间 发 展 出 了 油 


中 己 有 的 成 就 当然 应 该 是 每 个 研究 流体 力学 和 到 


然而 ， 
PAJE 


我 们 觉得 这 一 领域 
的 科学 家 必须 掌握 


的 重要 知识 ， 如 果 不 是 这 样 ， 那 仅仅 是 因为 清流 理论 还 相对 较 新 。 我 们 相 


> 译 者 注 : 


近年 来 ， 这 方面 


些 进 展 。 


xviii 


信 ， 未 来 这 个 理论 在 大 学 的 教科 书 和 流体 力学 课程 、 所 有 流体 力学 和 理论 


物理 专家 的 教育 计划 和 各 种 研究 项 目 中 的 地 位 将 很 快 提高 。 如 
能 对 这 些 发 展 做 出 一 些 页 献 ， 我 们 确实 会 很 高 兴 。 


KKK 


MERNI AR mM. RAIRA AMAER, 
的 详细 描述 是 这 本 书 的 基本 部 分 。 同 时 ， 我 们 将 试图 解释 我 们 
在 统计 流体 力学 发 展 的 现在 这 个 阶段 写 这 样 一 本 书 。 


果 我 们 的 书 


对 这 些 内 
为 什么 值 


ai A 


十 九 世 纪 上 半 叶 人 们 已 经 指出 存在 两 种 截然 不 同 的 流动 ， 现 在 
称 为 层 流 和 濡 流 。 然 而 ， 注 流 理论 在 奥 斯 本 .雷诺 (Osborne Reynolds 
1883; 1884) 杰出 的 开创 性 工作 中 才 出 现 。 在 这 些 工 作 中 ， 雷 诺 首先 关 
注 了 管道 中 流体 流动 从 层 流转 变 为 满 流 的 条 件 。 对 这 些 条 件 的 研究 让 他 


找到 了 番 滞 不 可 压缩 流体 流动 的 动力 学 相似 性 的 一 般 判 据 。 在 


没有 外 力 、 


几何 相似 性 的 时 候 ， 这 个 判 据 就 是 所 请 的 “雷诺 数 ”Re = UL/v 相 同 ， 其 


中 U 和 工 是 流动 的 特征 速度 和 特征 长 度 ，v 是 流体 的 运动 学 顾 渍 
力学 角度 ， 雷 库 数 可 以 解释 为 施加 于 流体 上 的 惯性 力 和 黏 滞 力 
比 。 导 致 不 同 部 分 以 不 同 速度 惯性 运动 的 流体 产生 混合 的 惯性 
能 量 从 大 尺度 运动 向 小 尺度 运动 转移 ， 从 而 有 助 于 形成 清流 所 
的 小 尺度 不 均匀 性 。 相 反 ， 番 滞 力 有 助 于 把 小 太 度 的 不 均匀 性 


系数 。 从 动 
的 典型 值 之 
力也 导致 了 
具有 的 尖锐 
平滑 掉 。 因 


此 我 们 可 以 预期 Re 值 足 够 小 的 流动 是 层 流 ， 而 Re 足够 大 的 流动 是 消 流 。 这 


是 雷诺 提出 的 一 个 基本 结果 。 
雷诺 对 洱 流 理论 的 男 一 个 重要 发 展 也 做 出 了 页 献 。 他 提出 
所 有 流体 动力 学 量 的 值 表 示 为 平均 (规则 的 ) 和 涨 落 不 规则 
放弃 描述 单个 流体 力学 场 细节 的 那 种 实际 上 没有 希望 的 尝试 ， 
在 空间 和 时 间 上 相对 变化 平稳 的 平均 值 。 对 于 确定 平均 值 ， 雷 
时 间 平 均 或 空间 平均 ， 但 实际 上 他 只 用 了 平均 运算 的 茶 些 代数 
性 质 在 应 用 于 流体 力学 方程 时 可 以 得 到 相对 较 多 的 启示 。 所 以 
在 研究 消 流 时 我 们 对 平均 的 理解 不 同 于 雷诺 ， 但 他 的 所 有 推导 


把 汕 流 中 的 
的 ) 部 分 ， 
而 是 只 研究 
诺 提 出 使 用 
性 质 。 这 些 
， 虽 然 如 今 


仍然 是 正确 


的 ， 因 为 他 使 用 的 平均 的 性 质 被 证 明和 现在 对 这 个 运算 的 理解 完全 相符 。 


这 里 我 们 将 解释 如 今 在 滑 流 理论 中 是 怎么 理解 平均 的 。 在 
流体 力学 中 ， 总 是 假设 汕 流 的 流体 力学 场 是 概率 理论 意义 下 的 
句 话 说 这 个 场 的 每 个 实例 都 被 认为 是 从 “所 有 可 能 的 场 的 统计 
出 的 “样本 ”。 这 样 的 统计 系 综 由 时 空 点 的 函数 集合 上 给 定 的 
述 ， 满 足 必 要 的 运动 学 和 动力 学 条 件 〈 由 流体 力学 产生 ) 。 任 
量 的 平均 可 以 理解 为 对 相应 统计 系 综 的 概率 平均 。 此 外 ， 雷 诺 
运算 的 所 有 性 质 都 遵循 众所周知 的 概率 论 平 均值 〈 即 数学 期 望 


当今 的 统计 
随机 场 。 换 
系 综 ” 中 取 
统计 测度 描 
何 流体 力学 
要 求 的 平均 
) 的 性 质 ， 


ja 


在 概率 论 教 科 书 中 有 描述 。 这 立即 消除 了 应 用 时 间 和 空间 平均 所 固有 的 很 
多 困难 。 当 然 ，《〈 以 这 样 的 构想 ) 在 实际 世界 中 解释 形式 理论 的 结果 需要 
使 用 某 种 各 态 历经 Cergodicity) 假设 ， 这 个 情况 在 所 有 统计 物理 的 应 用 中 
都 是 存在 的 。 

在 前 一 段 中 ， 我 们 偏离 了 按时 间 顺 序 叙 述 满 流 理论 形成 的 基本 阶段 
的 原则 。 然 而 ， 在 回 到 历史 回顾 之 前 ， 让 我 们 给 出 当今 湛 流 统计 描述 的 
一 般 问 题 (或 者 简单 地 说 “ 满 流 问 题 ”) 的 公式 。 为 简单 起 见 ， 我 们 将 
局 限于 不 可 压缩 流体 的 情形 。 在 这 种 情况 下 ， 流 动 完全 决定 于 一 个 无 源 
速度 场 《 即 ， 无 散 度 的 速度 场 ) we 髓 = {u(x t), ust) uladh H 
uy, ug, U3 是 速度 分 量 ，z 是 空间 中 的 一 点 ，t 是 时 间 (压强 场 可 以 借助 运 
动 方程 用 速度 场 表 示 ) 。 这 里 ， 汕 流 问 题 简 化 为 在 淇 流 相 空间 0 = {w} 中 
寻找 概率 分 布 P(dw)， 点 w 是 满足 流体 力学 方程 和 施加 在 流动 边界 上 的 边 
界 条 件 的 所 有 可 能 的 无 源 矢量 场 u(x,t)。 在 很 多 情况 下 ， 湛 流 问 题 的 一 个 
较 罕 ( 即 较 简 单 ) 的 公式 描述 也 被 证 明 是 有 用 的 ; 这 里 ， 仅 考虑 流体 力 
学 量 同 时 的 值 ( 即 ， 发 生 在 同一 时 刻 的 值 ) 。 用 这 种 方法 ， 满 流 问 题 包括 
FER ZO = {O} 中 找到 概率 分 布 已 (dw) 的 一 个 单 参数 族 ， 点 % 是 满足 相 
应 边界 条 件 〈 这 些 边界 条 件 可 能 是 时 间 依 赖 的 ， 所 以 ， 我 们 在 相 空 间 的 符 
SOSA ST FERO 的 所 有 可 能 的 无 源 矢 量 场 u(zx,t)。 分 布 忆 (dw) 的 时 间 
依赖 反映 了 速度 场 按照 流体 力学 方程 的 演化 。 实 际 上 ， 如 果 我 们 把 这 些 方 
程 的 解 形式 地 写 为 u(x,t) = 到 wu(z,0)， 其 中 到 是 相应 的 非 线性 算 子 ， 那 
么 显然 对 于 空间 0 的 任何 可 测 集 4， 等 式 已 (4) = PTA 成立， 其 中 属 
FUORT ,4 是 所 有 在 算 子 到 作用 下 变换 到 属于 集合 4 的 场 w(z, 娘 的 初始 速 
度 场 u(x,0)。 所 以 ， 我 们 发 现 概率 分 布 组 P(dw) 原则 上 唯一 地 由 给 定 的 初 
台 分 布 而 (dow) 确 定 。 结 果 ， 在 所 讨论 的 公式 描述 中 ， 淇 流 问 题 是 给 定 初 始 
条 件 的 泛 函 空间 中 概率 测度 演化 的 问题 。 

完全 确定 概率 分 布 函数 P(dw) 或 者 至 少 已 (do) 是 极端 困难 的 ， 现 在 还 远 
未 解决 。 然 而 ， 在 很 多 实际 情形 ， 没 有 必要 完全 解决 渍 流 问 题 。 在 大 多 数 
实际 情形 ， 只 需要 确定 汕 流 的 流体 力学 场 概 率 分 布 的 一 些 最 简单 的 数值 特 
征 就 足够 了 ， 例 如 ， 不 同时 空 点 的 速度 和 压强 的 平均 值 ， 在 某 个 给 定点 场 
的 涨 落 的 二 阶 矩 〈 例 如， 摘 述 了 汕 流 的 强度 的 速度 涨 落 的 方差 ， 或 者 表示 
了 动量 流 和 热量 流 汕 动 成 分 的 速度 分 量 和 温度 的 二 阶 矩 》 ， 以 及 两 个 时 空 
点 的 流体 力学 场 涨 落 之 间 的 关联 系数 〈 描 述 时 空 的 统计 一 致 性 或 者 满 流 的 
流体 动力 学 场 结构 ) 。 因 而 自然 地 ， 溃 流 理论 的 大 部 分 研究 不 致力 于 把 汕 
流 问 题 作为 一 个 整体 ， 而 是 试图 确定 (尽管 是 近似 地 ) 满 流 的 流体 力学 场 
的 概率 分 布 的 一 些 简化 特征 。 这 些 研究 得 出 了 一 些 关 于 满 流 物理 性 质 的 有 
价值 的 结果 ， 给 出 了 很 多 重要 实际 问题 令 人 满意 的 答案 。 


XX 


MÆ E 


I in i FR Ve A E, BT WF 
(Geoffrey Taylor, 1921) 关 于 潮流 输 运 的 有 趣 工作 ， 其 中 首次 展示 了 速 


t He Bl) AS A 


里 .泰勒 


度 场 相关 函数 〈 即 混合 二 阶 矩 的 重要 作用 (不 是 对 一 个 给 定点 上 简单 


的 欧 拉 速 度 ， 而 是 对 一 个 给 定 流体 粒子 的 更 复杂 的 拉 格 朗 


日 速度 ) 。 然 


而 ， 总 的 来 说 ， 关 联 函 数 和 其 他 流体 力学 场 的 统计 抢 量 必须 被 认为 是 满 


流 的 


Friedmann, 1924) 首次 提出 的 ，1 
得 到 消 流 的 流体 力学 场 任意 阶 矩 量 的 微分 方程 的 一 般 方 法 。 确 定 所 有 这 些 


EE 


(给 定 茶 些 


也 们 提出 了 一 种 (月 


基本 特征 的 想法 是 L. V. 凯 勒 和 A. A. 弗 里 德 曼 CL. V. Keller, A. A. 
实际 流体 运动 方程 ) 


般 假 设 ) 等 价 于 确定 泛 函 空间 P(dw) 或 PB(dw) 中 相应 的 


概率 分 布 ， 即 涨 流 问 是 的 解 。 所 以 ， 所 有 可 能 答 量 的 总 数 无 限 的 弗 里 德 曼 - 
凯 勒 方程 组 给 出 了 消 流 问题 的 一 个 解析 公式 。 但 是 这 个 方程 组 非常 复杂 ， 
闭 的 ， 即 未 知 量 数量 比方 程 多 〈 不 可 


这 个 


接 结 


方程 组 的 任何 有 限 子 集 总 是 不 圭 
能 得 到 一 个 封闭 的 有 限 数量 的 矩 量 方程 组 是 流体 力学 方程 非 线 全 


R) 。 所 以 当 我 们 看 


会 出 


发 展 
然而 


的 重要 结果 : 第 一 个 方向 是 致力 于 漠 流 大 尺度 分 量 
当 的 尺度 ) ; 第 二 个 方向 是 小 尺度 分 量 的 描述 。 
于 ， 满 流 的 大 尺度 特征 很 大 程度 上 依赖 于 流动 的 边界 几何 


度 相 


异 在 


的 性 


现 抢 量 方程 封闭 的 问题 。 这 个 问题 在 生 
重 分 布 函 数 的 一 系列 方程 的 封闭 问题 类 似 。 


究 弗 里 德 曼 - 凯 勒 方法 应 用 于 有 限 数量 的 和 矩 量 时 ， 


可 以 说 满 流动 力学 的 大 部 分 理论 工作 都 致力 于 《并且 仍 然 在 致力 于 ) 


方法 ， 克 服 与 封闭 问题 相关 的 困难 。 到 目前 为 止 ， 
， 在 漠 流 理论 中 己 经 在 两 个 间接 的 方向 得 到 了 很 


这 还 不 完全 可 行 。 


的 一 个 直 


多 方面 和 气体 动 理学 理论 中 多 


具有 巨大 实用 价值 
的 描述 (和 整体 
这 两 个 方向 的 基本 差 
ZAR RISE A 


TIN 


质 ， 因 此 对 于 不 同类 型 的 流动 会 非常 不 同 。 小 尺度 的 特征 在 很 大 程度 


ER 


们 的 
的 计 


流 《 


研究 。 


有 普 适 性 。 


大 尺度 成 分 对 消 流 介质 中 的 动量 和 热量 传递 起 着 基础 性 作用 ， 因 此 它 


描述 对 于 重要 的 工程 问题 是 必要 的 ， 上 


技术 的 迫切 需求 要 求 对 管道 、 


ae 
喷 流 、 


的 基础 上 建立 了 “ 半 经 验 消 流 理论 ”。 


并 用 


步 早 在 20 世 纪 第 二 个 十 年 就 天 


于 预测 随后 类 似 实验 的 结果 。 


算 。 因 此 ， 在 汕 流 理论 的 发 展 过 程 中 入 


渠道 、 


如 经 过 刚体 的 流动 阻力 和 传 热 
自然 地 首先 关注 大 尺度 分 量 的 
边界 层 中 的 满 流 和 自 
ERWE) 的 大 尺度 成 分 的 性 质 进行 大 量 实验 研究 。 在 i 
这 些 理论 使 得 实验 数据 能 被 系统 化 


1 空间 淇 
文 些 实验 


消 流 半 经 验 理 论 的 提出 是 统计 流体 力学 发 展 的 一 个 重要 进展 。 这 一 


(20 世纪 20 年 代 和 30 年 代 ) 。 然 而 ， 半 经 验方 法 的 可 能 性 


这 个 领域 


1915 


有 价值 的 工作 仍然 在 继续 。 杰 引 


仿 未 完全 穷尽 ， 


; 1932) 、 路 德 维 希 . 普 朗 特 (Ludwig Prandtl, 1925) 和 西 奥 多 . 汉 .- 


F 始 了 ， 它 在 接 下 来 二 十 年 取得 了 丰硕 成 果 


里 . 泰勒 (Geoffrey Taylor, 


ko 


i] (Theodor von Karman, 1930) XJ imi Ew 


了 决定 性 贡献 。 
Tia Vit AY “BA or 
混合 长 (类 似 于 分 子平 均 自由 程 )、 


AR) AMT ai Tit AL. AP RAT LAR BL. AEA 
ERP PE ARS Ke, mA CR ROE) 线性 依赖 于 


IKE k f 
平均 温度 梯度 〈 或 者 混合 浓度 梯度 ) 。 


者 就 是 从 简洁 性 的 考虑 “猜测 ”| 
的 简单 推论 ) 由 经 验 材 料 验 说 
果 得 到 的 结果 令 人 满意 ， 贝 


进行 补充 ， 这 些 定律 的 一 般 形式 是 在 定性 的 物 到 
8 来 的 。 这 些 假设 〈 或 者 一 些 从 他 们 
FE， 同时 确定 半 经 验 关 系 中 未 定常 数 的 值 。 
1 由 他 们 得 出 的 推论 被 失 


的 


经 验方 法 的 发 展 做 出 


! 论 基于 消 流 和 分 子 混 泪 之 间 的 类 比 。 其 基本 概念 包括 


消 流 强度 《类似 于 分 子 速 度 的 均 方 
HERK, BE tim Vit 


这 些 假设 的 关系 由 某 些 假设 的 定律 
考虑 的 帮助 下 建立 的 ， 或 

得 出 
如 
广 到 与 经 验 数据 所 代表 


可 


的 流动 实际 对 应 的 一 整 类 潮流 中 去 。 


20 世 纪 20 年 代 和 30 年 代 的 半 经 验 理论 通常 只 考虑 消 流 最 简单 的 统计 


性 质 。 一 般 来 说 ， 这 些 理论 


H, R 


HRH BAY (Be i E43 Tc RR OS E SIL 7 E 
(infinite Friedmann-Keller system) AJLA CAMA E WAD TE) 可 以 封 
含 流体 力学 场 单 点 的 一 阶 和 二 
似 性 假设 〈 特 别 地 ， 这 在 所 有 的 满 动 喷 流 和 


阶 矩 。 对 称 性 考虑 和 某 些 简化 的 相 
尾 流 的 半 经 验 理 论 中 都 是 一 个 


ZEA A 


BETA 
例子 ， 半 经 验 理论 最 
速度 的 分 布 的 普 
所 有 足够 大 的 雷 
满 流 的 各 种 量 的 概率 分 布 的 术 


要 的 推论 之 一 


了 分) 在 半 经 验 理论 中 也 起 到 了 
真实 物理 考虑 的 相似 性 假设 并 没有 形成 这 些 到 
1 更 人 为 的 假设 辅助 (有 时 没有 任何 实际 的 必要 性 ) 。 
适 的 (universal) 对 数 律 。 
诺 数 成 立 。) 目前 知道 这 个 规律 可 以 从 一 个 关于 半空 间 中 
日 似 性 假设 反 


EE 要 人 作用。 然而， 基于 灌流 机 制 的 
E 论 的 唯一 基础 ， 还 总 是 需要 
因此 ， 举 个 
道 和 平板 边界 层 中 的 平均 
EE 普 适 指 的 是 这 个 规律 对 


oR 


GX H 


管道、 


E 导 出 来 ， 或 者 从 基于 对 在 此 情 


形 决 定 了 满 流 类 型 的 ) 物理 
经 验 理 论 中 ， 这 个 结果 总 是 用 


有 人 为 性 的 推导 到 现在 还 充斥 着 流体 力 
mA AREEN TER 


JEK y 


量 自然 假设 的 量 纲 分 析 推 导出 来 。 然 而 ， 在 半 
桂 殊 的 假设 来 说 明 ， 不 幸 的 是 ， 这 种 


Hh 


an 


Th 


学 教科 书 。 
要 的 实际 问题 是 有 价值 的 。 然 而 ， 


这 些 理论 采用 的 假设 经 常 没有 可 靠 
人 
是 完全 不 同 的 问题 。 这 个 型 
尺度 成 分 新 的 相似 假设 的 直接 结果 
成 分 演化 的 物 弄 
是 统计 流体 力学 发 展 的 又 一 大 进展 。 
在 继续 讲述 柯 尔 莫 哥 洛 夫 CAL N 
Obukhov) 对 消 流 理论 的 贡献 之 前 ， 


A. 


的 物理 基础 ， 对 于 到 
么 贡献 。 然 而 ， 非 常 大 的 雷诺 数 涡流 小 尺度 成 分 的 普 适 稳 态 统计 的 理论 
E 论 是 A. N. 柯 尔 英 哥 洛 夫 (1941a，b) 提出 的 小 


过程 的 一 个 特殊 模型 得 到 了 同样 的 结 


E 解 清流 的 本 质 没 有 


M. MAREK (1941) 基于 影响 这 些 
论 ]。 这 个 理论 的 提出 


. Kolmogorov) 和 奥 布 霍 夫 (A. M. 
有 必要 在 这 个 历史 回顾 中 提 到 他 
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ATI AS PS E HT E o 


一 位 是 英国 科学 家 刘易斯 . 理 查 德 森 (Lewis Richardson, 


1922; 1926) ， 另 一 位 是 我 们 之 前 已 经 提 到 两 次 的 杰 弗 里 . 泰勒 (Geoffrey 


Taylor, 1935a) 。 在 他 1922 年 发 表 的 杰出 论文 和 其 他 一 


些 论文 中 ， 理 查 德 


和 森 对 大 雷诺 数 情形 的 消 流 混合 的 物理 机 制 提出 了 
几乎 没有 人 注意 到 ) 。 根 据 他 的 假设 ， 发 展 充分 的 江 
Ceddies) ”《 即 扰动 或 非 均匀 性 ) 的 序列 组 成 。 这 
旋 ” 的 出 现 是 更 大 的 “ 涡 旋 ” 失 稳 的 结果 ， 借 用 了 它 
“ 涡 旋 ”自己 来 说 ， 它 们 失 稳 并 产生 了 更 小 下 一 层级 
些 “ 涡 旋 ” 传 递 它们 的 能 量 。 因 此 出 现 了 涡 旋 破碎 的 


些 深刻 的 见解 (当时 


流 由 各 种 层级 “ 涡 旋 


E, WERK S 


们 的 能 量 ， 从 更 大 的 
的 “ 涡 旋 ”， 并 向 这 
一 种 独特 的 “级 联 过 


程 ”， 其 中 整体 流动 的 能 量 传 递 到 越 来 越 小 尺度 的 运 


小 尺度 的 运动 ， 它 是 稳定 的 。 因 为 是 稳定 的 ， 这 些 极端 


动 ， 一 直到 可 能 的 最 
小 尺度 的 运动 必然 


由 足够 小 的 雷诺 数 表 征 。 因 此 黏 性 会 发 挥 重要 作用 ， 
动能 耗 散 为 热量 。 发 展 充分 的 满 流 相应 的 物理 图 像 清 
首 押韵 的 诗 里 ， 这 首 许 首 先 出 现在 理 查 德 森 森 (1922) 
经 常 被 引用 如 下 ( 通 


Big whorls have little whorls, 
KABA, 
Which feed on their velocity; 
传递 速度 ; 


常 没 有 准确 的 参考 文献 以 及 最 后 一 


因此 会 有 相当 大 量 的 
晰 地 表达 在 了 下 面 这 
的 书 的 第 66 页 ， 从 此 
行 ) : 


And little whorls have lesser whorls, 


小 涡 更 小 涡 ， 
And so on to viscosity 
EENE T 
(in the molecular sense). 


(在 分 子 意义 上 ) 。 


理 查 德 森 只 是 定性 地 提出 了 这 些 一 般 性 想法 ， 没 
确 数 学 语言 写 出 的 推导 。 然 而 ， 他 的 直觉 非常 强大 ， 


有 进行 任何 可 以 用 精 
在 1926 年 的 文章 中 他 


得 以 纯粹 基于 经 验 的 方法 建立 了 小 尺度 添 流 运动 的 


个 一 般 性 定量 规律 ， 


这 个 规律 实际 上 是 从 涡 旋 破碎 级 联 过 程 的 数学 理论 得 到 的 。 这 个 规律 包 


fh, Ta Kim (developed turbulence) 中 的 一 团 
数 正比 于 这 团 混 合 物 特征 尺度 的 三 分 之 四 次 方 。1941 
和 奥 布 霍 夫 提 出 汝 流 小 尺度 成 分 的 一 般 定量 理论 时 ， 
四 次 方 律 ” 实 际 上 是 表明 存在 支配 满 流 小 尺度 结构 的 一 
则 的 唯一 经 验 结果 。 


混合 物 的 有 效 扩散 系 
年 ， 在 柯 尔 英 哥 洛 夫 
HARK SD 
些 一 般 性 的 简单 规 


泰勒 的 工作 在 小 尺度 湛 流 运动 的 理论 中 


勒 (1935a) 引入 了 “均匀 各 向 同性 消 流 ”的 概念 ， 这 
人 
标 系 的 正 交 变换 (平移 、 转 动 和 反射 〉 下 保持 不 变 。 均 匀 各 向 同性 漠 流 是 


也 起 到 了 很 大 的 作用 。G. I 泰 
是 由 这 个 条 件 决定 


人 


消 流 的 一 种 特殊 情况 ， 其 中 流体 力学 场 的 统计 年 量 的 结构 和 相应 的 碍 里 德 
文 个 简化 情形 下 ， 和 弗 里 德 曼 - 凯 勒 方程 封 


曼 - 凯 勒 方程 的 形式 极其 简单 。 在 这 


面 的 具体 结果 。 


于 问题 的 所 有 理论 困难 仍然 存在 。 然 而 ， 相 应 的 方程 比 对 应 于 作 


就 其 本 身 而 言 ， 均 匀 各 癌 同 性 汕 流 模型 不 适合 描述 任何 实际 的 注 流 ， 
因为 真实 流动 不 满足 均匀 各 向 同性 的 假设 (特别 地 ， 三 维 均匀 假设 流动 没 
有 边界 ， 平 均 速 度 严格 恒定 ) 。 然 而 ， 均 匀 各 向 同性 测 ; 


se Pin 
— RTT Fe ER ET BUS aT, HEE NTA BT REER E RR in it BAT 


的 数学 技术 经 过 


一 定 推广 ， 被 证 明 对 于 描述 真实 油 流 的 小 尺度 成 分 非常 有 价值 。 如 我 们 后 


诺 数 的 充分 发 展 消 流 可 


面 将 要 解释 的 ， 这 是 因为 可 以 很 自然 地 认为 这 些 成 分 的 统计 性 质 是 均匀 各 
向 同性 的 。 换 人 句 话说 ， 任 何 具有 大 和 雷 
域 均匀 各 向 同性 的 ， 这 立刻 简化 了 其 数学 研究 。 


以 被 认为 是 局 


我 们 现在 考虑 柯 尔 英 哥 洛 夫 的 “局 域 


想 。 我 们 将 使 用 这 个 相对 简短 的 表达 而 不 是 上 面 


向 同性 注 流 理论 ”的 基本 思 
那个 较 长 的 。 首 先 ， 柯 


H 


尔 英 哥 洛 夫 对 能 量 从 大 尺度 成 分 (它们 从 平均 流动 获得 能 量 ) 向 越 来 越 
小 的 尺度 传递 转移 的 级 联 过 程 的 假设 做 了 一 个 重要 补充 ， 注 意 到 由 于 这 
个 能 量 转移 过 程 的 混沌 性 质 ， 平 均 流 的 方向 效应 必须 随 每 次 涡 旋 破 碎 而 


减弱 。 因 此 ， 对 于 满 流 足 够 小 尺度 的 成 分 《上 


numbers) ”) 这 种 方向 效应 根本 不 会 产生 企 
平均 流 和 汕 流 运动 最 大 尺度 的 非 均 匀 性 


WERKE “BR Corder 


E 何 结果 。 换 句 话 说 ， 尽 管 通 第 


般 是 非 均 匀 和 各 向 异性 的 ， 但 任 


a 


何 雷 话 数 足够 大 的 满 流 在 足够 小 尺度 涨 落 的 统计 性 质 都 可 以 被 认为 是 均匀 
各 向 同 性 的 。 些 外， 我 们 很 自然 地 期 望 不 同 级 的 特征 周期 随 级 数 增 大 而 减 
间 尺 度 ) 的 涨 落 ， 这 些 周期 会 
比 平均 流 发 生 可 察觉 变化 的 时 间 短 得 多 。 因 此 ， 这 些 涨 落 的 机 制 是 准 稳 态 


小 。 因 此 ， 对 于 足够 高 级 数 〈 即 ， 


的 一 一 实际 上 在 一 段 包含 大 量 特征 周期 的 时 间 里 是 稳 态 的 。 


足够 小 空 


因此 ， 我 们 看 到 对 于 足够 小 尺 


度 的 涨 落 ， 均 匀 各 向 同性 以 及 实际 


态 的 统计 情形 将 占 优势 ， 特 征 是 所 考虑 的 最 大 涨 落 存在 平均 外 
此 能 量 相当 的 ) 能 量 在 猛 滞 的 作用 下 耗 散 为 热量 ， 


上 稳 
bE 流 2 以 及 与 
这 主要 集中 于 最 小 尺度 


的 涨 落 的 范围 。 从 这 一 点 出 发 ， 柯 尔 英 哥 洛 夫 提出 假设 ， 任 何 雷 诺 数 足够 


大 的 满 流 在 足够 小 尺度 的 速度 成 分 的 统计 是 普 适 的 ， 


t 


参量 确定 一 一 (单位 流体 质量 的 ) PEEKE R ABM. MA, 


音 助 简单 的 量 纲 考虑 ， 我 们 可 以 推 


可 以 由 两 个 有 量 纲 的 


导出 符 清 能 产生 可 观 影 响 的 最 大 涨 落 的 
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尺度 一 定 是 7 = (aA 的 量 级 。 因 此 ， 可 以 自然 地 假设 当 服 从 所 讨论 的 
普 适 统计 的 涨 落 的 范围 扩展 到 远大 于 nm 的 尺度 ， 那 么 必然 存在 一 个 “惯性 子 
域 (inertial subrange) ”《〔 比 整个 流动 的 典型 尺度 LL 小 很 多 倍 ， 但 比 y 大 很 
多 倍 ) ， 其 中 黏 沾 不 再 起 任何 作用 ， 即 统计 性 质 由 一 个 参数 E 决 定 。 这 个 假 
设 是 柯 尔 莫 哥 洛 夫 的 第 二 个 主要 假设 。 

可 尔 莫 哥 洛 夫 的 这 些 假设 可 以 得 出 潮流 小 尺度 成 分 统计 性 质 的 一 些 具 
体 推论 。 其 中 最 重要 的 是 “三 分 之 二 次 方 律 ” (由 柯 尔 莫 哥 洛 夫 推导 )， 
根据 这 个 定律 ， 注 流 中 距离 -其 中 7 在 “惯性 子 域 ” 中 ) 的 两 点 速度 差 
平方 的 平均 值 等 于 Car)2/3， 其 中 C 是 一 个 普 适 常数 。 这 个 结论 的 另 一 个 
式 [首先 由 奥 布 霍 夫 〈1941) 提出 ] 是 “三 分 之 五 次 方 律 ”， 根 据 这 个 定律 ， 
惯性 子 域内 的 满 流 动能 对 波 数 k 的 谱 密度 具有 C1a23k-5 的 形式 ， 其 中 1 
是 一 个 新 的 常数 (与 C 有 简单 关系 ) 。 这 些 假设 还 有 很 多 结果 ， 我 们 不 在 此 
讨论 。 

柯 尔 英 哥 洛 夫 的 工作 成 为 了 淇 流 局 域 结构 理论 所 有 后 续 发 展 及 其 
在 20 世 纪 40 年 代 和 50 年 代 应 用 的 基础 。 在 此 期 间 不 仅 研究 了 速度 场 局 域 结 
构 ， 还 研究 了 被 动 ( 即 动力 学 中 性 的 3?) 混合 物 的 浓度 、 温 度 (包括 热 分 
层 重 流体 的 情形 ， 其 中 有 用 浮力 的 影响 ， 温 度 不 能 再 看 作 是 “被 动 ”混合 
量 ) 、 压 强 和 湛 流 加 速度 。 湛 流 小 尺度 成 分 统计 性 质 的 推导 在 其 他 问题 中 
找到 了 应 用 ， 例 如 ， 满 流 介 质 中 的 粒子 相对 扩散 和 液 滴 破 碎 、 海 洋 表面 风 
浪 的 产生 、 导 电流 体 淇 流 中 磁场 的 产生 和 电离 层 电 子 密度 的 不 均匀 结构 、 
大 气 中 折射 率 的 涨 落 和 满 流 大 气 中 电磁 波 的 散射 和 涨 落 以 及 很 多 其 他 有 趣 
的 问题 。 

柯 尔 英 哥 洛 夫 理论 的 结果 ， 最 重要 的 上 面 给 出 的 是 “三 分 之 二 次 方 
律 ” 和 “三 分 之 五 次 方 律 ”， 在 20 世 纪 40 年 代 和 50 年 代 在 真实 汕 流 的 测量 
结果 中 被 多 次 检验 。 然 而 ， 人 们 发 现在 实验 室 实验 中 《通常 在 风 洞 中 进 
T) 雷 诡 数 没 有 大 到 能 在 汕 流 谱 中 感知 到 “惯性 子 域 ”， 因 此 ， 超 过 20 年 
的 风 洞 测量 结果 不 能 用 于 检验 这 些 定律 。 另 一 方面 ， 自 然 中 测量 的 雷诺 数 
一 般 来 说 比 实验 室 条 件 下 观察 到 的 雷诺 数 大 得 多 ， 直 到 最 近 才 给 出 统计 弥 
散 相 对 大 的 结果 。 因 此 ， 尽 管 总 体 实验 数据 无 疑 文 持 了 这 个 理论 ， 但 是 它 
还 没有 以 完全 直接 的 方式 得 到 验证 ， 对 于 理论 中 的 数值 参数 不 能 给 出 可 靠 
的 估计 。 直 到 20 世 纪 60 年 代 情 况 才 有 真正 的 改观 ， 现 在 一 些 研 究 人 员 已 经 
对 各 种 非常 大 雷诺 数 的 自然 和 人 造 湛 流 的 特征 量 进行 了 极端 精确 的 测量 。 
这 些 测量 结果 彼此 一 致 性 非常 好 ， 证 实 了 这 个 理论 的 正确 性 ， 最 终 使 得 可 
以 足够 精确 地 确定 常数 C 和 C1。 

目前 ， 对 于 认为 速度 的 小 尺度 分 量 普 适 的 统计 性 质 的 理论 处 理 和 实验 


? 译 者 注 : 即 对 动力 学 的 影响 可 以 忽略 。 


> 


W at 


验证 基本 完整 这 一 点 还 有 很 大 争议 。 然 而 ， 为 了 进一步 发 展 渍 流 开 


hic, R 


们 需要 根本 上 新 的 想法 ， 我 们 稍 后 讲述 对 它们 的 寻找 。 因 此 ， 现 在 适合 总 


这 项 任务 是 本 书 的 目的 之 一 。 


结 消 流 理论 发 展 的 这 一 重要 时 期 ， 详 述 这 一 想法 。 淮 试 在 菜 种 程度 上 完成 


有 一 些 寻找 发 展 统 计 流 体力 学 新 方法 的 工作 。 在 A. N. 柯 尔 莫 哥 洛 夫 
2) 相隔 一 周 、 在 1961 年 秋 在 马赛 举行 的 
两 个 汕 流 理论 国际 会 议 上 发 表 的 文章 中 ， 提 出 了 一 种 方法 进一步 完善 大 雷 


(1962) FIA. M. BAER (196 


诺 数 汕 流 局 域 结构 的 基本 描述 。 这 个 方法 的 原理 如 下 : 如 我 们 在 上 面 的 理 
论 讨论 中 看 到 的 那样 ， 小 尺度 满 流 的 统计 特征 被 假设 为 只 依赖 于 能 量 耗 散 


H 


率 = 的 平均 值 。 然 而 ， 实 际 上 能 量 耗 散场 也 经 历 了 无 序 涨 落 ， 有 理由 《在 理 


论 上 和 纯 经 验 上 ) 相信 它 的 变化 范围 可 能 非常 大 。 这 个 场 的 统计 特征 显然 
特别 地 ， 我 们 必然 期 待 = 场 的 方差 随 Re 的 


可 能 取决 于 大 尺度 流动 的 特殊 性 : 


增 大 而 增 大 。 因 此 ， 由 z 单独 决定 小 尺 
有 条 件 平 均值 ， 在 e 严 格 不 变 ETA) 


需要 发 现 能 量 耗 散 <(z, 妨 场 的 统计 


度 消 流 运动 的 统计 特征 只 能 解释 为 
的 条 件 下 得 到 。 然 而 ， 将 < 固定 的 计 
算 结果 对 这 个 参数 值 的 涨 落 平均 得 到 的 无 条 件 平均 值 一 般 来 说 和 条 件 平均 
下 不 同 〈 它 们 自己 可 能 不 是 普 适 的 ， 即 它们 对 于 不 同类 型 的 大 尺度 流动 不 
同 ， 或 者 特别 是 依赖 于 Re〉。 柯 尔 莫 哥 洛 夫 和 奥 布 霍 夫 的 工作 致力 于 估计 
这 一 事实 的 影响 的 方法 。 为 了 用 这 种 方法 得 到 明确 的 定量 结果 ， 我 们 首先 
性 质 ， 即 换 句 话说 ， 我 们 需要 对 满 流 中 能 


C 
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量 耗 散 机 制 更 细致 的 研究 。 初 步 估计 表明 ， 考 虑 能 量 耗 散 率 涨 落得 到 的 对 


“三 分 之 二 次 ”和 “三 分 之 五 次 ”定律 的 修正 将 接近 于 目前 最 好 的 实验 数 


据 精度 的 量 级 。 


我 们 还 必须 注意 到 应 流 方程 闭合 假设 的 一 些 变种 ， 这 些 假设 是 在 


w A A(R. Kraichnan, 1959; 1962b 及 其 他 ) 的 一 系列 文章 中 发 展 起 来 


的 ， 基 于 速度 场 的 三 个 空间 傅 呈 


有 叶 成 分 直接 相互 作用 比 间 接 相互 作 上 月 


(通过 所 有 其 他 傅 里 叶 成 分 ) 重 


H 


要 得 多 的 假设 。 我 们 还 应 该 提 到 W. 马 尔 
库 斯 (W. Malkus，1954b) 提 出 的 描述 淇 流 大 尺度 成 分 的 方法 [也 可 参见 汤 


森 (Townsend，1962b) 和 斯 皮 格 尔 (Spiegel, 1962)]， 这 个 方法 基于 使 用 假设 
体力 学 场 表示 为 有 限 数 量 的 特征 函数 的 


的 “最 大 耗 散 ” 变 分 原理 ， 把 流 
登 加 。 近 年 来 ， 这 两 种 方法 都 引 


起 了 很 多 争议 一 一 它们 导出 了 一 些 有 趣 
和 可 能 的 结果 ， 但 它们 是 基于 未 经 验证 的 假设 ， 并 且 磁 到 了 一 些 困难 。 例 
如 ，Kraichnan 理 论 的 初步 近似 导出 了 与 柯 尔 英 哥 洛 夫 理论 (已经 得 到 很 好 


的 证 实 ) 预言 不 符合 的 小 尺度 满 流 谱 的 方程 ， 表 明 小 尺度 成 分 和 描述 大 尺 


度 含 能 涡 旋 的 均 方 速度 的 统计 特 生 


流 理论 导致 了 与 分 层 介质 中 消 流 的 E 


FE 之 间 有 不 明确 的 依赖 。Malkus 的 自由 对 
然 相 似 理论 的 推导 不 相符 的 结果 并 


且 表 明 对 流 流动 的 大 尺度 成 分 对 流体 的 分 子 热 导 率 意 想不到 的 依赖 ) E 
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样 的 理论 应 用 于 平板 间 的 流动 导出 了 一 个 非常 有 争议 的 结 
数 有 多 大 ， 大 尺度 特性 对 分 子 粘 性 都 有 依赖 ， 而 且 1 
验 很 好 地 支持 的 ) 平均 速度 的 普 适 对 数 律 。 因 
法 《或 者 对 它们 的 一 些 简 单 修 ] 


果 。 


论 一 一 无 论 雷诺 
4 离 了 普遍 接受 的 〈 实 


此 ， 目 前 还 不 可 能 说 这 些 方 


E) 会 不 会 对 消 流 理论 的 发 展 产 生 丰 硕 的 成 


最 后 ， 必 须 提 到 解决 注 流 的 一 般 问 题 的 前 景 ， 这 与 流体 力学 场 的 “ 特 


征 泛 函 ” 技 术 的 使 月 


BAR. XER 


EYZ PR TE lira Dit AA A Ta) EP PRE — Ss E X T E 


率 分 布 P(dw) 或 己 (dw)， 因 而 找到 它们 就 给 出 了 满 流 问 题 的 一 个 完整 解 。 
在 艾 伯 哈 德 . 霍 普 夫 (Eberhard Hopf, 1952) 的 工作 中 导出 了 一 个 不 可 压缩 


流 场 中 满 流 场 的 特征 泛 函 的 方程 。 


这 是 


个 泛 函 导数 形式 的 方程 ， 


它 最 


显著 的 特点 是 线性 。 因 此 ， 尽 管 流体 的 动力 学 是 非 线性 的 ， 但 是 用 特征 泛 


pas H IH 


| 流体 力学 基本 问题 被 证 明 是 一 个 线性 问题 。 我 们 还 应 该 注意 


到 ，Hopf 方 程 


量子 场 格林 阔 数 泛 函 导 数 


场 论 之 间 严 格 的 类 比 ) 。 


Hop 仿 程 的 求解 碰 到 了 相当 大 的 困难 。 首 先 ， 因 为 还 不 清楚 这 个 方程 
的 具体 问题 应 该 怎么 描述 。 第 二 ， 因 为 目前 缺少 求解 泛 函 导数 方程 的 任 


SRNE 


多 式 上 和 量子 场 论 中 的 Schwinger 方 程 类 似 ， 后 者 是 相互 作用 
《我 们 已经 提 到 了 消 流 理论 和 量子 


何 一 般 方法 〈 甚 至 不 知道 这 些 解 是 否 人 存在、 是否 唯一 ) 。 近 年 来 ， 函 数 
空间 积分 的 新 数学 技术 《〈 即 茶 函 数 空间 上 的 泛 函 的 积分 ) 连同 泛 函 导数 方 


种 “广义 测度 ” 


程 理 论 已 经 吸引 了 很 多 人 注意 。 今 天 ， 形 式 上 有 可 能 以 对 函数 空间 中 的 某 
( 它 不 具备 测度 理论 中 通常 测度 的 某 些 性 质 ， 因 此 让 人 想 


起 了 量子 场 论 中 名 声 不 佳 的 “ 费 曼 测度 ”) 的 特定 函数 空间 积分 的 形式 写 


下 Hopf 方程 的 解 。 然 而 ， 写 下 这 个 解 仍 然 是 一 个 纯粹 


效 地 公式 化 和 对 特定 解 的 研究 几乎 没有 帮助 。 


我 们 简单 讨论 本 


KKK 


AAA Sin Dik Td eB A OS AY e ped 4 PK Ze SE 


意 到 Chandrasekhar (1961) 的 书 ， 
和 2.7 节 及 其 反 


ED NAR, ix AS 


AR BRANT BY REISE as FE RE HS B PEA TEE AE a Hit BE FA 


停留 在 特定 的 工程 应 月 


大 约 有 700 页 ! 


它 实 际 上 几乎 完全 只 是 在 i 


ERNIE, XF 


的 内 容 作 为 这 个 引言 的 结尾 。 在 一 到 两 卷 书 中 


不 可 能 的 。 (我 们 可 以 注 
我 们 的 2.6 


) 我 们 不 会 试图 穷尽 但 是 会 


= 质 的 材料 。 因 此 ， 我 们 不 会 
或 与 复杂 统计 性 质 计算 相关 的 数学 细节 。 我 们 将 局 


限于 最 简单 的 流动 和 最 简单 的 问题 。 所 以 我 们 将 只 处 理 圆 柱 管 中 的 流动 ; 


我 们 只 考虑 沿 平板 的 、 周 围 流 动 没有 压强 梯度 的 边界 层 ; 扩散 粒子 被 处 理 


为 点 ， 和 周围 介质 有 相同 的 比重 。 此 外 ， 我 们 将 不 讨论 磁场 中 导电 流体 的 
消 流 问题 。 关 于 可 压缩 性 的 讨论 只 占 各 向 同 司 


Em 


章 中 的 一 节 ， 使 我 们 


能 展示 与 之 相关 的 一 些 新 的 物理 效应 。 然 而 


， 我 们 加 入 了 关于 垂 向 密度 分 


层 〈 对 于 最 简单 的 在 半空 间 z > 0 中 的 二 维 流动 的 情形 ) 介质 中 消 流 的 一 


章 ， 因 为 分 层 对 满 流 的 效应 有 清晰 的 物理 特征 ， 可 以 借助 广泛 用 于 本 书 其 
他 部 分 的 一 般 方法 进行 研究 。 
有 物理 味 儿 ” 也 决定 了 对 研究 方法 的 选择 。 


为 了 尽量 使 这 本 书 “ 
运动 方程 总 是 不 封闭 的 


潮流 


(含有 比方 程 多 的 未 知 量 ) ， 因 此 沸 流 理论 的 问 


题 不 能 简化 为 找到 一 些 


唯一 解 。 在 这 些 条 件 下 ， 
其 他 考虑 。 在 我 们 看 来 ， 


1 初始 和 /或 边界 值 确定 的 微分 方程 (或 方程 的 


不 可 避免 的 是 ， 除 了 运动 方程 ， 还 必须 引入 一 些 


在 这 些 额 外 的 考虑 中 ， 对 相似 性 《〈 基 于 问题 在 某 


些 群 变换 的 作用 下 的 不 变性 ) 的 考虑 以 及 量 纲 的 考虑 (基于 分 离 出 影响 所 


研究 的 满 流 的 物理 量 ) 具有 最 明 大 的 物理 意义 。 我 们 尝试 最 明确 地 考虑 从 


量 纲 和 相似 性 出 发 、 可 以 用 于 “ 比 通常 提出 的 广泛 得 多 的 ) 满 流 理论 的 推 


导 。 使 用 更 特殊 假设 的 消 流 的 半 经 验 理论 在 本 书 中 篇 幅 相 对 较 少 ， 我 们 对 
渠 流 和 边界 层 的 “经 典 ” 应 用 的 描述 特别 简略 。 


于 半 经 验 理论 用 于 管 流 、 
(这 个 主题 和 被 我 们 的 


中 完全 忽略 的 “自由 满 流 ” 的 半 经 验 理论 在 8. 


Goldstein(1938)、L. G. Loitsyanskiy(1941)#H. Schlishting(1960) 有 详细 讨 
论 。) 然而 ， 我 们 引入 了 一 些 相对 新 的 、 较 少 为 人 所 知 的 半 经 验 理 论 的 应 


| 


之 前 还 没有 完整 讨论 过 ) 提供 了 一 些 线索 。 


用 和 相当 数量 的 满 流 输 运 的 半 经 验 理论 〈 通 常 是 清流 中 混合 物 扩 散 问 题 的 
唯一 理论 ) 的 应 用 。 些 外， 我 们 通过 各 向 同性 注 流 的 谱 详细 分 析 了 能 量 输 
运 的 各 种 假设 ， 和 半 经 验 假设 类 似 ， 但 它们 为 清流 混合 的 物理 机 人 


(这 在 


本 书 对 于 相似 性 和 量 纲 的 重点 关注 也 受 限 于 这 个 事实 ， 柯 尔 葛 哥 洛 


夫 的 局 域 各 向 同性 清流 的 理论 〈 完 全 基于 这 些 方 法 ) 在 这 上 
幅 。 我 们 已 经 注意 到 写作 本 书 的 一 个 诱因 是 希望 总 结 雷诺 数 足够 大 的 任 
的 发 展 。 我 们 也 讨论 了 柯 尔 莫 哥 洛 天 和 奥 布 
夫 在 1961 年 提出 的 这 个 想法 的 升级 版 本 ， 以 及 后 来 得 到 的 这 个 问题 的 


te 
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是 我 们 只 是 简单 提 到 马尔 库 斯 和 一 些 最 近 的 计算 有 冲突 的 有 争议 的 理 


论 [ 见 Reynolds 和 Tiederman (1966)]， 除 了 简介 中 的 历史 梗概 。 
虽然 希望 对 统计 流体 力学 的 理论 原理 进行 系统 性 讲述 ， 但 是 我 1 


有 占 了 很 大 篇 


FE 的 想法 。 但 


不想 


让 我 们 的 书 具 有 形式 化 数学 的 特征 ， 并 一 贯 尝试 通过 分 析 实 验 数 据 强 化 


理论 推导 。 理 论 和 实验 方法 的 结合 在 所 有 自然 现象 的 研究 中 都 极其 富 


成 果 ， 在 统计 流体 力学 中 特别 必要 ， 这 个 理论 通常 仍然 处 于 初级 状态 ， 


几乎 总 是 基于 一 些 需要 实验 验证 的 假设 。 然 而 ， 我 们 已 经 避免 引入 没有 理 
论 解释 、 不 能 作为 一 些 确 定 的 理论 推导 的 基础 的 实验 结 


果 ， 即 使 这 些 数 据 


本 身 非 常 有 趣 或 者 在 实践 中 很 重要 。 作 为 滑 流 实验 数据 源 ， 在 本 书 中 我 们 
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经 常 使 用 大 气 滑 流 。 在 某 种 程度 上 ， 这 和 我 们 二 人 都 在 大 气 物理 研究 所 工 
作 多 年 ， 对 大 气 消 流 比 对 其 他 种 类 的 满 流 熟悉 得 多 有 关系 。 然 而 ， 除 此 之 
外 ， 还 有 一 些 重要 原因 让 我 们 把 注意 力 放 在 这 类 消 流 上 。 事 实 上 ， 训 :卡门 
(1934) 称 其 为 “…… “ 满 流 研究 ”的 巨型 实验 室 ” 的 大 气 具有 非常 有 价 
值 的 性 质 ， 使 得 它 特别 适合 验证 现代 统计 理论 的 推导 。 我 们 已 经 注意 到 ， 
大 气 运动 通常 具有 比 实验 室 中 产生 的 流动 大 得 多 的 雷诺 数 ， 因 此 对 于 研究 
非常 大 的 Re 情形 的 特殊 规律 要 方便 得 多 。 此 外 ， 大 气 满 流 的 几何 条 件 《〈 即 
受 刚 体 墙 限制 的 半空 间 中 的 二 维 流 动 的 条 件 ， 指 的 是 大 气 表面 层 中 的 风 ， 
其 中 在 很 多 情形 “ 墙 ” 可 以 看 作 平 的 、 均 匀 的 ; 或 者 无 限 空间 中 流动 的 
条 件 ， 这 给 出 了 在 自由 大 气 中 空气 运动 很 好 的 描述 ) 比 大 多 数 实验 室 实验 
简单 。 从 实验 室 转换 到 大 气 额外 产生 的 唯一 复杂 性 是 必须 考虑 热 分 层 ， 但 
是 ， 如 我 们 已 经 注意 到 的 ， 这 个 复杂 性 导致 了 额外 的 有 趣 的 理论 探讨 ， 增 
加 了 实验 观测 到 的 规律 的 数量 并 允许 基于 物理 的 解释 。 

广 为 流传 的 满 流 的 性 质 、 它 们 对 于 一 些 不 同 工 程 问 题 的 巨大 重要 性 以 
及 理论 家 对 它们 的 兴趣 使 得 关于 这 个 主题 的 文献 数量 巨大 一 有 数 万 篇 文 
章 ， 散 布 于 大 量 物理 、 数 学 、 力 学 、 化 学 、 气 象 学 、 海 洋 学 和 工程 期 刊 
中 。 然 而 不 幸 的 是 ， 满 流 理 论 极端 困难 ， 到 现在 也 没有 非常 大 的 进展 ， 所 
以 ， 很 多 工作 是 完全 经 验 性 的 ， 或 者 只 是 最 初步 的 理论 ， 或 者 是 错误 的 。 
这 些 事 实 当 然 使 任何 对 统计 流体 力学 文献 的 搜寻 大 大 复杂 化 。 在 本 书 中 ， 
我 们 最 初 提出 限制 在 最 少数 量 的 必要 参考 文献 上 ; 然而 ， 花 了 大 量 时 间 在 
文献 调研 不 调研 就 不 可 能 决定 什么 是 必要 的 ) 上 之 后 ， 我 们 决定 可 能 权 
宜 之 计 是 不 限制 参考 文献 ， 特 别 是 近期 的 工作 。 我 们 这 样 做 是 要 给 读者 一 
个 关于 汕 流 理论 研究 现状 的 足够 完整 的 图 像 ， 帮 助 他 找到 必要 的 信息 ， 主 
他 在 书 和 文章 的 海洋 中 有 自己 的 方向 。 在 书 中 的 一 些 地 方 ， 我 们 甚至 包含 
了 简短 的 文献 调研 ， 其 中 我 们 尝试 尽 可 能 简短 描述 与 所 讨论 的 理论 的 特定 
部 分 相关 的 相当 数量 典型 文献 的 内 容 。 当 然 ， 我 们 意识 到 ， 大 量 参考 文献 
在 茶 种 程度 上 拖累 了 一 本 书 的 行文 ， 也 《因为 完全 不 可 能 引用 大 部 分 已 有 
文献 ) 在 相当 程度 上 增加 了 感觉 自己 在 这 样 广泛 的 文献 调研 中 被 不 公平 地 
忽视 的 作者 的 数量 。 首 先 ， 我 们 想 向 所 有 这 些 作 者 表示 我 们 的 歉意 ， 并 和 警 
告 读者 我 们 决 不 是 说 我 们 的 文献 列表 中 所 包含 的 文献 一 定 是 最 好 的 或 者 最 
重要 的 ， 我 们 也 不 假装 这 是 一 个 完整 的 文献 调研 。 我 们 意识 到 ， 只 要 考虑 
优先 次 序 〈 这 个 主题 我 们 没有 特别 研究 ) ， 就 可 能 会 有 一 些 差 错 。 

当然 ， 在 选择 本 书 的 材料 时 ， 我 们 个 人 的 科学 品味 起 了 一 定 作 用 。 特 
别 是 我 们 包含 了 一 些 我 们 自己 的 研究 结果 。 大 部 分 这 些 结果 是 以 在 我 们 看 
来 更 好 的 经 过 改 和 扩展 的 形式 给 出 的 ;， 而且 ， 通 常 我 们 以 经 过 修改 的 形式 
讲述 其 他 作者 的 结果 ， 考 虑 到 最 新 的 数据 以 及 一 般 的 方法 、 术 语 和 本 书 所 


< 


采用 的 符号 。 因 


容 等 价 《〈 或 类 似 ) 形式 的 方程 或 推导 。 


此 ， 很 自然 在 很 多 情形 ， 所 引用 的 工作 只 包含 与 所 引用 内 


通常 ， 由 于 我 们 想 尽 可 能 清楚 地 解释 各 种 推导 过 程 中 的 每 个 假设 ， 我 


们 也 会 偏离 原始 
动 方程 的 结果 ( 
对 影响 特定 效应 


工作 中 的 分 析 。 特 别 地 ， 我 们 总 是 试图 阐明 什么 是 来 自 运 
即 ， 来 自 一般 物 理 规律 ) ， 什 么 来 自 量 纲 分 机 《〈 即 ， 来 自 
的 物理 参数 的 完整 列表 的 特定 假设 ) ， 什 么 需要 引入 特别 


的 经 验 性 假设 〈 以 及 这 些 假设 是 什么 ) ， 以 及 什么 只 是 经 验 事实 。 
统计 流体 力学 广泛 使 用 经 典 流体 力学 和 概率 论 的 结果 和 方法 。 因 此 ， 


这 两 个 学 科 的 知 
般 数 学 和 物理 训 
章 中 包含 了 经 典 
概率 本 身 的 概念 
们 试图 重点 强调 
们 从 不 讨论 求解 
答案 (有 时 并 不 
人 知 但 重要 的 数 


RRA Hw, W 


识 会 极 大 地 帮助 理解 本 书 。 然 和 而， 我们 希望 那些 仅 受 到 一 
练 的 人 也 能 读 懂 我 们 的 书 。 考 虑 到 这 些 读 者 ， 我 们 在 前 两 
流体 力学 (从 连续 性 方程 和 运动 方程 开始 ) 和 概率 论 〈 从 
开始 ) 中 必要 的 基本 概念 。 在 这 些 以 及 随后 的 章节 中 ， 我 
所 涉及 的 基本 原理 ， 而 不 停留 在 技术 细节 上 。 类 似 地 ， 我 
微分 方程 的 方法 或 其 他 标准 的 数学 技术 ， 而 只 是 直接 引用 
容易 得 到 ) 。 同 时 ， 我 们 相当 细致 地 讨论 某 些 不 足够 广 为 
学 问题 ， 这 些 问题 传统 上 在 力学 和 物理 学 的 专业 书 和 文献 
态 历 经 | 定理 或 随机 场 的 谱 表示 ) ; 这 解释 了 本 书 只 


有 两 章 用 于 讨论 随机 场 的 数学 理论 。 


由 于 技术 原 


内 ， 事 实证 明 把 本 书 分 为 两 卷 更 为 方便 。 第 一 卷 包 含 可 以 


不 依赖 谱 表 示 进 行 处 理 的 问题 。 (或 许 很 多 我 们 的 同事 会 惊讶 于 这 些 问 
题 被 放 入 了 一 本 厚 书 中 。) 在 此 ， 我 们 讨论 流体 力学 的 一 般 方程 和 它们 


最 简单 的 推论 ( 
考虑 了 流体 动力 
的 内 容 ) ; 从 概 
件 ) ; 细致 讨论 
Vit Ct. FEW 
AR AN fal Dal 
消 流 的 相似 性 理 


AN> 
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以 某 种 程度 上 更 专业 的 可 压缩 气体 的 小 震荡 作为 结论 ) ; 
学 稳定 性 和 消 流 转换 的 问题 〈 包 括 不 稳定 性 的 非 线 性 理论 
率 论 和 随机 场 理 论 给 出 了 一 些 基 本 概念 〈 包 括 各 态 历经 条 
量 纲 分 析 和 相似 性 分 析 在 管 、 渠 、 边 界 层 注 流 和 自由 满 
等 ) 中 的 应 用 ， 并 且 还 有 对 主要 思想 和 满 流 理论 的 半 经 验 
《有 一 些 特 定 例 子 ) ;详细 讨论 了 垂 向 密度 分 层 的 介质 中 
论 ， 并 将 得 到 的 结果 和 大 气 表面 层 中 风 和 温度 涨 落 广泛 的 


本 书 第 二 卷 将 以 随机 场 〈 包 括 不 均匀 但 局 域 均匀 的 场 ) 的 谱 理 论 的 一 


个 数学 章节 开始 


; 详细 描述 了 各 癌 同 性 注 流 的 理论 (这 里 我 们 主要 关心 不 


可 压缩 各 回 同 性 


消 流 的 动量 方程 的 各 种 封闭 方法 ， 但 也 给 出 了 和 可 压缩 流 


体 有 关 的 一 些 结 
理论 (包括 相对 
给 出 了 和 消 流 介 


果 ) ; 考虑 了 足够 大 雷诺 数 的 油 流 的 普 适 局 域 结构 的 一 般 
扩散 理论 ， 即 满 流 携带 的 混合 物 组 成 的 云 的 尺寸 增 大 )〉; 
质 中 电磁 波 和 声波 传播 有 关 的 基本 概念 ， 最 终 ， 基 于 对 流 


体 动 力学 场 特征 泛 函 的 研究 ， 我 们 考虑 了 洪流 问题 的 一 般 公式 。 


A q = 、 sus 
ple 层 流 和 7 而 7 外 


1. 流体 动力 学 方程 和 它们 的 推论 
1.1 不 可 压缩 流体 的 动力 学 方程 组 


水 流 是 一 种 复杂 的 物理 现象 ， 其 理论 研究 必须 基于 基础 物理 规 
律 ， 用 流体 力学 和 热力 学 方程 表达 。 所 以 我 们 将 以 对 这 些 方程 以 及 
它们 的 一 些 重 要 结果 的 简单 回顾 作为 我 们 讨论 的 开始 。 当 然 ， 回 顾 仪 
限于 我 们 在 随后 的 讨论 中 需要 用 到 的 那些 方程 和 事实 [关于 流体 力学 
详细 讨论 见 ， 例 如 Lamb (1932) ~ Goldstein (1938) 、Landau, Lifshitz 
(1963) 、Kochin, Kibel’, Roze (1964) 、Longwell (1966) 以 及 Batchelor 
(1967) ]。 如 通常 那样 ， 我 们 描述 流体 的 流动 :将 使 用 速度 场 


u(x,t) = {(Z1 T2, £3, t), U2(£1, £2, £3, t), U3(£1, £2, £3, t)} 


DARE TAA et, Puk Tp (ar, t) ME EpL, t) EET (L, t) A 
结 起 来 ， 需 要 五 个 “ 四 变量 函数 ”。 此 外 ， 我 们 也 需要 分 子 输 运 系数 的 
值 ， 这 决定 了 流体 的 物理 性 质 一 一 妖 灌 系数 1 或 运动 学 锋 沾 系数 vy = 5» 以 
及 第 二 番 滞 系数 C。 此 后 ， 我 们 将 需要 热传导 系数 请 〈 以 及 热 扩 散 系 数 或 热 
导 率 (thermometric conductivity) x = ap 其 中 co 是 流体 的 定 压 比 热 ) 。 
描述 质量 守恒 的 物理 规律 最 简单 的 流体 力学 方程 是 连续 性 方程 


Op _ O(pua) 
= 1.1 
Ot OL a Š (L1) 
或 
Op | Op Oua (1.2) 
Ot Oa Ore 


在 此 及 之 后 ， 我 们 将 一 直 采 用 爱 因 斯 坦 求 和 规则 ， 根 据 这 个 规则 ， 任 何在 
一 项 中 ， 一 个 指标 出 现 两 次 的 地 方 都 需要 对 指标 的 三 个 可 能 值 求 和 ， 举 个 


:这 里 及 之 后 ， 我 们 将 使 用 “流体 uid) ”一 词 表示 任何 液体 或 气体 介质 。 


例子 ， 2 儿科 的 意思 和 2 Mpuc) fe]. > 描述 应 用 于 一 小 团 流体 的 牛顿 第 二 
定律 的 基本 动力 学 方 种 ， 即 动量 守恒 方程 具有 如 下 式 


O(pui)  O(puiua) yy 
k Ye cae Pe 


_ 9 Ou; | Ua 20ug. _ oO Oug 有 
~ Ora es mi sat )| © Ox; (se). 人 


其 中 pXi = pXi(z, 是 时 刻 t 在 z 点 的 外 力 密 度 的 第 分量。 从 方程 (1.1) 可 
知 ， 密 度 p 可 以 从 方程 1.3) 左边 第 一 项 的 导数 各 中 拿 出 来 ， 同 时 将 pua 从 
第 二 项 的 起 -符号 中 拿 出 来 。 en 这 些 值 在 空间 上 的 变化 
(由 于 它们 依赖 于 温度 ， 而 温度 是 每 点 不 同 的 ) 几乎 总 是 可 以 忽略 的 。 所 
以 含有 这 些 系数 导数 的 项 通常 被 完全 忽略 。 这 意味 着 方程 (1.3) PACH 
值 也 可 以 拿 到 导数 外 面 ， 所 以 这 些 方程 变 为 


Ou; Oui \ l Op r H ua 
(名 + ung) =a Ox; = NGS (<¢ a Liða (ia 


因为 方程 〈1.2) 和 方程 组 〈1.4) 的 四 个 方程 含有 五 个 未 知 函 数 ， 所 
以 它们 没有 形成 一 个 闭合 系统 。 然 而 ， 在 实际 中 ， 一 个 运动 流体 粒子 的 密 
度 p 的 变化 在 很 多 情况 下 都 太 小 ， 也 可 以 忽略 。 这 在 普通 流体 〈 即 流体 这 
个 词 的 通常 含义 ) 的 情形 尤其 是 这 样 的 。 在 稳定 流动 | 速度 w(z)] 气 体 的 情 
ES， 由 于 压强 变化 导致 的 密度 变化 可 以 完全 忽略 ， 只 要 每 一 点 的 速度 绝对 
Hu = |w| 和 声速 aq 相 比 为 小 。 一 般 地 ， 对 于 非 稳 态 流动 ， 密 度 p 的 变化 会 
小 得 可 以 忽略 ， 如 果 同 时 也 满足 uw <a, T > L/a 的 条 件 ， 其 中 T 和 工 是 流 
体 速 度 w(zx,t) 经 历 可 察觉 变化 的 特征 时 间 和 特征 长 度 ， 见 Landau, Lifshitz 
(1963) 第 十 章 。 在 上 面 所 有 这 些 情形 ， 密 度 p 通常 在 充满 流体 的 整个 空间 中 
取 为 常数 。 于 是 p 将 表示 一 个 事先 给 定 ( 表 征 介质 性 质 〉 的 常数 值 ，〔 对 于 
给 定 的 初始 条 件 和 边界 条 件 ) 方程 (1.2〉 的 四 个 方程 和 方程 (1.4) MEE 
够 确定 四 个 未 知 函 数 wi(z,t),i = 1,2,3 和 p(x,t)。 

在 目前 不 可 压缩 流体 的 情形 ， 这 些 方程 有 更 简单 的 形式 ， 因 为 一 些 
含 p 导 数 〈 或 用 这 些 导 数 表 示 ) 的 项 可 以 忽略 。 故 在 此 情形 ， 我 们 可 以 忽略 
连续 性 方程 (1.2) 左边 的 所 有 项 ， 得 到 


SS 


A — 0), (1.5) 


?在 一 般 方程 的 推导 中 ， 我 们 将 一 直 将 坐标 轴 记 为 Ozxi,i = 1,2, 3 以便 广泛 使 用 这 个 方便 
的 求 和 规则 。 然 而 ， 在 一 些 特别 的 例子 中 ， 当 三 个 坐标 轴 的 方向 以 某 些 特别 的 方式 定义 时 ， 
我 们 也 经 常 使 用 字母 z, y, > 表示 坐标 。 


. 流体 动力 学 方程 和 它们 的 推论 


于 是 在 运动 方程 (1.4) 中 ， 
的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 


| 


Aid 


=) 


最 后 一 项 等 于 零 ， 


是 


这 和 是 秋 滞 不 可 压缩 流体 的 基 
ARB AAA Bilt 
容易 看 到 ， 

之 个 目的 ， 我 们 只 


达到 这 


本 动力 学 方程 。 
系数 只 在 考虑 可 压缩 性 
压强 p 从 一 开始 就 可 以 从 方程 〈1.6) 中 消去 。 实 际 上 ， 为 
需要 在 方程 (1.6) 两 边 取 旋 度 ， 用 张 量 


这 些 方程 随后 变 为 著名 


(1.6) 


我 们 看 到 它们 只 含有 一 个 秋 滞 


=n 


Herpin , 其 


中 ej8; 是 三 阶 完全 反对 称 张 量 


Ea 


时 是 重要 的 。 


本 
A 


aA SUH DAG 


( 即 ， 如 果 指 标 k, 6B,i 不 是 完全 


KWE, Meggi = 0， 而 如 果 (k, 6B, 引 是 从 (1,2,3) 经 过 侦 数 次 或 奇数 次 交换 ， 


Menai 二 十 1 或 -1) 。 


Our 


Ow; 


为 了 简单 ， 假 设 没 有 外 力 ， 我 们 得 到 一 个 三 方程 系统 


3r | Yan var =vAuz,, k=1,2,3 (1.7) 
Wk 一 cone (1.8) 
是 涡 度 矢量 的 分 量 。 原 则 上 我 们 可 以 从 方程 〈1.7) 和 (1.8) 确定 三 个 函 
数 wi(z,t)。 然 后 ， 为 了 确定 压强 场 ， 只 需要 求解 泊 松 方程 
_ _ P (uaug) 
这 是 对 方程 (1.6) 进行 巷 - 操 作 而 得 到 的 [X; 二 0]|， 即 取 纳 维 -斯 托 元 斯 矢量 
方程 的 散 度 。 
由 方程 〈1.9) 得 到 ， 精 确 到 z 的 一 个 调和 函数 的 结果 ， 
_ pf Plua(a"jus(a")] da 
MENE An / Ox), X'g Ja — a’ |’ 
(1.9) 
其 中 积分 是 对 流体 占据 的 整个 体积 进行 的 。 特 别 地 ， 如 果 流 体 流 动 发 生 在 
整个 无 界 空间 ， 那 么 相应 的 调和 函数 可 能 只 是 一 个 常数 。 因 为 只 有 压强 导 
数 出 现在 运动 方程 中 ， 压 强 表达 式 中 的 常数 项 一 般 根 本 不 起 作用 ; 因此 可 


以 假设 方程 (1.9') 不 添加 任何 ] 
程 (1.9) 右边 的 调和 条 件 必须 
下 或 许 也 能 证 明 是 常数 ， 


大 就 是 精 形 


因而 可 以 忽略 。 


I 压强 的 边界 条 件 确定 


有 的。 对 于 有 限 区 域 中 的 流动 ， 方 
这 里 ， 在 很 多 情况 


1.2 不 可 压缩 流体 的 简单 流动 


为 了 得 到 方程 (1.5) - (1.6) 的 唯一 解 ， 有 必要 确定 场 ui(x,t) 的 初 
值 ， 并 考虑 到 在 浸入 流体 的 所 有 刚体 表面 速度 必然 为 零 。 然 而 ， 因 为 这 
个 系统 是 非 线性 的 ， 一 般 地 ， 找 到 显 式 解析 形式 的 严格 解 非 常 困难 。 只 有 
对 一 些 特殊 流动 ， 方 程 〈1.6) 中 的 非 线性 项 才 等 于 零 ; 在 此 情形 ， 流 体 
力学 方程 组 被 大 大 简化 ， 在 这 些 情形 ， 求 解严 格 解 通常 没有 太 大 麻烦 。 下 
1， 我 们 给 出 一 些 这 种 类 型 的 严格 解 ; 方程 〈1.5) - (1.6) 更 复杂 严格 解 
的 例子 可 以 在 例如 Landau, Lifshitz (1963), Kochin, Kibel’, Roze(1964) LA 
及 Batchelor(1967) 的 书 中 找到 。 在 所 有 下 面 考虑 的 例子 中 我 们 将 假设 没有 
外 来 的 体 作用 力 Xi?; 此 外 ， 我 们 总 是 假定 流动 是 稳 态 的 ， 即 ， 不 依赖 于 时 
间 。 

我 们 首先 注意 到 ， 在 稳 态 流动 的 情形 ， 在 固定 的 一 部 分 空间 中 的 流体 
总 动量 不 随时 间 变 化 ， 也 就 是 说 ， 与 浸入 流体 的 刚体 的 摩擦 有 关 的 动量 损 
失 被 导致 流体 运动 的 力 产生 的 动量 所 平衡 (在 X; = 0 的 情形 ， 由 于 压强 降 
低 的 作用 ) 。 换 句 话 说 ， 在 稳 态 情形 ， 作 用 于 整个 流体 ， 导 致 流体 运动 的 
压 降 对 应 的 力 被 作用 于 流体 的 阻力 ( 仅 和 流体 施加 在 浸入 其 中 的 物体 上 合 
力 的 符号 相反 〉 所 平衡 。 表 达 这 个 相等 关系 ， 使 得 我 们 能 够 建立 流体 特征 
速度 和 压强 降低 的 关系 的 方程 通常 被 称 为 “ 制 动 定律 (drag law) ”。 

流体 施加 在 物体 上 的 力 W 等 于 垂直 于 表面 的 动量 流 对 物体 表面 
的 积分 。 垂 直 于 轴 Oxx 的 单位 面积 的 动量 的 第 ;分 量具 有 puiuwk 十 põik 一 
cik 的 形式 ， 其 中 0 头 是 单位 张 量 (对 于 i = k, ðk = 1, WIA kK On = 
0) + oie BME ATRL, ZEA HT RETREAT EF (Gu + See) [见方 程 
(161) Je 因为 刚体 表面 的 流体 速度 等 于 零 ， 我 们 得 到 力 W 的 第 份量 


W; = — fosa = Oik NEdY —— [ona +; (1.10) 
并 x 


237. BAY ZE Ze TM NI 7 ARDE, Fierin EHER TAA 
o 方程 (1.10) 右边 第 一 项 描述 了 压强 力 向 物体 转移 动量 ， 不 依赖 于 流 
rts 在 一 些 情况 下 《例如 ， 在 治平 盘 流 动 或 直 管 中 流动 的 情形 ) 这 
个 分 量 等 于 零 。 第 二 个 分 量 瓦 Ue 在 黏 滞 流体 情形 总 是 
不 为 零 。 在 几何 相似 物体 的 情形 ， 表 达 式 3pU?25 可 以 作为 力 W 的 特征 量 ， 
其 中 U 是 特征 速度 ，5 是 某 个 特征 面积 ， 例 如 物体 的 表面 积 或 中 间 截 面 的 盏 


3 我 们 注意 到 总 是 存在 的 体 作 用 力 ， 引 力 夭 =(0, 0, 一 pg) 在 流体 没有 表面 时 可 以 容易 
地 通过 从 真实 压强 pz 中 减 去 流体 静 力 学 压强 po = 一 pgxs 十 常量 消去 。 


. 流体 动力 学 方程 和 它们 的 推论 


只。 无 量 纲 量 


W 
被 称 为 物体 的 阻力 系数 (drag coefficient) > WRIN REHASH (W; = 
F) ， 那 么 阻力 系数 记 作 Cy， 称 为 摩擦 系数 (coefficient of friction， 或 者 


摩擦 因子 ， 或 表面 摩擦 系数 〉。 


流体 力学 方程 严格 解 的 例子 

1. 我 们 以 两 个 平行 平面 之 间 黏 性 流体 的 二 维 流 动 的 情形 开始 ， 一 个 平 
面 静止 ， 另 一 个 平面 以 匀速 尽 运动 。 我 们 把 平面 之 间 的 距离 记 作 五 并 选择 
一 个 坐标 系 使 得 这 些 平面 的 方程 具有 z = 0〈 静 止 平 面 ) 和 z = H Gear 
面 ) 的 形式 ，Oz 轴 沿 矢 量 鼠 的 方向 。 在 这 个 情形 ， 所 有 流体 动力 学 量 都 将 
只 依赖 于 z， 而 任何 地 方 的 流体 的 速度 都 党 Oz 轴 。 结 果 是 ,方程 (1.5) 和 
方程 组 (1.6〉 的 第 二 个 方程 会 同样 地 成 立 ， 方 程 组 (1.6) 的 第 一 个 和 第 三 
个 方程 取 这 样 的 形式 


其 中 u(z) = ui(z) 是 唯一 不 为 零 的 速度 分 量 。 于 是 ，p = 常量 以 及 wu = 
az 十 b; 考虑 边界 条 件 z = 0 处 wu = 0，z = 五 处 wu =U ， 我 们 得 到 


u(z) = ae (1.13) 


于 是 这 个 流动 由 线性 速度 分 布 描述 ， 而 平均 速度 m。， = 9. EUF = 
0 和 z = H 处 单位 面积 的 摩擦 力 等 于 


ag (1.14) 


在 平面 z = 0 上 ， 力 沿 Oz 轴 方向 ， 而 在 > = HAH, CHITA. WRENS 


1 
T = 5pUmC7 (1.15) 
其 中 Cy 是 表面 摩擦 系数 ， 那 么 
4v Um H 
Cr = TH = 让, 其 中 Re = E, (1.16) 


方程 (1.13) Al (1.16) 描述 的 无 限 大 平行 平面 之 间 流 体 的 稳 态 平面 流 
Kare 但 是 在 某 些 情形 可 能 会 有 用 。 在 流体 力学 
手册 中 ， 这 个 理想 化 情形 有 时 称 为 平面 库 埃 特 流 (plane Couette flow) 。 


2， 现 在 我 们 考虑 > = 0 和 z = 瑟 的 两 个 固定 平行 平面 之 间 在 无 穷 远 
处 施加 的 外 力 ( 产 生 沿 Oz 轴 的 压强 梯度 ) 作用 下 的 稳 态 二 维 流 动 。 容 
易 看 到 ， 在 此 情形 ， 所 有 地 方 的 流动 速度 也 都 沿 Oz 轴 ， 只 依赖 于 z， 所 
以 u(z) = ui(z) 也 将 是 场 u 唯 一 不 为 零 的 分 量 。 在 此 ， 方程 (1.5〉 和 方程 组 
(1.6) 的 第 二 个 方程 也 将 同样 地 成 立 ， 而 方程 组 1.6) 的 第 一 个 和 第 三 个 
方程 取 这 样 的 形式 


Op _ fu Op 

ðr dz?’ Bz 
因此 明显 在 此 情形 ， 压 强 不 依赖 于 z， 也 就 是 说 它 在 流体 层 的 整个 厚度 中 不 
变 ， 于 是 方程 组 〈1.17) 的 第 一 个 方程 只 对 于 


1A 
“ap tet (1.18) 


=0, (1.17) 


Op we _ E 
an "E= T u(z) = 


成 立 ， 其 中 Ajp 是 平面 z = zo 和 x = zo 十! 的 压强 差 。 考 虑 边界 条 件 Ot 
Fz=0flz=H, u=0), RINGS 


= lp H\? P? 
u(z) = on (- z) ji | ; (1.19) 
所 以 在 此 情形 ， 速 度 分 布 具有 抛物 线形 式 。 两 个 边界 上 的 剪 切 应 力 等 于 
r du = H Ap 
T= hl a (1.20) 
所 以 , 方程 (1.15〉 的 无 量 纲 表 面 摩 擦 系数 Cjy 等 于 
12v 12 UmH 
= 一 一 其 set 
Cr HU, go t PR > (1.21) 
/ H? A 2 
(因为 在 当前 情形 = h [uoaz = ar = 3 Umax) o 严格 解 


0 
(1.19) 描述 的 理想 化 的 流动 有 时 称 为 平面 泊 肃 叶 流 (plane Poiseuille 
flow) 。 


3， 我 们 现在 考虑 直 的 半径 为 的 无 限 长 圆柱 管道 中 的 稳 态 流动 的 情 
。 轴 Oz 取 为 沿 管道 的 轴 ， 于 是 唯一 不 为 零 的 速度 场 分 量 是 wi(y,z) = 
uly,z)。 于 是 在 此 情形 ,方程 (1.5) 也 同样 成 立 ， 进 一 步 ， 由 方程 组 
(1.6) 的 第 二 个 和 第 三 个 方程 得 到 吕 = 32 = 0， 即 压强 沿 管道 截面 不 变 ， 
而 且 只 依赖 于 z。 我 们 现在 在 Oyz 平 面 中 引入 坐标 (r, p)。 于 是 ， 由 管道 的 对 


. 流体 动力 学 方程 和 它们 的 推论 


PRYE, uly,z)= u(r), FEA (1.6) 的 第 一 个 方程 在 这 个 坐标 系 下 为 


Op pwd du 
Ox rdr CZ) l (122) 


AWER KTA AR Fr, BRAL = 常量 = - 统 2?， 其 中 Aip 
是 沿 管 的 长 度 ! 的 压强 降低 。 考 虑 边界 条 件 vw(D/2) = 0 和 w(7) 对 于 所 有 7 都 是 
有 界 的 ， 我 们 得 到 


Alp 
4ul 


(R? D (tR = 2). (1.23) 


u(r) = 


所 以 在 此 情形 ， 速 度 〈 沿 任意 直径 的 ) 分 布 也 是 抛物 线形 的 。 这 个 方程 定 
义 的 平均 速度 


R 
1 
= aa | | Orid, (1.24) 
0 0 


TE 1X EF SUR? = eax;， 所 以 ， 流 体 的 流出 量 〈 即 ， 单 位 时 间 通 过 管道 
的 一 个 截面 的 流体 体积 ) 等 于 


4 
QTR Une ge (1.25) 


边界 上 的 剪 切 应 力 等 于 r = u| E| = BAe, KEKERE EY 
切 应 力 rDIr 必须 和 作用 于 管道 的 截面 rR2 上 的 压强 降低 平衡 ， 也 可 以 得 到 
同样 的 结果 。 在 此 情形 的 表面 摩擦 系数 等 于 

8y 16 Um D 


二 oo E —, 
RU, Re’ soit colar 


Cr = (1.26) 


流体 力学 方程 组 的 解 (1.23) 也 是 一 种 理想 流动 ， 因 为 管道 取 为 无 限 
长 ， 而 流动 是 严格 不 变 的 。 然 而 ， 人 们 发 现在 实际 有 限 的 管道 的 情形 ， 
在 不 变 的 压强 降低 《压力 头 ，presure head) Ajp 作用 下 治 管道 的 流体 流 
a ee ee eee 
勒 (1934) 的 理论 计算 (在 戈 德 斯 坦 (1938) 第 一 卷 第 139 节 中 也 有 引用 ) ， 
甚至 对 于 z > 0.115220) 也 感觉 不 到 管道 有 限 长 度 的 效应 ， 方 程 (1.23) 
是 对 这 个 流动 很 好 的 描述 。 所 以 规律 (1.23) 、 (1.25) 和 “(1.26) 可 以 
进行 实验 检验 。 历史 上 ， 它 们 首先 由 《G. 哈 根 在 1839 年 和 了 泊 击 时 在 1840. 
1841F) 实验 验证 ， 后 来 才 被 〈J. 斯 托 克 斯 在 1845 F) 理论 证 明 。 哈 根 也 
证 明了 这 些 规律 只 在 足够 大 的 黏 滞 系 数 z 和 足够 慢 的 速度 Dr 的 情况 下 成 立 


一 这 个 事实 我 们 将 在 第 二 节 中 详细 讨论 。 方 程 〈1.23) A 1.25) 描述 的 不 
可 压缩 流体 的 流动 通常 称 为 圆柱 泊 肃 叶 流 〈circular Poiseuille low， 或 者 叫 
做 哈 根 - 泊 肃 叶 流 ) 或 者 《在 不 会 和 类 似 的 平面 流 混 消 的 情况 下 ) 就 叫做 泊 
肃 叶 流 。 
4.， 作 为 最 后 一 个 例子 ， 我 们 考虑 半径 为 Pi 和 PR > Riv AAR 
度 Q1 和 Qs 绕 轴 转动 的 两 个 同 轴 无 限 长 圆柱 之 间 环 中 流体 的 稳 态 运动 ， 
沿 圆柱 轴 的 压强 降低 取 为 零 。 在 此 情形 ， 所 有 流体 动力 学 量 都 不 依赖 于 z 坐 
标 〈 沿 圆柱 轴 ) 。 进 一 步 ， 如 果 在 垂直 于 圆柱 轴 的 Oyz 平 面 中 引入 柱 坐 
标 (7, yp)， 那 么 从 对 称 性 考虑 ， 显 然 只 有 速度 分 量 w = up RAS, Wu 和 
压强 p 都 只 依赖 于 r。 于 是 ， 在 此 情形 ， 连 续 性 方程 1.5) 和 方程 组 (1.6) 
的 第 一 个 方程 同样 成 立 ;， 对 于 方程 组 〈1.6) 的 第 二 和 第 三 个 方程 ， 在 转换 
为 柱 坐 标 后 ， 有 如 下 形式 
1dp «u? du | ldu u 


’ 


pdr r dr? rdr r? 


=0. (1.27) 


方程 组 (1.27) 第 二 个 方程 的 一 般 解 具有 ulr) = or 十 ?的 形式 ， 因 为 
同时 ， u(r)fEr = Ry V Ai FOR, 在 7 = RR 必须 等 于 Qo Ro， 未 知 函 
数 u(7) 由 方程 


© QR- QR?  (Q2—Qı)R?RZ1 


MOS RE E e 


(1.28) 


定义 


使 用 方程 组 〈1.27) 的 第 一 个 方程 ， 现 在 非常 容易 求解 pz(7)， 但 我 们 
在 此 不 做 求解 。 方 程 (1.28) 给 出 的 流动 在 很 多 方面 类 似 与 示例 1， 但 它 可 
以 在 实验 室 中 容易 得 多 地 以 相当 的 精度 重 现 。 这 种 流动 有 时 称 为 圆 库 埃 特 
流 ， 或 者 圆柱 间 流 动 。 


1.3 ”雷诺 数 和 相似 性 判 据 


上 面 给 出 的 流体 力学 方程 的 所 有 严格 解 都 是 关于 极端 简单 的 理想 化 流 
动 的 。 在 更 复杂 的 情形 ， 一 般 不 可 能 找到 严格 解 ， 我 们 不 得 不 用 一 些 近 
似 方 法 诉 诸 于 方程 组 (1.5) - 1.6) 的 数值 解 。 在 这 些 情形 ， 极 为 重要 的 
是 能 估计 我 们 方程 中 各 项 的 量 级 来 确定 哪些 项 在 什么 情况 下 可 以 忽略 。 结 
果 ， 我 们 可 以 把 注意 力 集中 在 更 容易 积分 的 简化 的 方程 。 

我 们 将 假设 我 们 处 理 无 体 作用 力 的 稳 态 医 性 不 可 压缩 流体 的 流动 。 使 
用 方程 (1.9) 使 得 容易 证 明 方 程 组 〈1.6) 中 含 压 强 的 项 一 般 具 有 核 非 线性 
Dua HARER, BITTE A FG BE LE Be SU AIST ABE HA EJ 


. 流体 动力 学 方程 和 它们 的 推论 


效应 的 vAw;。 我 们 把 U 取 为 某 个 典型 速度 例如， 流动 的 最 大 速度 或 者 某 
些 平均 速度 ) ， 把 LL 取 为 某 个 典型 长 度 ( 例 如 ， 漫 入 流体 的 物体 的 平均 尺 
度 ， 或 者 刚性 墙壁 之 间 的 典型 距离 ， 或 者 一 般 地 ， 流 动 速 度 经 历 量 级 为 U 的 
可 察觉 的 变化 AT 的 尺度 ) 。 在 此 情形 ， 速 度 场 的 一 阶 导数 是 U/L 的 量 级， 
二 阶 导 数 是 UV/ 也 的 量 级 ， 所 以 ， 描 述 惯 性 力 的 项 是 U2/L 的 量 级 ， 描 述 摩擦 
力 的 项 是 vU/ 世 的 量 级 。 这 两 个 物理 量 之 比 

2 

了 : a = 二 = Re (1.29) 


称 为 雷诺 数 ， 这 是 流动 非常 重要 的 特征 ， 定 义 了 动力 学 中 惯性 力 和 摩擦 力 
的 相对 重要 性 [我 们 已 经 在 方程 组 (1.16) 、 (1.21) A (1.26) 中 引入 了 这 
个 数 ]。 在 雷诺 数 小 的 情况 下 ， 黏 清 对 于 整个 流动 有 可 观 的 影响 ， 平 滑 掉 了 


所 有 小 尺度 的 不 均匀 性 ， 所 以 流体 力学 量 的 空间 变化 在 雷诺 数 小 的 情况 下 


Fern 


必然 非常 光滑 。 在 大 雷诺 数 的 情形 ， 流 动 中 占 主导 角色 的 是 惯性 力 ， 其 作 
用 使 得 能 量 从 运动 的 大 尺度 成 分 传 向 小 尺度 成 分 并 形成 尖锐 的 居于 不 规则 


结构 ， 我 们 将 在 本 书 余下 的 章节 中 关心 此 类 流动 。 


Parar 
= 
=j 


雷诺 数 的 概念 极 大 地 简化 了 几何 相似 流动 (比如 ， 给 定 截面 形式 的 
道中 流体 的 流动 ， 或 者 流 过 一 个 给 定形 式 的 刚体 的 无 限 大 流体 流动 ) 的 研 
完 。 因 为 在 这 些 情形 我 们 关心 具有 几何 相似 边界 的 整个 流动 ， 所 以 边界 的 
性 质 将 唯一 地 由 同一 个 长 度 L 确 定 〈 在 我 们 的 情形 ，L 可 以 取 为 管道 截面 
的 平均 直径 或 者 流体 中 物体 的 平均 直径 ) 。 此 外 ， 流 动 本 书 由 某 个 典型 速 
EU 例如， 管道 的 一 个 固定 截面 上 的 最 大 速度 ， 或 者 流体 流向 一 个 物体 的 
速度 ) 确定 。 最 终 ， 在 方程 组 (1.5) 和 1.6) 中 唯一 的 有 量 纲 量 是 黏 滞 系 
数 z， 描 述 了 流体 的 物理 性 质 。 于 是 ， 对 于 没有 体 作 用 力 的 稳 态 流动 ， 几 何 
相似 流动 将 仅 依赖 于 长 度 L 和 有 量 纲 的 参数 U 和 yw， 量 纲 为 


[U] = ET, [MW=LT,, 
一 样 ， 分 别 表示 长 度 和 时 间 的 量 纲 。 显 然 ， 由 参数 二、D 和 7 可 
以 得 到 唯一 一 个 无 量 纲 组 合 一 雷诺 数 Re = 至 。 所 以 ， 如 果 我 们 以 7 为 音 


位 测量 长 度 ， 以 UV 为 单位 测量 速度 ， 以 pU* 为 单位 测量 压强 ， 那 么 方程 


(1.30) 


ND 
是 


FH DAT One 


H 


(1.5) 和 所 有 几何 相似 流动 的 边界 条 件 就 会 有 相同 的 形式 ， 


而 方程 (1.6) 


将 几何 完全 由 无 量 纲 参数 Re 表征 ， 它 将 在 方程 转换 为 无 量 纲 


多 式 后 出 现 。 


\Y 9 


结果 ， 在 几何 相似 流动 的 情 


以 7 度量 的 速度 将 仅 依赖 于 用 工 度 量 的 坐标 
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以 及 雷诺 数 Re。 换 句 话说， 


u(x) = Uy; (=, Re) ; (1.31) 


其 中 yi (E, Re) 是 某 个 描述 所 考虑 的 整个 流动 的 普 适 函数 《我 们 必须 指 
出 ， 在 前 一 小 结 的 例子 1 到 4 中 ， 由 于 各 种 特别 的 原因 ， 函 数 m 完 全 不 依 
san: 。 同 样 地 ， 我 们 有 p(z) = pU’po ( 孚 ,Re)j， 其 中 wo 是 一 个 新 的 
适 函 数 。 此 外 ， 如 果 W 是 施加 在 流体 冲刷 的 刚体 上 的 力 ， 那 么 阻力 系 
数 (drag coefficient) Cw = T at R 4 依赖 于 Re， 而 Cw we PALA 
可 以 用 物体 (被 流动 冲刷 的 ) 整 个 表面 的 面积 5 替代 (所 以 我 们 可 以 候 
设 Cy = 355z， 其 中 7 是 单位 表面 的 平均 摩擦 力 ) 。 换 句 话说 ， 在 相应 的 雷 
诺 数 相等 的 时 候 (但 一 般 来 说 ， 仪 当 它 们 相等 的 时 候 ) ， 几 何 相 似 的 流动 
会 有 力学 相似 性 ， 即 它们 具有 几何 上 相似 的 流 线 位 形 ， 由 同样 的 无 量 纲 坐 
标的 函数 描述 〈 这 称 为 雷诺 相似 性 定律 ) 。 这 个 定律 对 于 相似 性 条 件 下 流 
动 的 理论 研究 、 协 调 观测 数据 的 呈现 方式 以 及 对 实际 问题 进行 建 模 非 常 重 
要 。 此 外 ， 它 表明 所 有 可 能 的 几何 相似 流动 都 由 方程 组 〈1.5) - (1.6) 的 
一 个 单 参数 解 族 描述 ， 这 当然 极 大 简化 了 数值 积分 这 些 方程 的 问题 。 
我 们 必须 再 次 强调 ， 雷 诺 相 似 性 定律 只 对 外 力 没 有 可 观 影响 的 稳 态 不 
可 压缩 流体 的 流动 成 立 。 然 而 ， 对 于 很 大 程度 上 依赖 于 体 作 用 力 〈 例 如 ， 
引力 ) 的 运动 以 及 由 某 个 和 ZV/Z 不 同 的 特征 周期 7 描述 的 非 稳 态 运动 ， 这 
个 相似 性 定律 会 更 复杂 ， 在 此 情形 ， 对 于 力学 相似 性 ， 不 仅 需 要 雷诺 数 相 
等 ， 而 且 还 需要 某 些 额 外 的 无 量 纲 “ 相 似 性 判 据 ” 相 等 。 在 可 压缩 流体 流 
动 的 情形 ， 相 似 性 判 据 的 数量 更 多 。 我 们 将 在 1.6 节 中 进一步 讨论 这 一 点 。 
我 们 也 必须 指出 ， 在 某 些 情况 下 对 几何 相似 性 非常 微小 的 偏离 可 能 导 
致力 学 相似 性 的 完全 失效 。 举 个 例子 ， 圆 形 管道 入 口 截面 条 件 的 微小 改变 
在 流动 中 引入 的 小 扰动 ， 可 能 完全 改变 管道 中 流动 的 特征 〈 见 第 2 节 ) 。 


1.4 ”大 雷诺 数 流动 ; AAA 


我 们 现在 将 假设 流动 的 雷诺 数 非常 大 。 在 此 情形 ， 方 程 组 〈1.6) 的 非 
线性 惯性 项 将 远大 于 包含 颖 沾 系 数 的 项 。 于 是 ， 第 一 眼看 起 来 ， 医 注 的 效 
应 看 起 来 可 以 简单 地 忽略 。 然 而 ， 情 况 并 非 如 此 。 忽 略 方程 组 〈1.6) 中 含 
有 vw 的 项 会 降低 这 些微 分 方程 的 阶 数 。 此 外 ， 这 样 得 到 的 简化 的 理想 流体 方 
程 的 解 将 不 再 满足 要 求 速度 在 所 有 流体 包 事 的 刚体 表面 为 零 的 “无 滑动 ” 
WHA. IN, RANA, BET CCA AMS AD) 会 产生 
“黏附 ”。 所 以 ， 在 大 雷诺 数 的 么 性 流体 运动 中 ， 
离 ， 流 动 才 变 得 和 理想 流体 情形 〈 黏 消 系 数 为 零 ) 接近 。 在 壁 附近 存在 一 
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个 薄 层 ， 其 中 的 流动 速度 非常 快 地 从 壁 上 的 零 变 到 这 一 层 外 边界 上 的 值 。 
这 个 值 非常 接近 理想 流体 情形 的 值 。 速 度 在 这 一 层 〈 称 为 边界 层 ) 中 的 快 
速 变化 意味 着 在 其 中 ， 摩 擦 力 的 效应 绝对 不 小 ， 而 是 具有 和 惯性 力 相同 量 
级 的 影响 。 

于 是 ， 对 于 大 雷诺 数 ， 流 体 的 黏 性 只 在 靠近 边界 壁 的 区 域 高 效 。 在 这 
个 区 域 中 ， 含 有 > 的 项 不 能 忽略 ;然而 ， 在 这 里 ， 因 为 和 刚体 相 接触 的 一 个 
流体 薄 层 中 的 运动 的 特殊 性 质 ， 流 体力 学 方程 可 以 进行 相当 大 的 简化 。 所 
以 ， 在 自由 空间 中 ， 流 动 由 理想 流体 方程 决定 ， 而 对 于 边界 条 件 ， 我 们 需 
要 使 用 相应 边界 层 的 上 表面 上 的 条 件 。 

现在 让 我 们 考虑 长 度 为 宽度 无 限 大 、 位 于 Oxy 平 面 上 (占据 0 < x < 
LL 的 区 域 》 的 、 流 体 以 给 定 速度 U 沿 Oz 方向 流动 的 边界 层 的 简单 情形 。 首 
先 ， 在 考虑 这 个 问题 的 数学 解 之 前 ， 让 我 们 进行 一 些 初步 的 定性 讨论 。 因 
为 在 此 情形 特征 长 度 为 二， 特征 速度 为 Q， 方 程 组 〈1.6) 中 的 非 线 性 项 [或 
者 更 明确 地 ， 这 些 方程 中 的 第 一 项 | 在 边界 层 中 具有 U?/L 的 量 级 。 另 一 方 
面 ， 此 区 域 中 的 纵向 速度 u = wi 将 从 平面 表面 的 w = 0 变 为 边界 层 外 边缘 
的 U。 

让 我 们 把 边界 层 厚 度 取 为 5。4 

我 们 现在 得 到 ， 多 # 具 有 LU/62 的 量 级 ， 描 述 摩擦 力主 要 的 项 v8% 具 
有 zU/62 的 量 级 。 但 是 ， 在 边界 层 内 ， 摩 控 力 和 惯性 力 有 相同 的 量 级 。 所 
Dl, U?/L ~ vU/6?, BI 


Re = -一 . (1.32) 


Fes FE ERE RAF TDA EB ESB CB, TR A 
系数 越 小 以 及 自由 流动 速度 越 大 ) ， 边 界 层 越 注 。 

为 了 确定 平面 上 距离 前 缘 z 处 上 方 的 边界 层 的 厚度 ， 我 们 必须 把 平面 的 
忆 长 度 L 丛 代为 z。 于 是 


Bi Va 在 z 点 处 ， (1.33) 


即 ， 随 着 与 前 缘 距 离 z 的 增加 ， 边 界 层 厚度 的 增加 正比 于 VZ。 只 要 考虑 壁 
上 的 剪 切 应 力 r〈7 等 于 平面 上 单位 面积 的 摩擦 力 ) ， 我 们 就 有 r = Qe CE 


“这 当然 不 是 一 个 绝对 的 概念 ， 因 为 边界 层 没 有 一 个 明确 的 边缘 ， 速 度 v 只 是 随 着 沿 Dz 方 
向 的 距离 的 增加 渐进 地 趋向 于 。 所 以 6 被 理解 为 表示 了 距离 平面 (在 Oz 方向 的 距离 ， 
在 此 距离 上 wu 达到 了 U 的 足够 大 的 一 部 分 ， 比 如 0.99U0 (5 的 这 个 定义 通常 用 于 流体 力学 
H) 。 还 存在 其 他 一 些 不 太 正 式 但 实际 上 给 出 了 等 价 的 结果 的 边界 层 厚 度 的 定义 一 见 本 小 节 
的 结语 。 
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Hou iis = 0 的 值 。) 因为 并 ~ U, RIAT ~ U, he PE 
(1.32) 有 
U3 
TNO 3 (1.34) 
于 是 这 里 的 剪 切 应 力 正比 于 速度 的 3/2 次 方 ， 相 应 的 表面 摩擦 系数 
T 1 

C7 = Se ae (1.35) 

自然 只 依赖 于 雷诺 数 ， 随 着 这 个 数 的 增加 而 减 小 。 


我 们 现在 转向 定义 边界 层 内 速度 场 的 方程 的 推导 。 


因为 在 现在 讨论 的 


情形 下 ， 运 动 是 严格 二 维 的 〈 在 Ozz 平 面 内 ) ， 不 依赖 于 y， 一 般 方程 组 
(1.5) 和 《1.6) 取 这 样 的 形式 
Pi Ou ou 16p , u u 
at “ar Oz pOx GERTI A 
Ome og ðw 10p Fw Pw 
BH Or “Oz poz “\ a2 T Oz2 J? 
Ou Ow 
at a h (1.36) 
HPusu w = ws。 我 们 现在 试图 确定 这 些 方 程 中 各 项 的 量 级 。 我 们 
回忆 ， 在 边界 层 中 ，v 等 于 速度 5 的 有 限 倍数 ， 即 ， 和 V 有 同样 的 量 级 ， 
而 导数 名 和 病 分 别 具 有 U/L 和 UJ/6 的 量 级 。 方 程 组 1.36) 的 第 三 个 方程 
对 z 从 0 到 z = c6(0 <c<1)( 占 边界 层 总 厚度 6 的 一 个 有 限 部 分 〉 积分, 我 们 
得 到 


U. 


cô 
Ou U ô 


(1.37) 


E T E VRe 的 因子 。 考 虑 方程 1.32) ， 我 
们 可 以 断言 ， (1.36) (SSS —AT HER, ube, weie 
有 12/ WER, Mvt ee 1 NS, 所 以 这 文 后 一 项 可 以 忽略 。 
此 外 ， 从 方程 组 136) 第 二 个 方程 显然 可 以 看 到 ，: 实 的 量 级 不 会 大 
FE = Ef (因为 第 二 个 方程 中 没有 更 大 量 级 的 量 ) ， 所 以 精确 
到 具有 相对 量 级 ?的 项 ， 我 们 可 以 忽略 压强 的 横向 变化 ， 假 设 虹 = 0, 
即 p = p(z)。 然 而 ， 在 此 情形 ， 边界 层 内 的 压强 p(z) 可 以 替换 为 上 边缘 上 的 
值 。 所 以 方程 组 〈1.36) 第 一 个 方程 中 的 -器 项 可 以 独立 地 从 描述 边界 层 


想 流 体 方程 确定 ， 在 方程 组 


Sh HE (1.6) 的 第 一 个 方程 


HS, = 0， 我 们 得 


1. 流体 动力 学 方程 和 它们 的 推论 


> = = A 2 » 
到 -3 器 = + UUM ERRE) -12 =U =}. FR, 为 


p Ox 
了 求解 vc 和 忆 ， 我 们 得 到 了 两 个 方程 的 系统 : 
Ou Ou Ou 1 Op Oru 


ot THa PED = pox Teg wes) 
Ou Ow 
at=” (1.39) 
这 个 系统 ， 加 上 边界 条 件 
u = w = 0, X Fz = 0,0 < x < Lu U (x,t), Mz —> co (1.40) 


使 得 能 够 从 函数 w(x,z,t) 和 w(x,z,t) 中 的 一 个 的 初 值 唯一 地 确定 这 些 函 数 。 
方程 组 (1.38) 和 (1.39) 组 成 了 著名 的 边界 层 方程 ， 它 们 首先 由 普 
(Prandtl) 在 1904 年 得 到 。 后 来 ， 普 朗 特 和 其 他 人 提出 了 方程 的 不 同 
推导 。 特 别 地 ， 已 经 确定 普 朗 特 的 方程 对 于 流 过 弯曲 表面 的 二 维 流动 也 
成 立 《〈 如 果 曲 率 不 太 大 ) ， 它 们 可 以 作为 一 级 近似 通过 将 所 有 的 项 展开 
Ala HB, 从 流体 力学 一 般 方 程 形式 地 得 到 [ 见 Kochin, Kibel’, Roze 
(1964)， 第 二 部 分 ， 第 HI 章 ， 第 29 节 ; Goldstein (1938)， 第 一 卷 ， 第 IV 节 ; 
也 参见 Loitsyanskiy (1942，1962b) 和 Schlichting(1960) 的 特别 专著 |]。 一 般 
地 ，z 必 须 取 为 沿 表 面 法 同 的 坐标 ，z 必 须 取 为 切 平面 内 的 纵向 坐标 。 

现在 让 我 们 更 详细 地 考虑 以 不 变 的 速度 U0 沿 Ozx 稳 态 流 过 一 个 平面 的 最 
简单 的 情形 。 在 此 情形 ， 方 程 (1.38) HA) Se AL SP A, 故而 这 个 方程 有 
特别 简单 的 形式 


>L p 


ak 


SS 


Ou Ou Ou 
Bz az 
我 们 假设 长 度 L 有 限 。 因 为 自然 会 想到 在 所 考虑 的 流动 中 ， 在 边界 层 中 每 
个 z = 常量 的 截面 中 的 速度 不 会 很 强 地 依赖 于 下 游 截 面 中 的 速度 ， 所 以 无 
限 长 度 的 假设 不 会 对 解 有 很 大 影响 ， 除 了 在 后 缘 的 鹤 领 域 中 以 及 位 于 平面 
后 面 z > 工 的 区 域 ， 我 们 在 此 不 作 处 理 。 对 于 五 = 00, WHA (1.40) 变 
为 


(1.41) 


u = w = 0, X Fz = 0, x > 0; u > U, 4z 一 oo. (1.42) 


所 以 我 们 只 需要 求解 方程 组 (1.39) 和 (1.41) 满足 条 件 (1.42) 的 


解 


为 了 从 这 些 方程 消去 wv 和 UV， 我 们 使 用 无 量 纲 的 量 


x 2VRe U 
=—,Z4= = 24/ — 
a E l L g vLE’ 


u wv Re L 
~ = = Np 
定义 与 方程 组 (1.32) Fl (1.37) 一 致 。 方 程 (1.43) 中 的 长 度 L 现 在 可 以 
选 为 所 需要 的 值 〈 因 为 这 个 问题 的 条 件 不 包含 任何 特征 长 度 ) 。 把 方程 组 
(1.43) 带 入 方程 组 (1.41) 、 (1.39) 和 (1.42) ， 我 们 得 到 


(1.43) 


ðu Out 8u ðu Ow, 
' a ! =i). 1.44 
“Jm da Oz? Dzl Oz ve 
uy = w = 0, 对 于 z1 = 0, z1 > 0; u > 1, 421 一 œ. (1.45) 


然而 ， 因 为 长 度 L 可 以 任意 选取 ,只 有 不 依赖 于 L 的 解 有 意义 。 于 是 ， 明 
Buy = RERET EE Mean = Ae = zy LZ, KED. m 
数 YzTwi = yF, hAAw, s MU 表示 ， 它 一 定 依赖 于 同样 的 组 合 。 
是 我 们 看 到 


soa 


FH SAIS FEW ABBR 〈 不 依赖 于 和 z) 的 普 适 函数 。 特 别 地 ， 由 方程 
(1.46) ， 速 度 不 变 的 流体 流 过 的 平面 上 所 有 点 上 方 的 w 和 分 布 一 定 互相 
相似 。 如 果 我 们 令 


f(n) = ¢'(n), (1.47) 


方程 1.39) RA Li (n) = (mp' 一 p); 于 是 方程 组 〈1.41) M (1.42) 容 
易 简 化 为 这 样 的 形式 : 


py” + 2p” = 0;p(0) = w(0) = 0,w (co) = 1. (1.48) 


于 是 ， 我 们 的 方程 组 简化 为 的 、 有 三 个 边界 条 件 的 非 线 性 
三 阶 微分 方程 。 这 个 方程 可 以 数值 积分 ， 例如， 把 函数 p(n) 在 nm = 0 附近 
FEA ARBRE, En 一 ol FE HE BML (这 个 求解 方法 在 1908 年 被 布 
拉 休 斯 使 用 ， 他 是 第 一 个 研究 这 个 问题 的 人 ) ; 随后， 其 他 数值 方法 被 
托 普 夫 (Töpfer) 、 巴 斯 托 (Barstow) . KHH (Goldstein) ~ RIK 


(Howarth) 和 其 他 人 应 用 于 方程 〈1.48) [将 Goldstein(1938)、Schlichting(1960)、 


参考 文献 |。 这 些 工 作 中 得 到 的 一 个 平面 上 方 的 边界 层 中 的 纵向 和 垂 向 速度 
分 布 在 图 2 和 图 3 中 给 出 。 边 界 层 的 厚度 5 定义 为 u(z) = 0.990 Mz 值 ) 由 


[vx 
N — 1.4 
6x5 U (1.49) 


Longwell(19 
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给 出 [参考 方程 (1.33) ]。 距 离 前 缘 z 处 的 剪 切 应 力 由 方程 


T(z) = 4 (oe = m Zoro 


给 出 ， 因 为 数值 积分 表明 (0) = 0.332, Fæ 


图 2 平面 上 方 边 界 层 中 的 纵向 速度 轮廓 。 实 验 数 据 根据 Nikuradse 的 测 
量 [ 见 Schlichting(1960)]。 


ef 


图 3 一 个 平面 上 方 边 界 层 中 的 垂 向 速度 轮廓 。 


vU3 T(x) 0.332 UZ 


对 于 长 度 为 L、 两 面 浸入 流体 的 平面 ， 总 的 《平面 上 单位 宽度 的 ) 摩擦 力 会 


x 
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等 于 


L 
F = 2 | -ojdz = 1.328pV vU? L, (1.51) 


0 


即 ， 它 正比 于 速度 的 3/2 次 方 和 平面 长 度 的 平方 根 (F 随 L 的 相对 缓慢 的 增 
加 可 以 很 自然 地 用 这 个 事实 解释 ， 应 力 r(z) 随 着 距离 前 缘 的 距离 的 增加 而 
降低 ， 由 于 边界 层 厚 度 增加 ) 。 我 们 通常 使 用 无 量 纲 的 表面 摩擦 系数 Ch， 
而 不 用 下， 对 于 长 度 L、 宽 度 B 的 平面 ，Cjy 由 方程 


FB 1.328 UL 
C= = Re = 1.52 
=L: de C P (1:52) 


确定 。 
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图 4 平面 上 方 边界 层 厚 度 对 距离 平面 前 缘 距 离 z 的 依赖 [ 根 
据 Hansen(1928) 的 数据 ]。 


特别 地 ，IM. 博 格 斯 CLM. Burgers) 和 B.G. 范 . 德 . 赫 格 . 兹 能 (B.G. 
Van der Hegge Zijnen) 在 1924 年 ，M. 汉 森 (M. Hansen) 在 1928 年 和 J. 尼 
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库 拉 效 (J. Nikuradse) 在 1942 年 对 流 过 平面 的 流动 的 理论 进行 了 实验 
验证 [对 于 原始 工作 的 参考 文献 见 ， 例 如 ，Schlichting (1960)]。 已 经 确 
定 ， 如 果 和 雷诺 数 Re = LEEK, hi (1.52) 足够 精确 地 描述 了 观测 
到 的 表面 摩擦 系数 。 同 样 地 ， 边 界 层 厚度 的 测量 值 4 和 对 于 既 不 太 大 也 
aay = 空 ( 即 ， 任何 地 方 ， 前 缘 的 窗 条 ， 在 那 
oy `\ 满 足 ， 以 及 或 许 在 平面 的 后 缘 ， 在 经 非常 大 的 情形 ) 的 
纵 回 速度 分 布 u(z) 被 证 明 异 常 符合 理论 预言 。 理 论 和 早期 实验 观测 的 微小 
分 歧 或 许可 以 完全 用 平面 的 有 效 厚 度 和 在 前 缘 的 锐 化 形式 的 影响 和 流动 中 
存在 相当 小 的 压强 梯度 来 解释 ; 尼 库 拉 效 的 实验 中 特别 考虑 了 这 些 现象 ， 
能 够 和 计算 的 w(2) 分 布 很 好 地 符合 [ 见 图 2， 其 中 画 出 了 尼 库 拉 兹 的 数据 ]。 
然而 ， 对 于 足够 大 的 速度 和 元 ， 从 Rez 为 3 x 105 一 3 x 10° 量 级 的 某 个 z 开 
始 ， 上 面 导 出 的 所 有 规律 都 极 大 地 扭 昌 了 [参见 ， 比 如 ， 图 4， 其 中 给 出 了 汉 
森 对 边界 层 厚 度 测量 的 结果 。 这 些 结果 表明 从 Rez = ri 2x 105 开 始 ， 这 个 


厚度 开始 增加 得 比方 程 1.49 预期 的 快 得 多 ]。 产 生 这 些 扭曲 的 原因 将 在 
第 2 详细 讨论 。 


到 目前 为 止 ， 我 们 已 经 在 纯粹 假定 的 基础 上 定义 了 边界 层 厚度 ， 当 纵向 速度 u(z) 达 
到 U 是 够 接近 于 1 的 某 个 事先 指定 的 比例 (比如 ， 等 于 U 的 99%) 时 的 z。 我 们 被 迫 采 用 这 个 
某 种 程度 上 模糊 的 定义 ， 因 为 u(z) 仅 在 z 一 co 时 渐进 地 接近 U， 没 有 终止 值 ， 严 格 地 说 ， 我 
们 应 该 把 边界 层 看 作 没 有 明确 边界 。 然 而 ， 边 界 层 的 横向 尺度 可 以 用 具有 明确 物理 意义 的 量 
描述 。 一 个 这 种 量 是 位 移 厚 度 〈displacement thickness) 6*， 由 方程 


alin 


Co 


2 / |- A ie (1.53) 


0 


定义 。 这 个 量 的 意义 是 ，5Y 等 于 流动 由 于 摩擦 造成 的 边界 层 中 纵向 速度 的 减 小 而 向 外 位 移 的 
距离 。 让 我 们 实际 考虑 在 平面 前 缘 距 离 平 面 2 处 的 一 条 流 线 〈 见 图 5) 。 因 为 通过 这 条 流 线 
和 平面 之 间 的 每 个 流 管 截面 的 流体 流量 都 必须 相同 ， 而 纵向 速度 v 由 于 平面 上 的 摩擦 向 下 游 
减 小 ， 流 管 的 截面 必然 随 着 x 的 增 大 而 增 大 。 在 距离 平面 前 缘 zx 处 ， 流 线 距离 平面 z1， 即 ， 
已 已 经 位 移 了 一 个 距离 z1 一 zo， 这 可 以 从 流体 通过 流 管 初始 截面 的 流量 和 通过 纵向 坐标 z 的 
流 管 截面 的 流量 相同 来 确定 


a 


z1 


Uzo = [uea 


0 


Z1 


u—2= f (1 = a) dz. (1.54) 


0 


4iz1 oo, 21 一 zo WAIT is BO”. Mat AP eA 


v= jE / Lgldn = lim n- lon] YF (1.55) 
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图 5 平面 


我 们 可 以 得 到 方程 


UT 
0 x 1.73,/—. 
73 U 


E 意 到 在 此 情 


二 


乡 ， 我 们 之 前 对 边界 层 厚度 8 根据 等 式 w(6) = 0.99U 定 义 ) 的 计算 给 


T 


上 方 边 界 层 中 流 线 的 图 示 。 


(1.56) 


OI 
jan} 


我 们 注 
个 几乎 是 位 移 厚 度 5* 三 倍 的 值 。1 


HFE ARD ， 而 是 趋向 于 某 个 渐进 值 ， 这 个 值 被 证 


V 
co) = 0.895U 4 re 


w 


于 流 线 的 “位 移 ”， 速 度 的 垂 向 分 
明 等 于 


Ez 一 co 时 不 趋 


Ew 


(1.57) 


所 以 这 个 位 移 表 明 ， 流 动 在 边界 层 之 外 也 被 扭曲 了 【无论 边界 层 
层 对 外 面 的 流动 有 影响 ， 有 时 必须 在 计算 中 考虑 。 


表征 边界 层 横 向 尺度 的 另 


民 厚 度 怎么 定义 ) ， 即 ， 边 界 


个 量 是 动量 厚度 (momentum thickness) ， 定 义 如 下 


** O u u 
5 =f §(0-§) dz. (1.58) 
0 
动量 厚度 这 个 术语 来 源 于 这 个 事实 ， 单 位 时 间 由 平面 上 宽度 为 1、 从 前 缘 z = 0 延伸 到 给 


定 z 的 面 元 的 摩擦 力 传递 的 动量 〈 即 ， 这 部 分 平面 上 方 流体 村 


在 单位 时 间 损 失 的 动量 ) 可 


长 度 6** 表 征 。 在 以 不 变 的 速 
(1.47) 和 (1.48) |: 


pdn > 24” (0) F = 


以 证 明 为 p726** 。 也 就 是 说 ， 它 1 
攻 ， 这 个 长 度 为 [由 方程 组 〈1.46) 、 


5 -yF feo 
PELA, HAO SLP. 
E 意 到 边界 层 


度 U 流 过 平面 的 稳 态 流 的 情 


= 0.664, [= 


(1.59) 


理论 也 让 我 们 可 以 解释 为 什么 代表 了 流体 力学 方程 的 
已 量 级 的 地 方 产生 


( 见 1.3 小 节 ， 例 子 4) 。 在 


我 们 可 以 进一步 汶 
一 个 严格 解 的 泊 肃 叶 流 只 在 距离 管道 入 
靠近 管道 入 口 的 地 方 ， 壁 的 阻力 作用 


施加 在 薄 薄 的 边界 


管道 中 心 部 分 ， 流 


Co WŒ 


BAAS BB EIS BY, AN SSR TL 。 深 入 到 管道 中 ， 


Fe 
a= 
二 


壁 上 的 边界 层 的 厚度 会 


正比 
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f/m, Hep AOS. RA, TEPER Ae ~ EOS, ee 
个 管道 截面 ， 黏 滞 效 应 在 整个 流动 中 变 得 明显 。 当 然 ， 到 这 个 时 候 方 程 〈1.23) 给 出 的 理论 
上 的 抛物 线形 速度 分 布 才 建立 起 来 [参考 Schiller(1932, 1934) 或 者 Goldstein(1938)， 第 1 卷 ， 
第 7 章 ， 第 139 节 ]。 


15 ”热量 的 一 般 方程 和 热传导 方程 ;， 受 迫 和 自由 对 流 


接 下 来 ,我们 主要 关心 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 组 (1.6) 和 连续 性 方程 
(1.5) 描述 的 不 可 压缩 流体 的 流动 。 然 而 ， 因 为 第 4 章 将 专门 讨论 更 一 般 的 
热 不 均匀 流体 ， 并 且 本 书 第 二 部 分 将 简单 考虑 可 压缩 介质 中 的 清流 ， 此 时 
讨论 可 压缩 流体 的 一 般 力 学 方程 系统 是 有 益 的 。 这 个 讨论 的 结果 使 我 们 可 
以 写 出 不 可 压缩 、 热 不 均匀 流体 的 温度 的 方程 ， 这 在 接 下 来 的 分 析 中 会 很 
重要 。 

在 可 压缩 介质 中 ， 连 续 性 方程 ( 即 ， 质 量 平衡 ， 和 动力 学 方程 ( 即 ， 

三 个 动量 方程 的 平衡 ) 分 别 取 aD 和 “(1.4) 的 形式 。 因 为 这 四 个 方程 含 
五 个 未 知 量 ， 为 了 得 到 一 个 封闭 的 系统 ， 我 们 必须 增加 第 五 个 方程 一 热量 
方程 ， 表 达 了 能 量 守恒 的 物理 定律 。 在 最 一 般 的 情况 下 ， 这 个 方程 为 


M e eL u Yia — Ugo E + uap X, 
ao MT Ta “(a 


(1.60) 


其 中 e 使 单位 质量 流体 的 内 能 [因此 ， 和 p(w?/2 + e) 给 出 单位 体积 运动 流体 的 
总 能 量 ]，w = et RIR, r 使 热传导 系数 ，T 是 温度 。 此 外 ， 在 方 
程 (1.60) 中 
o 4 O ) 20 Q o Q 
0i =H (= | - 3 ) | Cy (1.61) 


是 黏 沾 应 力 张 量 ， 出 现在 动量 方程 〈1.3) AWN SR? HE WB 
如 ，Landau 和 Lifshitz(1963)， 第 49 节 ]。 由 能 量 方程 (1.60) 我 们 也 可 以 
HES HAT Fe; SE Bok, Hdp, dpfilds# ikdeFlldw 的 热力 学 方程 
R hst Si ei RI)» SRST EZ 〈1.2) 和 “1.4) ， 我 们 可 


5 在 此 ， 我 们 应 该 注意 到 ， 在 这 里 和 随后 ， 热 力学 量 和 热力 学 关系 的 使 用 需要 特别 谨慎 ， 
寻 为 具有 非 零 速度 和 温度 梯度 的 运动 流体 并 不 是 热平衡 系统 。 然 而 ， 可 以 证 明 ， 对 于 实际 
流体 流动 中 磁 到 的 适当 的 梯度 ， 基 本 热力 学 量 可 以 用 这 种 方式 定义 ， 使 得 它们 满足 处 于 平 
衡 的 介质 的 热力 学 常 微 分 方程 。[ 见 例如 ，Landau 和 Lifshitz(1963) 第 49 节 ， 也 参见 Tolman 
AlFine(1948), 以 及 气体 动 理学 特别 手册 一 Chapman 和 Cowling(1952)，Hirschfelder, Cur- 
tiss 和 Bird(1954)]。 


以 把 方程 (1.60) 转变 为 这 个 形式 


Os Os Oua ð oT 
T F Ua =à | 1.62 
p E 7 =) Tob Beg | Ota («x ) (1.62) 
[参见 Landau 和 Lifshitz(1963)]。 于 是 ， 当 方程 组 〈1.2) 和 (1.4) 成 立时 ， 


方程 组 〈1.60) 和 (1.62) 彼此 等 价 ， 任 何 一 个 都 能 同等 地 用 于 推导 可 压缩 
流体 流动 的 封闭 的 方程 组 。 


为 得 到 一 个 封闭 系统 ， 有 必要 在 热力 学 一 般 方 程 和 所 考虑 的 介质 的 状 
态 方程 (联系 p、p 和 T) 的 帮助 下 ， 仅 将 热力 学 量 e Mw 或 用 压强 p 和 密 
度 p (或 温度 T) 表达 。 在 此 我 们 将 限于 理想 气体 物 态 方程 的 简化 情形 ， 即 


p = RpT (1.63) 


中 是 以 开尔文 为 单位 的 温度 ， 常 数 R 等 于 定 压 比 热 o, 和 定 容 比 热 cy 之 


Ri 3 


R= ec,— cv. (1.64) 


此 外 ， 秉 承 气 体 动 理学 理论 的 推导 和 真实 流体 的 实验 数据 ， 我 们 可 以 假设 
比 热 cc 和 cyv 各 自 为 常量 〈 即 ， 不 依赖 于 温度 ) 。 在 此 情形 ， 不 难 证 明 e = 
cv +e9. w= ay = cpT 了 十 e0 和 s = -Rn p+cey nT +H =—Rinp+ 
cln 二 常量 [ 见 例如 Landau 和 Lifshitz(1958)， 第 43 节 ]。 把 这 些 e 和 ww 表达 
式 代 入 方程 1.60) 并 应 用 方程 组 (1.2) 和 (1.4) ， 我 们 不 难 将 热量 的 一 
般 方程 变换 为 这 样 的 形式 : 


ERN. e M T E OE Nas aces 
VA ae, Dia Ota \“Or,) l 


或 者 等 价 地 变换 为 这 种 形式 


oe (Fe Hu T) =? Hu oP 十 Z) +pe, (1.65’) 


ot “Iza Ot “Or, Ox Oxa 
aN 中 
Oua _ Oua (Oua ， Oug 20u, Oua Ouy 
人 (站 Bra 39 16og ) OO Sy Day 


u ua  Oug 20uy 3 Ouy 4 
(5s zu 3 ry +6 Oty ` nee) 
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物理 量 e 是 pT 乘 以 单位 时 间 内 由 于 内 摩擦 ， 部 分 动能 转化 为 热量 造成 的 
WASH 4 0; 换 句 话说 ，e 是 单位 时 间 单 位 质量 流体 释放 的 热量 。 由 于 
有 和 辐射、 化 学 反应 、 相 变 或 任何 其 他 原因 造成 的 额外 热量 内 流 ， A 
程 组 (1.60) 、 (1.62) 、 (1.65) 和 1.65) 右边 必须 增加 一 项 pQ8， 其 
中 Q 是 单位 时 间 传 入 单位 质量 的 额外 热量 内 流 。 方 程 组 (1.2) 、 (1.4) 和 
(1.65) 或 (1.65) 加 上 方程 组 (1.63) All (1.66) 给 出 了 确定 五 个 未 知 函 
Hu;(w,t),i = 1,2,3. pla, t)Ap(a, th KAT (x, MN AATEN RAR. 


在 GEW 含义 下 的 ) 热 不 均匀 流体 情形 也 可 以 得 到 (1.65’〉 类 型 的 一 
个 方程 。 这 XE, 流体 热膨胀 定律 


p — po = —Bpo(T — To) (1.67) 


起 到 了 状态 方程 的 作用 ， 其 中 p 和 po 分 别 是 温度 T 和 To 时 的 密度 ，6 时 热 脱 
胀 系数 。 可 以 证 明 在 这 些 条件 下 ,方程 (1.62) 取 这 样 的 形式 


aT aT ð ð oT 
po (Fe + Wade —) = or(3 tung) +5 («x ) +e (1.68) 
而 对 于 e 的 表达 式 ， 在 液体 情形 ， 我 们 可 以 假设 名 7 = 0， 于 是 
_1 ðua Oup\’ 
E 一 a” (路 十 a] (1.69) 
[ 见 例 如 ，Howarth(1953)， 第 II 卷 ， 第 14 章 ]。 对 于 普通 液体 ， 系 数 6 非 常 小 


(例如 ， 对 于 水 ， 在 15°C 时 为 6 = 1.5 x 10-4 每 度 ) ; 于 是 在 方程 (1.69) 
中 我 们 可 以 忽略 含有 这 个 系数 的 项 。 于 是 我 们 得 到 


oT oT 
Or + Ce = = xAT + 二 (1.70) 


其 中 x = 过 是 介质 的 热 扩散 系数 《或 热 传 递 系数 ) ， 在 这 里 以 及 后 面 假定 
为 常量 [参见 1. 1 节 中 从 方程 (1.3) 到 方程 1.4) 的 转换 ]。 方 程 〈1.70) 中 
etd 质 的 一 般 性 加 热 ， 在 真实 条 件 下 这 种 加 

一 般 发 挥 完全 不 重要 的 作用 ， 可 以 完 全 忽略 。 于 是 方程 〈1.70) 进一步 简 
ie 变换 为 运动 介质 中 热传导 的 常 微分 方程 


oT oT 


我 们 在 接 下 来 的 讨论 中 讲 广泛 使 用 这 个 方程 。 
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最 重要 的 是 ， 方 程 (1.71) 不 仅 可 以 应 用 于 液体 ， 也 可 以 应 用 于 气体 ， 
只 要 这 些 气体 的 速度 远 小 于 相应 的 声速 4 = y2 y= 名 。 可 以 证 明 在 
这 样 的 速度 下 ， 在 方程 (1.65’)〉 中 压强 变化 比 温度 变化 起 的 作用 小 得 多 。 
因此 右边 含有 p 的 项 可 以 忽略 ;于 是 可 以 很 快 得 到 方程 〈1.70) ， 或 者 再 
忽略 由 于 内 摩擦 造成 的 介质 加 热 ， 很 快 得 到 方程 〈1.71) 。 我 们 应 该 注意 
到 比较 方程 (1.70) 和 “1.65〉 表 明 在 方程 〈1.65) F, MA (1.65’) 不 
同 ， 不 可 能 忽略 -p 鲍 < 项 ， 在 热量 方程 中 必须 考虑 加 热 和 冷却 过 程 中 密度 
变化 导致 的 收缩 和 膨胀 ， 甚 至 在 速度 小 的 时 候 也 是 如 此 。 然 而 ， 在 动力 
学 方程 中 ， 对 于 速度 远 小 于 声速 的 运动 ， 可 以 假设 速度 场 是 完全 “不 可 
压缩 的 ”， 只 要 温度 不 均匀 性 产生 的 密度 变化 绝对 值 较 小 ， 即 只 要 流动 中 
温度 的 绝对 差 值 和 平均 的 绝对 温度 To 相 比 较 小 。 在 这 些 条 件 下 ， 也 可 以 假 
设 在 e 的 表达 式 中 ， 旬 < = 0， 即 e 再 次 取 方 程 (1.69)〉 中 的 形式 。 在 不 可 压 
缩 介 质 的 情形 ，7ds = de; 于 是 在 不 可 压缩 流体 中 ，s 将 严格 等 于 单位 时 
间 单 位 质量 的 内 能 增加 ， 即 单位 时 间 单 位 质量 流体 的 动能 耗 散 量 〈 转 换 为 
热量 ) | 参见 Landau 和 Lifshitz(1963) 第 16 节 ]。 尽 管 在 温度 场 的 计算 中 ， 这 
个 量 一 般 可 以 忽略 ， 但 它 是 这 个 运动 的 一 个 非常 重要 的 物理 特征 ， 为 了 简 
单 ， 我 们 将 简单 称 其 为 “能 量 耗 散 率 ”。 
我 们 必须 再 一 次 强调 方程 (1.72〉 形式 上 等 同 于 扩散 方程 
or tag = X60 (1:72) 
它 描述 了 介质 中 某 种 被 动 外 加 物 的 浓度 9(z,t)( 即 ， 对 流动 的 动力 学 没有 
影响 的 成 分 ) 。 唯 一 的 不 同 是 在 后 一 种 情况 下 ， 系 数 X 必 须 解释 为 热 扩散 系 
数 ， 而 不 是 分 子 扩散 系数 。 因 为 方程 〈1.71) 和 “(1.72) 在 形式 上 相同 ， 所 
以 ， 在 考虑 方程 〈1.72) 时， 我 们 应 该 总 是 记 住 ， 物 理 量 9 这 里 可 以 表示 某 
种 被 动 外 加 物 的 浓度 或 者 温度 。 对 于 很 多 应 用 场景 ， 考 虑 温度 变化 的 重要 
性 ， 为 了 简单 ， 我 们 总 是 简单 地 认为 9 是 温度 ;， 然而， 必须 记 住 ， 符 号 9 可 
能 实际 上 总 是 表示 某 种 被 动 外 加 物 的 浓度 ， 在 我 们 不 将 温度 考虑 为 被 动 外 
加 物 的 那些 情形 ， 我 们 将 把 它 记 作 了 而 不 是 9。 
被 动 外 加 物 的 假设 表明 速度 场 wi(z, 妨 可 以 不 依赖 于 9% 场 ， 从 不 可 压缩 流 
体 的 常 微分 方程 组 确定 ， 然 后 带 入 方程 〈1.72) 。 如 果 我 们 把 % 取 为 温度 ， 
那么 流体 中 不 同 地 方 的 温度 差 必 须 足 够 小 ， 产 生 的 流体 物理 性 质 的 改变 对 
于 运动 没有 影响 。 然 而 ， 同 事 ， 这 些 温度 差 必须 足够 大 ， 使 得 内 摩擦 加 热 
相 比 它们 可 以 忽略 。 在 这 种 情形 ， 温 度 不 均匀 性 会 直接 随 流体 运动 ， 同 时 
在 分 子 热传导 影响 下 被 平滑 掉 ; 在 这 样 的 条 件 下 产生 的 不 均匀 加 热流 体 的 


运动 通常 被 称 为 受 迫 对 流 (forced convection) 。 
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流动 在 温度 不 能 被 认为 是 被 动 外 加 物 的 一 个 重要 情形 是 引力 场 中 非 
均匀 加 热 的 流体 。 这 类 流动 由 于 阿 基 米 德 作 用 力 而 出 现 ， 这 种 作用 力 导 
致 了 较 热 的 流体 团 同 上 浮 ， 较 冷 的 流体 团 辐 下 沉 。 这 样 的 温度 不 均匀 流 
体 的 运动 称 为 自由 对 流 (free convection) 。 让 我 们 确定 这 个 情形 的 运动 
方程 。 假 设 运动 速度 足够 小 ， 压 强 变化 《而 不 是 温度 变化 ) 产生 的 密度 
变化 可 以 忽略 。 所 以 ， 由 此 我 们 可 以 使 用 关于 不 性 的 常 微分 方程 
(1.5) 和 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 组 〈1.6) ， 但 是 在 方程 组 〈1.6) 中 考虑 体 作 
HAX = -ge3〈( 其 中 es 是 沿 轴 Oxs = Oz 的 单位 矢量 ) 并 记 住 密度 p 依 
赖 于 温度 。 我 们 现在 假设 〈 绝 对 ) 温度 T(zx1, 2, 73, t) = T(z, y, z, t) AA 
写 为 了 = T+ TWN, RPI ERT, Tr 是 对 了 的 小 的 
偏离 。 在 此 情形 明显 p = po + pir KPop MTD AZAR BRE, p = 
p— po 定义 为 


pı = —Bpol\ (1.73) 


(满足 方程 (1.63) 的 气体 的 热 脱 i RB = -a (R) F 然 将 等 于 1/TD ) 
然而 ， 我 们 注意 到 对 于 T = To = 常量 和 p = po = 常量 ， 压 强 po 不 会 是 党 
量 ， 而 是 会 随 高 度 降 低 ， 因 为 一 点 上 方 的 液 柱 重量 减 小 了 : 


Po = 一 0097z3 十 常量 . (1.74) 


令 p = po 十 pi1， 中 一 阶 小 量 的 精度 上 上， 我们 得 到 


1 9 1 9 1 9 O 10 
P. po Pı Pi po _ g+ Pı + g8T. 
p0x3 poðxrz3 poOzxs psp OX3 po 0x3 


于 是 很 明显 在 此 情形 第 三 个 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 可 以 写成 这 种 形式 


HvAvus — gT (1.75) 
3 


(这 个 方程 中 存在 一 个 含 卫 的 项 马上 表明 了 在 此 情形 温度 不 能 被 认为 是 
个 被 动 外 加 物 ) 。 然 而 ， 和 第 一 个 和 第 二 个 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 在 此 情形 具 
有 通常 的 形式 (1.6) ; p 项 可 以 从 一 Re a 2 意 指 对 压强 平均 
值 zo 的 偏离 pl ， 不 依赖 于 > = za3。 最 终 ， 如 一 贯 那样 当 介 质 可 以 假设 为 不 可 
压缩 的 时 候 ， 温 度 方 程 取 运动 流体 热传导 的 常 微分 方程 的 形式 
am ƏN 
Be 


(和 往常 一 样 ， 我 们 忽略 温度 方程 中 含 e 的 项 ) 。 于 是 我 们 得 到 五 个 未 知 


= XATI (1.76) 
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函数 wi(z,t),1i = 1,2,3, p(x, tT (a, oe (1.5) 、 (1.6) (i= 
1,2). (1.75) I (1.76) 的 近似 方程 组 。 这 些 方程 描述 了 流体 的 自由 对 
流 。 早 在 十 九 世 纪 ，J. 布 西 内 斯 克 (J. Boussinesq) 就 首次 考虑 了 这 些 方 
程 。 因 此 它们 被 称 为 自由 对 流 方程 或 布 西 内 斯 克 方 程 〈 或 流体 力学 方程 
的 布 西 内 斯 珊 近 似 ) 。 关 于 得 到 这 些 方程 的 近似 的 详细 讨论 可 以 在 例 
如 Chandrasekhar(1961) 或 Mihaljan(1962) 中 找到 。 


1.6 ” 热 不 均匀 流体 的 相似 性 判 据 ; PAL 


我 们 已 经 看 到 ， 只 要 两 个 流动 的 雷诺 数 相等 ， 两 个 几何 相似 的 不 可 压 
缩 流 体 的 流动 也 是 力学 相似 的 。 然 而 ， 在 热 不 均匀 或 可 压缩 流体 的 情形 ， 
这 个 结论 不 对 。 两 个 几何 相似 流动 之 间 要 存在 力学 和 热力 学 相似 性 ， 我 们 
需要 一 些 无 量 纲 特征 量 〈“ 相 似 性 判 据 ”， 我 们 现在 考虑 ) 同时 相等 。 

让 我 们 首先 考虑 不 均匀 加 热流 体 流动 的 简单 情形 ， 其 中 温度 可 以 认为 
是 被 动 外 加 物 。 在 此 情形 ， 这 个 流动 可 以 用 通常 的 不 可 压缩 流体 力学 〈p 不 
aR) 的 表达 式 (1.5) - 1.6) 描述 ， 然 而 ， 在 其 中 必须 加 入 关于 温度 的 热 
传导 方程 (1.72) 。 为 了 简单 ， 我 们 仅 考 虑 稳 态 运动 的 情况 ， 即 ， 我 们 假 
设 u:、p 和 都 不 依赖 于 时 间 。 在 我 们 的 方程 中 有 两 个 常 系数 vy 和 x (都 具有 
BALT, SPLITER K EA a h 量 纲 ) 。 此 外 ， 在 几何 相似 情 
S， 这 个 问题 的 边界 条 件 将 用 某 个 长 度 标 度 L、 速 度 标 度 U 以 及 温度 差 的 标 
FEO, — 9《〈 例 如 ， 刚 体 壁 和 流动 之 间 的 典型 温度 差 ) 。 然 而 ， 因 为 在 此 情 
温度 是 被 动 的 ， 对 动力 学 没有 影响 ， 所 以 温度 单位 可 以 任意 选取 。 所 以 
我 们 必须 假设 


-ol=e 
其 中 6 是 一 个 不 依赖 于 惰 和 7 的 新 的 量 纲 符号 〈 例 如 ，“ 摄 氏 度 ”) 。 然 


， 在 此 情形 ， 用 vw、x、LKL、U 和 V1 一 0 的 组 合 只 能 写 出 两 个 独立 的 无 量 纲 
量 。 例 如 ， 我 们 可 以 取 和 雷诺 数 Re = APSR (Prandtl) 数 


z 


由 


Pr= (1.77) 


i 
a 
其 中 % 是 一 个 被 动 外 加 物 的 浓度 ， 不 是 温度 ， 所 以 X 是 扩散 系数 ， 比 
例 z/x 有 时 称 为 施 密 特 数 (Schmidt number) , idfFSc. 

有 时 替代 Pr， 用 佩 克 莱特 (Peclét) 数 


L 
Be 


= Re. Pr (1.78) 
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比较 方便 ， 这 个 数 确 定 了 方程 〈1.73) 中 平流 项 ua 如 和 XV29 项 的 比例 的 
数量 级 ， Cee den # 诺 数 在 动力 学 问题 中 类 似 的 角 
色 。 然 而 ， 普 天 特 数 相 比 佩 克 莱特 数 有 一 个 优势 ， 它 只 依赖 于 运动 流体 
的 性 质 〈 即 ， 它 是 介质 的 一 个 特征 量 ) 并 且 不 依赖 于 运动 的 特征 。 对 于 空 
气 〈 和 其 他 双 原 子 气体 ) ，Pr = 0.7 并 且 几 乎 不 依赖 于 温度 。 一 般 地 ， 对 
于 大 多 数 气 体 ，Pr 是 1 的 量 级 。 对 于 液体 (除了 液体 金属 ) ， 普 朗 特 数 通 
常 远 远 大 于 1， 随 着 温度 升 高 急剧 减 小 ;， 例如， 对 于 水 (在 大 气压 下 )， 
在 20"C 时 Pr = 7， 在 80?C 时 Pr = 2。 对 于 非常 寿 滞 的 原油 ，Pr 远 比 水 的 要 
大 ， 有 可 能 达到 数 百 甚至 上 千 。 男 一 方面 ， 对 于 液体 金属 ， 它 们 的 特点 是 
AAR AM AD BAA. PIG, HFR, FE20°CINPr ~ 0.023; 对 于 其 他 
熔化 的 金属 ， 这 个 数 通 常 更 小 〈 在 10-3 的 量 级 ) 。 在 x 是 被 动 外 加 物 的 扩散 
系数 时 ， 普 朗 特 数 或 (就 是 用 样 的 东西 的 ) 施 密 特 数 对 于 气体 和 液体 也 具 
有 非常 不 同 的 量 级 。 在 气体 介质 中 ， 扩 散 系 数 和 称 } 带 系数 有 相同 的 量 级 ， 
故 1/x ~ 1。 对 于 水 这 类 的 液体 ，v/x ~ 103， 对 于 非常 标 滞 的 液体 ， 这 个 
比例 变 得 更 大 ， 可 以 达到 105 的 量 级 ， 甚 至 更 大 。 


两 个 几何 相似 流动 的 温度 场 要 相似 ， 那 么 它们 的 雷诺 数 Re 和 普 朗 特 
数 Pr (或 Re 和 Pe) 必须 都 相等 。 一 般 地 ， 对 于 仅仅 几何 相似 的 流动 ， 温 
度 场 将 由 


go 加 =( 人 -加 )e (5, Re, Pr) (1.79) 


确定 ， 它 和 速度 场 相似 性 方程 〈1.31) 不 同 ， 在 这 里 yp 依赖 于 两 个 无 量 纲 参 


用 完全 相同 的 方法 ， 如 果 我 们 令 g 为 通过 漫 入 流体 的 物体 表面 的 热流 密 
E E, RSq = 一 x 名 ， 其 中 n 正 交 于 物体 表面 ， 向 外 ) ， 那 么 


= x(V — Vo) 
L 


换 名 话说， 在 物体 边界 上 每 一 点 上 ， 比 例 Nu = 2 将 只 依赖 于 雷诺 


数 和 普 朗 特 数 。 然 而 ， 如 果 我 们 把 热流 蔡 换 为 物体 表面 单位 面积 的 平均 热 
流 qm。 “表征 了 物体 和 流体 之 间 总 的 热量 交换 ) ， 那 么 在 方程 


ý (F Re, Pr). 


qmL 


Nu = 一 -一 一 
x(ðı — vo) 


= w(Re, Pr) (1.80) 


E PR] ABC EW LE TERNAR oe FY ERA OM PL, E 
定 了 热量 交换 对 流体 的 物理 性 质 和 长 度 、 速 度 和 温度 差 的 标 度 的 依赖 。 
在 热力 工程 中 ， 物 理 量 Nu 称 为 努 塞 特 数 (Nusselt number) 。 除 了 努 赛 
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特 数 ， 我 们 也 可 以 使 用 热量 交换 的 特征 量 ， 热 输 运 系数 (heat-transfer 
coefficient) ， 也 称 为 斯 坦 顿 数 CStanton number) 


q Nu Nu 
CppU (01 — vo) RePr Pe’ 


Ch = 


现在 让 我 们 转向 自由 对 流 的 情形 。 这 里 ， 这 个 问题 的 微分 方程 含有 三 
个 有 量 纲 系 数 v、X 和 98《〈 对 于 理想 气体 0 = T) ; 现在 ， oo 
KELAR in BE FET, — To 描述 (注意 在 此 情形 没有 典型 速度 ) 。 从 这 
条 件 明 显 看 出 ， 不 可 能 得 到 两 个 无 量 纲 组 合 。 例 如 ， 我 们 可 以 取 普 朗 特 数 
和 格拉 绍 夫 数 (Grashof number) 


9673(Tm = To) 


Gr = (1.81) 


除了 格拉 绍 夫 数 ， 我 们 也 可 以 使 用 由 它 导 出 的 瑞 利 数 〈Rayleigh num- 
ber) : 


gBL? (Tm — To) 

ZX 
于 是 ， 在 几何 相似 流动 中 自由 对 流 的 情形 ， 速 度 和 温度 场 只 有 在 相似 性 产 
据 Pr 和 Ra 相等 时 是 相似 的 。 然 而 ， 一 般 来 说 ， 在 几何 相似 的 情形 ， 我 们 8 
能 得 到 


Ra = = GT Pr. 


= 


So 


tS 7; (FsPr, Gr) » Ti = (Tm — Tole (=,Pr, Gr) ; (1.82) 


Xn = T) (pr, Gr), 


BAKA, KEF fii= 1,2,3、w 和 w 是 新 的 普 适 函数 。 一 般 来 说 ， 对 于 
方程 (1.2) 、 (1.4) 、 (1.63) 、 (1.65) 和 “(1.66) 的 完整 系统 描述 的 
不 可 压缩 流体 的 流动 ， 相 似 性 判 据 的 数量 更 大 ; 然而， 我 们 不 会 关心 这 一 
占 


dy O 


对 于 佩 克 莱特 数 Pe = 号 非常 大 的 流动 (例如 ， 在 雷诺 数 大 且 普 朗 特 数 小 或 者 为 1 
的 量 级 时 ) ， 热 传导 方程 中 的 xXV?9 将 远 小 于 非 线 性 项 ws ， 所 以 在 一 阶 近似 下 ， 分 
子 热传导 的 效应 可 以 忽略 。 然 而 ， 正 如 动力 学 问题 中 的 黏 滞 效 应 ， 这 个 效应 只 有 在 距 
离 温 入 流动 中 的 刚体 一 段 距离 才 可 以 忽略 。 在 这 样 的 物体 表面 附近 可 能 形成 一 个 薄饼 
热 边界 层 。 在 这 一 边界 层 中 ， 温 度 迅速 从 物体 温度 四 变 为 接近 530 的 温度 (这 是 不 存在 
a 到 的 温度 ) 。 此 外 ， 这 一 层 中 热传导 的 效应 和 温度 平流 效应 量 级 相同 ， 
ua 线 项 描述 。 所 以 ， 我 们 可 以 得 到 [以 类 似 于 方程 〈1.32) 推导 的 方式 ] 热 边 界 g 
FRAK 的 量 级 。 换 旬 话 说 ， 它 反比 于 VRe， 对 于 量 级 为 1 的 普 朗 特 数 ， 


bx L 
VRe:Pr 
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和 6 同 量 级。 考虑 gq = -xi ~ xX 时， 对 于 大 雷诺 数 我 们 容易 得 到 


qL 


———~ ~ vRe. 
x(91 — Bo) 


Nu = 


在 热 边界 层 内 ， 热 传导 方程 可 以 用 类 似 于 普通 边界 层 中 运动 方程 简化 的 方法 


N 


化 。 特 别 地 
界 层 中 的 热传导 方程 可 以 写成 这 种 形式 


Ov woe = ee 


ss Ox woz Xaz2 


在 流 过 保持 在 某 个 温度 加 的 平面 的 处 于 给 定 温度 90 的 流体 流动 的 情 


进行 简 
6, PAG 


(1.83) 


这 和 方程 (1.41) 类 似 。 对 于 边界 条 件 ， 显 然 对 于 z <0, 0 = 页 以 及 对 于 z 9 co, 0 = 
do: HOGS) = GO. 2308 (VE): 连同 方程 (1.46) 和 (1.47) 代入 方程 


(1.83) 我 们 容易 得 到 


其 中 yp 是 方程 (1.48) 的 一 个 解 。 于 是 得 到 了 eB(m) 的 一 个 简单 的 线性 方程 。 
(Pohlhausen〉 在 1921 年 首次 给 出 了 这 个 方程 的 显 式 解 [ 见 Goldstein(1938)， 
第 268 节 ; Howarth(1953) 第 2 卷 ， 第 14 章 ， 第 13 节 ; Schlichting(1960)， 第 14 章 ， 


第 2 章 ， 第 7-15 节 ]。 特 别 地 ， 在 Pr = 1 时 ， 比 较 方程 (1.84) 和 “(1.48) O(n) hS ME 


(1.84) 


泊 尔 豪 森 


第 2 卷 ， 


第 7 节 ; 


Longwell(1966)， 


x 
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7*V vz ? 


图 6 不 同 普 朗 特 数 的 平面 上 方 边界 层 中 的 温度 轮廓 。 


1.7 可 压缩 流体 中 的 小 振荡 


AO(n) = p(n) 的 形式 。 所 以 在 此 情形 ， 温 度 轮 廊 和 速度 轮廓 非常 类 似 。 然 而 ， 对 于 
也 Pr 值 ， 函 数 6(7) 可 以 容易 地 由 图 2 上 可 以 知道 的 函数 p' (7) 数 值 地 得 到 《〈 见 图 6) 。 


N 


方程 (1.2) 、 (1.4) 、 (1.63) 、 (1.65) All (1.66) 的 一 般 系 统 描述 的 可 压缩 流体 
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的 流动 一 般 非 常 复杂 ， 它 们 的 理论 研究 困难 很 大 。 在 现在 的 阶段 ， 我 们 将 限制 于 偏离 静 
止 位 置 (或 者 匀速 运动 ) 的 小 振荡 的 情形 ， 在 这 些 情形 可 以 使 用 线性 化 的 方法 。Carrier 
和 Carlson(1946)、Yaglom(1949) 和 Kovgsznay(1953) 已 经 证 明了 在 此 情形 ， 所 有 可 能 的 运 
动 可 以 分 为 特征 相当 不 同 的 三 种 类 型 的 振荡 。 这 种 划分 在 本 书 第 2 卷 中 可 压缩 气体 种 各 向 同 
性 湛 流 和 灌流 介质 中 波 的 传播 的 讨论 中 扮演 了 重要 作 和 角色。 

让 我 们 考虑 密度 po 和 压强 po 为 常量 的 静态 理想 气体 团 ( 对 于 以 不 变 的 速度 wu 运动 的 气 
体 当然 可 以 通过 变换 到 一 个 新 的 惯性 坐标 系 转变 为 静态 气体 的 情形 ) 。 我 们 现在 假设 在 初始 
时 刻 气体 中 出 现 了 小 扰动 ， 由 流体 动力 学 量 的 小 变化 表征 ，wi(z,t)、p'(z¥,t) = ple, t) — po 
Alp! (x,t) = p(w, 一 por HE <1 Z KIMKI (这 里 ao = VY 多 时 未 扰动 
介质 中 的 声速 ,7 = <2) . EERE, Hule, t) p (x,t) Alp’ (x,t) E — ried TF ASN E 
变化 可 以 由 《对 速度 分 量 w 和 对 压强 、 密 度 和 温度 对 相应 未 扰动 值 zo、po 和 7 = pe Hi 
差 线 性 化 的 ) 方程 (1.2) 、 (1.4) 、 (1.63) 、 (1.65) 和 (1.66) 的 系统 确定 。 于 是 状 
态 方程 〈1.63) 使 得 我 们 可 以 立即 从 未 知 量 中 消去 温度 ， 得 到 五 个 未 知 量 的 五 个 方程 的 封 
闭 系 统 。 关 于 未 知 量 ， 我 们 可 以 取 ， 例 如 速度 的 三 个 分 量 和 某 两 个 压强 和 密度 的 单 值 函 
数 。 根 据 Kov&sznay(1953) 和 Chu 和 Kov&sznay(1958)， 我 们 可 以 取 这 两 个 函数 为 无 量 纲 的 
压强 已 = LARU: S= 二 = log EC 十 常量 。 于 是 在 更 高 阶 小 量 的 差别 上 


= PER 
PZP — (P— Po) — (8 — So), 2 = (y — 1)(P — Po) + (S — So). 
po To 
线性 化 的 变量 w;、P 和 SS 的 流体 动力 学 系统 将 取 这 种 形式 
ƏP OS Qua _ 
Sk ðt t Oke TO che) 
Ou; 2 0P 2 V | Owe Ç A 
z tg rv ( n) Ba 0 N= Gr $l, (1.86) 
FE xV‘ S — (y — 1)xV P =0. (1.87) 


IAES we = crap 2 AED = 940 HAREE A iu 变换 方程 (1.85) 和 
(1.86) ， 由 方程 (1.86) 我 们 有 


wk 


pr VV% = 0, k=1,2,3, (1.88) 
aD 4 
Gr uVD+av'P =0, 和 = 了 + (1.89) 
而 方程 (1.85) 在 考虑 方程 〈1.87) 后 变 为 
OP ~(y-DxV?P ~xV?S + D =0. (1.90) 


首先 ， 我 们 注意 到 涡 度 分 量 wx 只 出 现在 方程 (1.88〉 中 ， 这 个 方程 与 不 可 压缩 流体 涡 
度 场 的 线性 化 方程 相符 。 关 于 这 种 联系 ， 我 们 回想 在 不 可 压缩 流体 中 我 们 可 以 唯一 地 把 速度 
场 ui 用 涡 度 场 wi 和 相应 的 边界 条 件 写 出 ， 男 一 方面 ， 在 不 可 压缩 介质 中 ， 速 度 场 可 以 用 不 
可 压缩 《无 散 度 的 ) 和 无 旋 《〈 位 势 ) 分 量 的 和 来 表示 ， 后 者 不 依赖 于 涡 度 场 。 所 以 对 于 只 代 
表 静 止 状态 的 弱 扰 动 的 运动 ， 一 级 近似 的 流体 动力 学 方程 系统 分 为 一 个 描述 不 可 压缩 流动 的 
涡 度 场 分 量 wi 的 封闭 方程 系统 ， 和 一 个 描述 无 旋 位 势 流 的 D、P 和 5 的 方程 系统 。 在 这 个 近 
似 中 ， 压 强 和 灼 涨 落 只 通过 可 压缩 无 旋 流 相 联 系 ， 即 它们 不 出 现在 流动 的 不 可 压缩 ( 涡 
度 ) 分 量 中 。 在 小 扰动 的 更 高 阶 近 似 中 ， 这 两 个 分 量 会 相互 作用 ， 因 而 导致 压强 和 粹 的 额外 
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变换 (我 们 将 在 本 小 节 最 后 简单 讨论 这 一 点 )。 


为 了 仔细 研究 线性 化 方程 组 (1.87) - (1.90) 描述 的 运动 的 类 型 ， 特 别 是 证 明 D、P 和 SS 的 
方程 实际 上 描述 了 两 种 不 同类 型 的 振荡 ， 我 们 使 用 通常 的 传 里 叶 方 法 。 为 达到 这 个 的 ， 我 
们 假设 所 有 场 w; (zx,t)、D(z,t)、P(z,t) 和 S(zw,t) 是 对 应 某 个 波 数 矢量 k& 的 空间 坐标 的 周期 
函数 。 此 外 ， 我 们 把 通常 的 时 间 t 蔡 换 为 无 量 纲 时 间 7 = aokt， 其 中 k = |k], ee 


~ 


mj 


ikæ D(z,t) ik-æ 
=D 
Gi) = pe), 


, S(a,t) = S(ne*®, 


于 是 方程 1.88) 取 这 种 形式 


wi, j= 1,2,3, (1.91) 
ao 


余下 的 方程 变换 为 下 面 通常 的 线性 方程 : 


dD(7) mk 
dr ao 


_ xk XK g, 
ae D-(y Dt oo 


xk xk 
a (y oP F S. (1.92) 


因此 得 到 结论 ， 涡 度 场 分 量 的 幅度 w; (0) EER 


wi(t) = w (0)e 7 (1.93) 


BAY TVR, TERREUR, ERAMANDA POMSOKRA 


Ayert okt 十 A eò2tokt 十 Ase*300kt 


的 形式 ， 其 中 入 1、 和 2 和 和 As 是 方程 组 (1.92)〉 的 特征 方程 


2 
no 4 LAF DOE yo | (1 wıxk Ja XE o (1.94) 


ao 
的 三 个 解 。 


如 果 我 们 注意 到 方程 1.91) - 1.94) 含有 量 级 非常 不 同 的 无 量 纲 参数 ， 那 么 可 以 进 
一 步 简 化 这 些 结果 。 实 际 上 ， 方程 组 (1.92) 和 方程 (1.94) 的 所 有 系数 都 可 以 用 下 面 三 个 
无 量 纲 参数 表示 : 


01 s i a y ; (1.95) 
x 


然而 ， 在 方程 组 〈1.91) 中 出 现 了 无 量 纲 参数 6 = E, CAS H RIM TE FRN BAY AR 
化 = $vt+n = $ £, X FP Bi BA TE LT A EPR m 
似 于 通常 的 普 朗 特 歼 px “<， 具 有 相同 的 量 级 ; 故而 对 于 气体 介质 ri ~ 1， 正 如 yy ~ O 
Fe, ye 1.4) 。 同 时 ,6 = 你 具 有 与 气体 平均 自由 程 ! 和 扰动 波长 A = 壬 之 比 太 相同 
的 量 级 〈 因 为 z ~ ol, # 中 是 分 子 热 运动 的 均 方 根 速度 ， anu, kw~1/A) 。 于 是 ， 在 所 
气体 运动 可 以 用 通常 流体 力学 方程 描述 的 情形 ，6 K1 (特别 地 ， 对 于 通常 条 件 下 的 空 
x, 05x 10° cm， 也 就 是 说 ， 即 使 A 1 mm， 也 有 5 <107*) 。 此 外 ，61 41 5A. 
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有 相同 的 量 级 ， 故 而 6 <1. 
现在 ， 忽 略 方程 (1.91) - (1.92) 中 量 级 为 56( 或 51 ) 的 项 ， 我 们 得 到 简化 的 方程 组 


dw; (t) dS(t) dD(t) 22 dP(t) _ 
7 i g = RP, S =D. (1.96) 


dt 
和 方程 组 〈1.96) LAAIE WR w (L, t) AURIS (L, tE E EA F EE N 
中 保持 不 变 。 方 程 组 (1.96) 的 最 后 两 个 方程 表明 


@ D(t) 
dt? 


或 者 立即 由 总 的 场 量 D(z,t) 和 P(x,t) 的 单个 伟 里 叶 分 量 得 到 


=0, =0, 


+ agk? D(t) = 0, 


= =%V"P. (1.97) 


于 是 对 于 压强 场 P(z,t) 和 速度 散 度 场 D(x,t)， 我 们 得 到 相同 的 描述 以 声速 ao 传 播 的 波 的 波 
动 方程 。 

我 们 看 到 ， 在 (小 参数 5 的 ) 零 级 近似 下 ， 流 体 动 力学 量 的 扰动 分 解 为 三 个 无 相互 
作用 的 分 量 。 这 些 分 量 被 称 为 不 可 压缩 涡 度 模式 〈incompressible vorticity mode, HWA 
度 场 wj(z) 描 述 ， 不 随时 间 变 化 ， 或 者 用 不 变 的 未 扰动 速度 z 表 示 ，) n ARA (entropy 
mode, HESS) Hii, BRA TR Baka) 和 位 势 模 或 声波 模 (potential mode or 
acoustic mode， 和 速度 场 的 位 势 部 分 的 涨 落 和 压强 的 涨 落 相 联系 ， 由 一 组 以 未 扰动 声 
速 ao 传 播 的 波 代表 ) 。 
如 果 我 们 也 考虑 6 量 级 的 效应 ， 那 么 我 们 可 以 立刻 发 现 涡 度 模 式 的 速度 场 将 在 黏 滞 的 影 
响 下 慢 慢 耗 散 ， 和 方程 (1.93) AATF WER BOTTA HH A REO EIR oh A FL, BB 
将 方程 〈1.94) 重 写 这 种 形式 


X31 @ 1) aa (+2 -ét) 23 piei (1.94') 
Tı Ti 


它 只 含有 参数 (1.95) 。 于 是 容易 用 通常 的 震级 数 方法 确定 方程 1.94") WS So 
根 。 结 果 ， 我 们 得 到 


入 =i- se ay om 
27r1 
入 2 TT 
27r1 
1 
M3 = —— 6). (1.98) 
T 


这 些 方程 表明 ， 如 果 限 于 量 级 不 超过 51 的 项 ， 不 讨论 涡 度 模式 ， 那 么 在 可 压缩 介质 中 ， 
存在 三 个 具有 相同 波 数 矢量 k 的 不 同 的 波 。 两 个 这 种 波 会 以 同样 的 速率 了 +61a0k = 
2 +o=5xk2 衰减 ， 并 将 沿 矢量 k 和 一 k 方 向 以 未 扰动 声速 aoo 传 播 ， 第 三 个 波 相 对 于 未 扰 
动 流动 是 静止 的 ， 误 减速 率 未 次 Žaok = = Xi2。《〈 不 难 证 明 即 使 考虑 量 级 为 6 的 项 ， 这 
也 只 改变 根 和 和 和 As 的 虚 部 ， 即 eS FC FS YX FG RER E AT A dir AA A A 8 K 
赖 [参见 Yaglom(1948)]。) 通过 进一步 假设 D(r)、P(r) 和 5S(r) 对 7 的 依赖 由 因子 ex77 (7 = 
1,2,3) 确定 ， 把 相应 的 特 解 带 入 方程 组 (1.92) ， 容 易 证 明 这 个 方程 组 的 通 解 ， 包 括 量 级 
为 1 的 项 在 内 ， 可 以 用 下 面 两 个 解 之 和 的 形式 表示 : 


_ 


S(T) = Soe™T, P(r) =0, D(r) = 一 一 Soe>s7 (1.99) 
Ti 
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且 


Dir) = 


P(T) = 


DE) |i 


DP ert 


+4 DEP erat 


-7+1 


于 是 ， 很 明 


显 在 所 考虑 


Mk 


热传导 作用 下 
〈 量 级 为 61 ) 
质 体积 元 


逐渐 平滑 
速度 和 速 


的 热膨胀 和 收缩 建立 的 。 


wyt+(y—-1) 12 
z k 
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， S(T) 


y+1 


a] T 4 DO [ TS 
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aE ua 
度 散 度 D = 2a 的 


立 势 模式 的 


a] e>27 


的 近似 下 ， 扰 动 的 灶 模 式 对 应 于 某 个 任意 的 不 在 空间 中 运动 、 但 在 
度 ) 分 布 。 同 样 与 这 个 模式 相 联系 


wed. | 二 Dye" , 
Ti 


(1.100) 


的 是 非常 弱 的 


体积 分 布 。 这 个 分 布 是 


J Doei** 


yH 


agkt) 


BAERI CBS, ) 


“的 形式 ， 


这 样 把 任 


体 动 


LS 


bess) 


Lol 


Nd, 的 所 有 阶 
要 的 是 流体 动力 学 方程 中 


Eo m, 


必要 进行 小 
双 线性 的 项 。 


扰动 理论 中 
在 这 些 项 中 


下 给 出 的 线性 
的 已 知 E 
附加 项 ， ， 即 线 
成 涡 度 、 
次 ) 组 合 ， 即 


线性 


函数 形式 的 附 ] 


然而 ， 很 自 
组 合 表示 ， 故 而 发 挥 很 4 


化 方程 的 解 。 
成 分 


些 方程 的 解 将 
PERRY 


4 


Mei AP ANZ ALN 


力学 场 


在 实际 中 ， 


的 下 一 个 近 


bhi 


FE 线性 项 在 单独 站 
以 ， 


速 


然而 ， 声 波 模 式 将 
度 ao 传播 ， 


压 


玉 强 波 和 速度 散 度 波 组 
BAF Bi AM 


热传导 轻微 减弱 。 


热 不 均匀 介 
成 ， 它 们 
这 些 


x 


， 基 本 物理 


于 是 方程 
’ 可 以 
和 上 面 给 


论 的 单独 成 分 的 双 线 性 组 合 
我 们 得 到 六 个 不 


ET, 


出 的 均匀 方程 (1. 


的 扰动 分 解 为 涡 度 、 粹 和 声波 模式 
在 所 有 情况 下 限制 
的 扰动 模式 
它 保 持 方程 (1. 


Pp 引入 的 变 
87) - (1.90) 中 对 于 流 
量 可 以 根据 一 级 近似 的 方程 定义 ， 即 ， 假 设 它 们 符合 
(1.87) - (1.90) 在 接 下 来 
然 地 移 到 方程 右边 并 认为 是 相应 流体 动力 学 场 的 三 维 
87) - (1.90) 的 解 相差 相应 的 源 产 生 的 


的 


的 近似 中 


方法 容易 
于 上 面 给 出 的 那些 项 就 
化 。 为 了 考虑 这 个 效应 ， 


会 含有 一 些 非常 4 


扩展 到 相对 5 
EE To 
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然 的 是 ， 这 档 


ENTE 


J. 例如， 
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们 可 以 得 到 ， 
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Lo 


相互 作 


分 析 


 ， 而 它 和 涡 度 模式 的 相互 作 | 
贡献 [明显 和 方程 (1.62〉 的 平流 项 相 联 系 ]。 
Fr AY 以 在 Chu 和 Kovésznay(1958) 的 文章 


示 > 
应 ， 


它 给 出 了 所 有 18 个 二 阶 效应 相对 651 的 
Chin ovasnoy 出 了 相应 的 必 


是 我 们 不 会 
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详细 研究 所 有 
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电 被 速度 场 


IA FKH 
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的 18 个 二 阶 效 
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线性 


以 在 


应 中 


的 很 多 将 
(精确 到 51 量 级 
在 对 于 5 的 零 级 近似 下 ， 这 个 模式 根本 不 
JA R FE DE Ny BY WE 
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下 面 的 表格 中 展 


所 有 相对 0 的 零 级 效 


维 


化 方程 右边 的 


涡 度 模 式 和 它 


己 的 相互 


模式 ) 。 


作用 


另 一 个 流体 元 。 我 们 将 仅仅 计 
(回忆 在 通常 的 弱 可 压 


源 的 显 式 表 达 式 。 
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FP 所 见 ， 这 些 效 应 中 相当 一 部 分 是 流体 动力 学 
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的 


讨论 最 重要 
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度 远 超过 其 他 


已 
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中 速度 的 双 线 性 项 。 在 炉 方程 ( 即 ， 热 量 方程 》 中 有 这 种 双 线 性 项 (在 pe 项 中 ) 但 是 含有 
医 沾 系数 ， 从 这 些 项 明显 看 到 通过 这 个 相互 作用 产生 的 炉 模 式 的 量 级 不 超过 5。 运 动 方程 的 
项 ws 如 将 发 挥 重 要 得 多 的 作用 ， 它 对 于 速度 是 双 线 性 的 。 这 些 项 将 决定 所 有 “重要 的 ”和 
涡 度 模式 和 自己 相互 作用 相关 的 二 阶 效应 。 
保持 运动 方程 中 的 wo 2 项 ， 然 后 考虑 涡 度 方程 ， 我 们 得 到 方程 〈1.7) 


这 和 方程 (1.88) 不 同 于 右边 描述 了 由 于 涡 线 拉 伸 产生 涡 度 的 过 程 。 假 设 在 右边 ， 场 va 是 
不 可 压缩 的 ， 满 足 方程 (1.88) ， 我 们 得 到 第 一 个 重要 的 “二 阶 效应 ”一 速度 场 的 涡 度 模 
式 和 自己 相互 作用 导致 的 涡 度 模式 的 产生 。 这 个 相互 作用 对 声波 模式 的 影响 可 以 用 相对 5 的 
零 级 近似 确定 ， 忽 略 流体 动力 学 方程 中 所 有 含 颖 滞 系 数 和 热 扩 散 系 数 的 项 ， 以 及 运送 方程 
中 除 ue 吕 的 所 有 非 线性 项 。 但 是 在 此 情形 容易 看 到 ， 蔡 代 方 程 组 〈1.97) 的 最 后 一 个 方 
程 ， 我 们 得 到 


Op 
Ot? 
这 里 ， 右 边 显然 描述 了 与 方程 1.9) 一 致 的 速度 场 涨 落 产生 的 额外 的 压强 涨 落 ， 具 有 这 样 


a 

带 入 满足 “ 涡 度 方程 ” (1.88) 或 〈 如 果 我 们 不 假设 速度 涨 落 很 小 ) 方程 (1.7) WERTE 
缩 速度 场 ui(z, 用 的 方程 (1.101) 右边 ， 我 们 可 以 得 到 不 可 压缩 速度 场 和 自己 相互 作用 产生 
的 声场 。 在 此 情形 ， 方 程 〈1.101) 右边 显然 也 可 以 写成 - 各 * 名 8 pe ove) 。Lighthil 
(1952, 1954) 研 究 了 方程 〈1.101) 描述 的 转动 流产 生 声 波 。 这 是 和 速度 场 涡 度 模式 和 自己 相 
互 作用 相 联系 第 二 重要 的 二 阶 效应 。 


2052, 0 Oug 
Q0V 7 ck te (1.101) 


stu 


2. Tio A Fa ETE MEHR 
2.1 ” 满 流 的 概念 ; 管 流 和 边界 层 中 满 流转 扎 的 经 验 数 据 


在 前 一 节 中 ， 给 出 了 描述 流体 运动 的 方程 和 一 些 较 简单 的 解 。 我 们 也 
指出 了 ， 这 些 解 不 总 是 对 应 于 实际 中 可 能 看 到 的 流动 。 于 是 ， 在 1.2 节 中 ， 
例子 3 中 ， 我 们 注意 到 管道 中 的 流动 仅 在 足够 大 的 黏 清 系 数 和 足够 小 的 平 
均 速 度 的 情形 下 由 方程 (1.23) - (1.26) 描述 ， 而 在 1.4 节 中 ， 我 们 强调 平 
硬 上 边界 层 方程 的 布 拉 休 斯 解 仅 在 非常 小 的 zy/z 的 情形 给 出 对 数据 很 好 的 
近似 。 对 所 有 其 他 流动 的 例子 也 是 如 此 。 通 常 ， 流 体力 学 方程 的 理论 解 ， 
无 论 是 严格 解 还 是 近似 解 都 只 在 特殊 条 件 下 给 出 对 真实 流动 令 人 满意 的 描 
述 。 如 果 不 满 足 这 些 条 件 ， 流 动 的 性 质 就 会 经 历 剧烈 变化 ， 我 们 会 看 到 流 
体力 学 量 〈 有 具有 图 1 中 所 示 的 复杂 性 质 ) 的 不 规则 涨 落 ， 而 不 是 所 有 这 些 量 
在 空间 和 时 间 上 规律 光滑 的 变化 。 所 以 ， 流 体 流 动 可 以 分 为 非常 不 同 的 两 
类 : 光滑 、 平 静 的 流动 ， 只 有 当 施 加 其 上 的 力 或 者 外 部 条 件 发 生变 化 时 才 


ae 
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随时 间 变 化 ， 这 种 流动 称 为 层 流 ; 伴随 所 有 这 些 流 体力 学 量 在 时 间 和 空间 
上 的 不 规则 涨 落 ， 这 种 流动 称 为 演 流 (turbulence) 。 
层 流 和 灌流 之 间 的 差异 可 以 从 在 很 多 工程 问题 中 非常 重要 的 现象 中 看 
。 例 如 ， 消 流 情形 中 流动 对 刚体 壁 的 作用 《〈 即 ， 辟 上 的 摩擦 ) 和 层 流 锭 
质 中 动量 输 运 要 强烈 得 多 ) 。 速度 的 不 规则 涨 落 也 导致 流 
体 混合 的 剧烈 增强 。 极 强烈 的 混合 通常 被 认为 是 水 流 和 运动 最 典型 的 特征 。 
随 着 混合 的 增强 ， 流 体 的 热 导 率 和 其 他 量 也 剧烈 增 大 。 由 于 所 有 这 些 原 
央 ， 确 定 从 层 流向 湛 流 转 扎 的 条 件 是 一 个 非常 紧迫 的 问题 。 此 外 ， 找 到 满 
流 起 始 的 机 制 必 将 帮助 我 们 理解 其 本 质 并 有 助 于 消 流 规律 的 研究 ， 这 在 实 
际 工 作 中 非常 重要 。 
对 与 层 流 到 汕 流 的 转换 有 关 的 实验 数据 的 详细 调查 可 以 在 Schlichting 
(1959)、Dryden (1959) 和 Tani (1967) 的 文章 中 找到 ， 那 里 有 很 多 其 他 参 
考 文献 。 关 于 这 个 问题 的 理论 有 几 百 篇 文章 和 几 干 篇 综述 [参见 ， 例 
如 Stuart(1963, 1965)、Shen(1964)、Reid(1965)、Segel(1966)、Drazin 和 Howard(1966) 
和 G6rtler 和 Velte(1967) 的 综述 ， 也 参见 Lin(1955)、Chandrasekhar(1961) 和 Betchovr 和 Criminale(1967) 的 
专著 ]。 在 本 书 中 我 们 只 限于 考虑 最 重要 〈 和 最 简单 ) 的 流动 ， 并 将 我 们 
大 部 分 注意 力 放 在 所 涉及 的 原理 上 。 关 于 数学 计算 的 细节 和 实验 的 详细 描 
述 以 及 和 更 复杂 流动 有 关 的 内 容 ， 读 者 可 以 参考 之 前 提 到 的 文献 和 专题 文 


ze. 
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关于 汕 流 转换 条 件 的 第 一 批 结果 是 哈 根 〈Hagen，1939) 得 到 的 。 哈 根 
II UG ea 
低 ( 通 过 提高 温度 ) ， 同 样 压 力 头 下 的 流动 速度 首先 增加 到 某 个 极限 ， 然 
后 开始 再 减 小 。 在 达到 这 个 极限 之 前 的 水 的 射流 具有 光滑 的 形态 ， 但 超过 
这 个 极限 之 后 它 会 剧烈 起 伏 。 哈 根 解 释 这 些 现象 说 ， 对 于 足够 小 的 粘 清 系 
数 ， 会 产生 内 部 运动 和 涡 旋 ， 导 致 阻力 增加 ， 结 果 降 低 了 流动 的 速度 。 哈 
根 也 证 明了 可 以 通过 改变 压力 头 〈 即 ， 平 均 速度 ) 和 管子 的 半径 影响 流动 
性 质 。 然 而 ， 他 无 法 得 到 层 流向 满 流 转换 的 任何 一 般 性 判 据 。 
滑 流 转换 的 一 个 一 般 性 判 据 是 O. 雷 诺 (O. Reynolds, 1883) 使 用 粘 灌 流体 
流动 的 力学 相似 性 概念 建立 的 。 这 个 判 据 指 出 ， 只 要 雷诺 数 Re = UL/v 
超过 某 个 临界 值 Rec:， 流 动 就 是 层 流 ， 而 对 于 Re > Rey, MO Cia. 
如 在 1.3 节 中 解释 的 ， 雷 诺 数 的 重要 性 在 于 给 出 了 惯性 力 和 粘 滞 力 特 征 值 的 
比例 。 惯 性 力 导 致 起 初 遥远 的 流体 远 的 接近 ， 从 而 导致 流动 中 强烈 不 均匀 
性 的 形成 。 另 一 方面 ， 粘 滞 力 导致 临近 点 的 速度 变 得 相等 ， 即 平滑 小 尺度 
不 均匀 性 。 所 以 对 于 小 的 Re， 当 粘 滞 力 超过 惯性 力 ， 流 动 中 不 会 有 强烈 的 
不 均匀 性 ， 即 ， 流 体力 学 量 会 非常 光滑 ， 流 动 是 层 流 。 男 一 方面 ， 对 于 大 
的 Re， 粘 滞 力 的 平滑 作用 弱 ， 不 规则 涨 落 一 一 尖锐 的 小 尺度 不 均匀 性 会 出 


— 
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为 了 从 实验 上 证 实 这 个 判 据 并 测量 Rec.， 雷 诺 用 与 水 箱 相连 的 圆柱 玻璃 
管 中 的 水 流 进行 了 一 系列 实验 。 在 这 些 实验 中 ， 一 个 有 颜色 的 流体 源 被 放 
置 在 管子 入 口 的 轴线 上 。 对 于 小 的 Re， 有 颜色 的 水 呈现 细 的 清晰 的 射流 ， 
表明 流动 是 层 流 。 随 着 Re 增 大 ， 在 越过 临界 值 的 一 瞬间 ， 有 颜色 的 射流 的 
形态 剧烈 改变 。 在 管内 距离 入 口 处 很 小 的 距离 上 ， 射 流散 开 ， 其 中 出 现 波 
动 。 再 往 后 ， 出 现 分 离 的 涡 旋 ， 而 在 管 的 末端 ， 整 个 流体 都 被 染色 了 。 如 
果 在 这 样 一 个 实验 中 流动 被 电 火 花 照 亮 ， 那 么 可 以 看 到 染色 的 流体 有 多 多 
少 少 不 同 的 涡 旋 组 成 ， 它 们 表明 存在 涡 度 。 对 于 超 临 界 且 接近 于 层 流 中 Recr 
的 Re， 可 以 观测 到 瞬 变 现象 。 这 些 现象 包括 出 现 短 时 的 以 奇特 的 “潮流 里 
蛤 ”的 形态 出 现 高 频 涨 落 ， 这 首先 被 雷诺 观察 到 ， 这 些 涨 落 填 满 了 管道 的 
整个 截面 ， 但 只 是 在 相当 短 的 一 段 里 。( 根 据 席 勒 (Schiller, 1934)， 这 种 
“爆发 ”的 出 现 和 上 游 端 管内 壁 上 大 尺度 涡 旋 的 交错 形成 和 破裂 有 关 。) 
在 管子 的 起 始 部 分 ，Re > Recr， 流 动 有 类 似 的 特征 。 但 随 着 Re 增加 ， 流 
动 不 完全 未 添 流 的 这 一 初始 部 分 的 长 度 快速 减 小 ， 根 据 罗 塔 (Rotta)〉 的 测 
量 〈1956) ， 在 这 类 中 间 情 形 中 ， 在 一 个 给 定点 观察 到 满 流 的 时 间 的 占 比 
C “THER AA” ) 单调 地 随 着 距离 管子 入 口 的 距离 z 增 加 而 增加 。 已 有 的 
实验 数据 (最 详细 的 是 林 德 格 伦 (Lindgren, 1957, 1959, 1961) 的 ) 使 得 可 
以 解释 这 种 增加 ，“ 满 流 晤 蛤 ”的 前 导 缘 的 局 域 速度 超过 后 随缘 的 局 域 速 
度 ， 所 以 “ 旺 蛤 ”长 度 随 着 它 沿 管道 运动 而 增加 《一些 “ 晤 蛤 ”偶尔 赶 上 
其 他 “ 师 蛤 ”， 合 并 形成 单个 更 大 的 “ 师 蛤 ”) 。 

雷诺 的 实验 是 用 各 种 直径 的 、 入 口 与 水 箱 有 光滑 连接 的 管子 进行 的 。 
雷诺 数 Re = U,D/v 〈 其 中 [是 流动 的 平均 速度 ) 的 变化 是 通过 更 换 新 
WET (AA ASN ED) 和 变化 流动 速度 和 水 的 粘 淆 系数 〈 通 过 改变 
温度 ) 实现 的 。 这 些 实验 种 Reu. 的 平均 值 接近 12830。 然 而 ， 这 些 结果 仅仅 
是 非常 小 心地 保证 水 在 进入 管子 前 没有 扰动 而 得 到 的 。 雷 诺 的 研究 表明 ， 
对 应 于 层 流 到 泪 流 转 拨 的 Recr 的 值 很 大 程度 上 依赖 于 进入 管子 的 水 受到 拢 
动 的 程度 (或 者 ， 如 我 们 说 的 ， 依 赖 于 “初始 满 流 ”， 主 要 由 管子 入 口 
的 条 件 决定 ) ， 所 以 在 不 同 实验 中 可 能 差异 非常 大 。 不 可 能 产生 管子 中 
绝对 稳 态 的 流动 。 所 以 ， 流 动 中 总 会 有 扰动 ， 由 相对 罕见 的 速度 涨 落 表 
征 ， 这 些 速度 涨 落 的 来 源 部 分 与 从 管子 前 缘分 离 的 涡 旋 有 关 。 这 些 扰动 的 
强度 《可 以 用 参数 UV'/Ui 表 征 ， 其 中 U' 是 速度 的 zx 分 量 涨 落 的 典型 幅度 ) 
可 能 非常 大 ， 但 是 由 于 它们 不 经 常 复 现 ， 所 以 这 些 扰动 本 身 不 会 改变 流动 
的 层 流 本 质 ， 对 速度 分 布 、 压 强 降低 或 流动 的 其 他 平均 特性 没有 可 观 的 影 
响 。 对 于 足够 小 的 雷诺 数 ， 出 现 的 扰动 在 移动 到 下 游 时 被 减弱 。 然 而 ， 随 
着 雷诺 数 增加 ， 当 它 达 到 临界 值 〈 依 赖 于 扰动 的 强度 并 且 可 能 依赖 于 扰动 
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的 尺度 和 频率 )〉 的 瞬间 ， 扰 动 忽然 产生 滞 流 。 可 以 发 现 ， 对 应 于 汝 流转 毛 
的 Rec 越 小 ， 扰 动 强度 越 强 。 于 是 ， 例 如 ， 在 管子 具有 尖锐 入 口 穿 过 水 箱 
壁 的 情形 ， 管 子 末 端 会 产生 可 观 的 扰动 ，Recr 约 等 于 2800。 反 过 来 ， 如 果 
入 口 的 扰动 程度 通过 某 种 方式 大 幅 降 低 ， 我 们 就 可 以 推迟 层 流 到 淇 流 的 转 
换 到 非常 大 的 雷 话 数 〈 这 被 称 为 层 流 的 持久 性 (persistence of the laminar 
regime) ) 。 巴 恩 斯 和 科 克 (Barnes, Coker, 1905) fe Me KE FA im i. ee 
换 推 迟到 Ree. 20000, Rm (Ekman, 1911) 推迟 到 Rec œ~ 50000. pE 
In,» PLES CComolet, 1950) 得 到 管子 中 雷诺 数 在 70000-75000 范 围 的 层 
流 ， 普 芬 宁 格 (Pfenninger, 1961) [他 放置 了 十 二 道 屏 ， 减 弱 管子 入 口 和 大 
气 之 间 的 扰动 | 发 现 管 中 的 流动 甚至 在 Re = 100000 也 可 以 是 完全 的 层 流 。 

这 些 结果 表明 ， 雷 诺 数 本 身 不 是 汕 流 转换 的 唯一 判 据 ， 对 于 管 中 的 流 
动 ， 显 然 不 可 能 找到 一 个 普 适 的 临界 值 Ree. 使 得 对 于 Re > Reu， 流 动 就 一 
定 是 汕 流 。 为 了 确定 管 中 层 流 的 Re 值 的 上 界 ， 有 必要 知道 所 考虑 的 层 流 中 
入 口 处 淇 流 的 水 平 。 所 以 层 流 的 Re 值 的 上 界 一 般 是 参数 Uf/ 的 函数 〈 显 
然 随 着 这 个 参数 的 减 小 而 单调 增 大 ) 。 

如 果 不 知道 层 流 中 扰动 的 程度 ， 我 们 就 只 能 得 到 相当 弱 的 表明 只 可 
能 存在 层 流 的 条 件 的 判 据 。 为 此 ， 我 们 必须 确定 对 于 管子 入 口 处 层 流 
中 最 大 可 能 的 扰动 水 平 ， 对 应 于 层 流 到 滑 流 转换 的 临界 雷诺 数 Reu.min。 
当 Re < Recrmin 流动 总 是 层 流 ， 即 ， 任 何 扰动 ， 无 论 强度 如 何 ， 都 会 被 抑 
制 | 。 


雷诺 自己 进行 了 测量 Recr wmin 的 实验 。 因 为 在 这 些 实验 中 必须 尽 可 能 在 
管子 中 引入 扰动 ， 染 料 注 入 的 方法 显然 不 适合 。 结 果 ， 我 们 必须 用 其 他 
方法 确定 淇 流转 按 ( 例 如 ， 用 确定 平均 速度 对 压强 降低 依赖 的 表面 摩擦 规 
律 的 变化 ) 。 在 雷诺 的 实验 中 ，Re = UD/v 的 最 小 临界 值 为 Recr min © 
2030。 在 随后 的 所 有 研究 中 也 得 到 了 接近 的 值 (处 于 1800 到 2320 之 间 ) [ 包 
括 林 德 格 伦 (Lindgren, 1959, 1961) 和 西 布 金 (Sibulkin, 1962) 最 近 的 工作 ]。 
类 似 的 工作 对 应 矩形 截面 的 水 渠 中 的 流动 也 是 对 的 [ 见 ， 例 如 纳 拉 亚 南 和 纳 
拉 亚 娜 (Narayanan, Narayana, 1967)]。 

在 围绕 刚体 的 边界 层 流动 的 研究 中 得 到 了 在 很 多 方面 和 上 面 类 似 的 
关于 淇 流转 换 判 据 的 结果 。 让 我 们 考虑 ， 例 如 ， 再 平面 上 方 平行 于 平面 
的 、 勾 速 U 的 流动 形成 的 边界 层 。 这 个 边界 层 的 雷诺 数 可 以 定义 为 ， 例 
W, Res = V5/v， 其 中 5 是 边界 层 的 厚度 。 或 者 我 们 可 以 用 更 容易 测量 的 
量 Rez = Uz/v， 其 中 zx 是 沿 流动 方 同 距离 平面 前 缘 的 距离 。Res 和 Rez 通 过 
函数 关系 相 联 系 ， 例 如 ， 对 于 层 流 ， 根 据 1.4 节 的 结果 ，Res w 5/Re, [ 参 
见方 程 (1.49) J- A FYÈ, Res 和 Rez 都 增 大 ， 在 某 一 点 zw， 它们 达到 
“临界 值 ”， 流 动 剧烈 改变 性 质 ， 变 成 油 流 。 于 是 ， 对 于 z < ze 《更 准确 
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地 说 ， 对 于 Res < Reser 和 Rez < Rere) ， 边 界 层 中 的 流动 是 层 流 ， 而 对 
Fa > Ze (BH, Res > Rejc 和 Rez > Reser) ， 流 动 是 潮流 。 在 中 间 zx = 
zx 的 邻 域 会 形成 一 个 “混合 态 ”， 其 中 只 能 观察 到 分 立 的 濡 流 “ 爆 发 
这 些 爆 发 以 “ 湛 流 点 ”的 形式 出 现在 某 点 ，“ 注 流 点 ” 尺度 增 大 并 随 着 
向 下 游 运动 互相 合并 [ 见 ， 例 如 ， 施 利 希 廷 (Schlichting, 1959), B14, F} 
尔 斯 (Coles, 1962)， 斯 图 尔 特 (Stuart, 1965) 和 埃 尔 德 (Elder, 1960) 的 综述 文 
章 ]。“ 满 流 点 ”的 出 现 导致 在 zor 附近 的 点 有 交错 的 层 流 和 灌流 状态 。 在 转 
换 区 起 始 处 ， 淇 流 状态 发 生 的 频率 和 持续 时 间 都 可 以 忽略 ， 而 在 其 末端 ， 

层 流 状态 非常 罕见 地 发 生 并 且 时 间 很 短 。 


对 边界 流 的 临界 雷诺 数 的 第 一 次 测量 是 1924 年 博 格 斯 (Burgers) 和 
范 . 德 赫 格 . 齐 能 进行 的 ， 他 们 研究 了 风 洞 中 经 过 一 个 平面 玻璃 盘 的 空气 
流 。 之 后 不 久 ， 汉 森 CHansen,1928) 也 进行 了 类 似 的 测量 | 特别 参见 图 4。 
根据 这 些 作者 的 数据 


`~ 
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Rez cr = (=) ~ 3-105 — 5-105, 
cr 


对 应 于 本 
Reser = (=) ~ 2750 — 3500, 


和 管子 中 流动 的 Reu 值 量 级 相同 。 后 来 证 明了 在 管子 中 流动 的 情形 ， 
边界 层 的 临界 雷诺 数 很 大 程度 上 依赖 于 周围 流动 的 扰动 程度 ，Rez 可 以 
MA x 105 变 化 到 差不多 3 x 105( 见 图 7， 图 中 展示 了 Rezer 对 UV/U 的 依赖 ， 
其 中 3U? 取 为 等 于 周围 流动 速度 涨 落 的 平方 平均 )。 然 而 ， 我 们 在 图 7 中 
看 到 ，Rezcr 的 值 不 会 无 限 增长 ， 而 是 会 趋 铝 于 一 个 确定 的 极限 ( 量 级 
为 3 x 105) ， 在 此 之 上 ， 边 界 层 变 成 满 动 的 ， 无 论 初 始 流动 的 扰动 多 
么 小 。 另 一 方面 ， 在 圆柱 管道 中 流动 的 情形 ， 实 验 并 未 显示 出 Reu. 随 
着 /UV 趋向 于 零 时 的 增长 率 有 剧烈 减 小 ， 所 以 看 起 来 有 可 能 在 这 里 ， 随 
#U'/U 一 0, Res > co《〈 即 ， 对 于 任何 Re 值 ， 管 道中 的 流动 都 会 是 层 
流 ， 只 要 可 以 保证 入 口 处 流动 有 足够 小 的 扰动 ) 。 我 们 将 在 2.8 节 中 更 详细 
地 讨论 边界 层 和 管道 中 流动 的 这 个 重要 差异 。 

沿 具 有 天 然 或 人 造 不 规则 形 的 粗糙 平面 的 流动 的 临界 雷 详 数 小 得 多 这 
个 事实 和 周围 流动 中 扰动 的 油 动 化 效应 有 关 。 根 据 很 多 实验 的 数据 ， 即 
使 一 个 孤立 的 不 规则 性 也 会 导致 层 流 边界 层 转 据 为 濡 流 边界 层 ， 只 要 不 规 
则 性 的 高 度 ho 处 于 领域 中 边界 层 的 “位 移 厚 度 ”6* ~ 0.365 的 量 级 。 更 为 重 
要 的 是 很 多 散布 于 整个 平面 上 的 不 规则 性 的 效应 参见， 例如 ， 施 利 希 廷 
(Schlichting, 1959) ， 第 X 章 或 者 德里 登 (Dryden, 1959) 第 5 章 ]。 即 使 入 
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Ay 


图 7 平面 上 边界 层 的 临界 雷诺 数 对 自由 流动 扰动 水 平 的 依赖 [根据 德 


(Dryden, 1949) ]。《 图 中 不 同 的 符号 表示 不 同 研究 中 的 数据 。) 


射流 动 中 有 非常 小 的 纵向 压强 梯度 ，Reze 的 值 也 会 可 观 地 变化 。 但 


i 
Ke 


tt 


日 我 们 不 


会 详细 讨论 这 一 点 ， 而 是 限于 仪 考虑 和 一 个 和 负 压 强 梯度 的 存在 有 关 的 特 


殊 效 应 。 


2.2 AEA mM; 边界 层 分 离 ， 阻 力 危机 和 边 宪 层 转 护 的 机 制 


经 过 一 个 固体 的 粘 灌流 体 的 流动 中 向 淇 流 的 转换 不 仅 在 边界 层 中 
生 ， 也 会 由 物体 后 方 的 洋流 尾 流 的 形成 (因为 宏观 涡流 从 其 表面 


图 8 经 过 一 个 垂直 
线 ) 的 示意 图 。 


加 


漠 流 尾 流 的 形成 一 般 和 流动 中 负 的 纵向 压强 梯度 的 阻碍 作用 


我 们 考虑 ， 例 如 ， 被 垂直 于 其 轴 的 无 旋 流 动 冲刷 的 垂直 


li 


iE CWA 


分 离 ) 造 


有 关 。 


8, K 


发 


柱 的 流动 中 不 同 点 处 的 流 线 〔 点 线 ) 和 速度 分 布 〈 实 


让 
中 


展示 了 流动 经 过 圆柱 的 上 半 部 分 ) 。 在 边界 层 外 ， 流 体 可 以 假设 是 理想 流 
体 并 且 其 运动 是 无 旋 的 。 这 个 位 势 运动 的 流 线 在 圆柱 的 上 部 〈 点 C) 最 接 
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5i 
AN> 


[由 1.4 节 ， 方 程 (1.38) 
的 压强 会 达到 最 小 ， 所 


埋 果 切 向 速度 w 达 到 最 大 值 。 由 伯 努 利 方程 


BTA use = ie 得 到 ]C 点 处 靠 外 的 流动 
以 它 沿 4C 减 小 ， 沿 CB 增 大 。 沿 物体 表面 的 这 种 


压强 变化 也 发 生 在 边界 层 中 (因为 横 穿 边界 层 压 强 几 平 不 变 ) 。 结 果 ， 
在 CE 上， 边界 层 中 的 流体 必须 沿 压 强 增 大 的 方向 运动 ， 导 致 收 到 阻碍 。 当 


然 ， 这 种 阻碍 在 流体 粒子 在 圆柱 表面 运动 时 有 最 强 的 效应 ， 即 ， 具 有 最 小 


DU 


的 速度 。 在 C 下 游 的 菜 点 D， 这 些 粒 子 会 停 住 ， 超 过 DD 点 ， 它 们 会 相对 远离 


圆柱 表面 还 没有 收 到 阻碍 的 流体 粒子 往 回 运动 。 在 之 外 物体 表面 形成 反 


向 流 迫 使 靠 外 的 流动 离开 圆柱 表面 ， 于 是 产生 了 我 们 所 说 的 “边界 层 从 表 
四 分 离 ”， 在 流体 中 形成 流动 分 界面 DP。 显然， 如 果 速 度 U 在 COC 点 之 后 足 


够 快 地 减 小 ， 那 么 边界 层 分 离 束 一 定 会 发 生 。 即 使 边界 层 在 分 离 之 前 是 层 


流 的 ， 在 分 离 之 后 它 也 会 表现 为 自由 射流 并 且 会 很 快 变 成 淇 动 的 “对 于 比 
不 分 离 的 边界 层 小 很 多 的 Re， 因 为 壁 的 存在 对 于 流动 有 稳定 作用 ) 。 流 动 


分 界面 DF 是 一 个 速度 切 


向 不 连续 的 面 ， 非 常 不 稳定 〈 见 下 文 ) ， 会 很 快 转 


变 为 一 个 或 多 个 涡 旋 。 在 分 界面 之 外 的 五 万 已 区 域 会 形成 一 个 靠近 圆柱 的 大 


斥 度 涡 旋 ， 在 圆柱 的 下 方形 成 第 二 个 这 样 的 涡 旋 。 这 些 涡 旋 交 苦 从 圆柱 分 
离 ， 向 下 游 运动 并 逐渐 消失 ; 在 它们 的 位 置 会 形成 新 的 涡 旋 《〈 见 例如 ， 洗 
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层 之 外 ， 运 动 是 无 旋 的 


Jg 
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《 即 ， 位 势 的 ) 。 实 际 上 ， 边 界 层 外 的 流体 可 以 


假设 为 理想 的 ， 因 此 可 以 得 出 ， 沿 任何 封闭 围 道 的 速度 环 量 守恒 ， 所 以 在 


稳 态 运动 的 情形 ， 速 度 的 旋 量 沿 流 线 为 和 常量。 所以， 显然 距离 物体 一 段 距 


离 的 滑动 转动 流 区 域 只 有 在 流 线 离开 边界 层 〈 由 于 烙 清 ， 其 中 运动 是 有 旋 


的 ) 时 才 会 出 现 ， 即 ， 当 边界 层 中 的 流体 和 其 外 的 流体 有 直接 混合 时 。 


同样 明显 的 是 ， 流 线 不 能 离开 速度 旋 度 不 为 零 的 流动 区 域 ， 即 消 流 尾 
流 《〈 尽 管 它们 可 以 从 位 势 流 区 域 进 入 尾 流 ) 。 换 名 话说 ， 流 体 可 以 从 位 势 


流 区 域 进 入 汕 流 尾 流 ， 而 不 能 流出 淇 流 尾 流 。 同 时 ， 速 度 的 消 动 涨 落 可 以 
从 尾 流 中 穿 透 进入 位 势 流 区 域 ， 尽 管 有 相当 大 的 衰减 。 实 际 上 ， 对 于 不 可 
压缩 流体 的 位 势 运动 ， 运 动 方程 《1.7) 严格 成 立 。 所 以 ， 在 此 情形 ， 流 动 
由 不 可 压缩 性 条 件 〈1.5) 描述 。 这 个 条 件 等 价 于 速度 势 p 《和 速度 的 关系 


Au = 0p/da;) 的 拉 普 


拉 斯 方程 Vzp = 0。 令 z 为 跨 尾 流 的 坐标 。 于 是 描 


述 速度 涨 落 的 场 p(z,y,z) 可 以 方便 地 分 解 为 p = polze tk) E RH E 


性 成 分 。 由 V2p = 0， 可 以 得 到 时 铺 = ky, Hpk = yk? Fk 是 波 数 ， 


2. 流体 动力 学 不 稳定 性 和 灌流 转 据 


反比 于 所 考虑 的 周期 性 涨 落 的 水 平 COay Fil 


大 而 增 大 ) 的 物理 含 


出 。 所 以 ， 涨 落 衰减 越 快 ， 斥 度 越 小 。 
处 ， 只 会 出 现 相对 光滑 的 大 尺度 涨 落 。 对 于 这 些 涨 落 ， 能 


作用 ， 故 而 流动 中 几乎 所 有 耗 散 都 发 生 在 有 旋 的 消 流 尾 流 
可 观 的 能 量 耗 散 以 及 流动 分 界面 
满 流 尾 流 越 窗 〈 即 ， 分 离 点 在 物 
对 于 足够 大 的 雷诺 数 (但 直 


RAS Ta Ti FB i LX A 
分 离 的 边界 层 的 物体 可 观 的 阻力 增加 。 


体 表面 的 位 置 越 远 ) ， 


义 ， 


我 们 发 现 z > 0 


这 个 阻力 通常 越 小 。 


Al) 尺度 。 不 考虑 oo《〈 随 z 的 增 
区 域 涨 落 幅度 的 减弱 
结果 ， 在 位 势 流 内 部 足够 远 的 距离 


ie "Ae 


量 耗 散 不 起 很 大 
中 。 ô 
的 形成 导致 具有 


到 分 离 点 的 边界 层 仍然 为 层 流 ) ， 阻 力 系数 Cw = riag 其 中 W 是 总 的 


阻力 ，5 是 物体 的 面积 或 截面 积 ) 不 依赖 于 Re， 
于 Re (可 以 由 方程 ( 锡 )_， 


= 0 看 出 来 ， 可 以 证 明 雷 


因为 分 离 点 的 位 置 不 依赖 


诺 数 不 出 现 ) 。 然 而 ， 


当 我 们 接近 边界 层 在 分 离 点 前 变 成 注 流 的 那些 雷 诡 数 时 ， 分 离 点 会 向 下 游 


移动 ， 此 时 满 流 尾 流 变 得 相当 窜 ， 物 体 阻力 急速 减 小 (很 多 倍 ) 
象 被 称 为 阻力 危机 (drag crisis) 。 这 
边界 层 变 得 灌 动 时 急剧 增 大 。 所 以 ， 


很 大 增加 ， 使 得 边界 层 

边界 层 情形 长 得 多 。 
经 过 一 个 球体 的 情 

在 此 情 


10° 的 0.15。 后 来 ， 人 们 也 在 考虑 
的 系数 Cw 表现 相同 。 
AT eR AA ae, Jal 
a ACS), BAD FAL HE ERE 
围 的 线 环 解决 经 过 球体 的 
扰动 导致 边界 层 中 的 转换 。 

沿 物体 表面 某 个 部 分 的 流动 方向 增加 。 


于 0.1。 圆 柱 体 
图 9 所 示 。 由 上 
为 汕 流 的 临界 雷 


1914) 的 实验 中 明确 得 到 证 实 ， 他 尝试 拟 合 球 周 
即 在 流动 中 引入 额外 的 
条 件 时 压强 


阻力 危机 ， 
边界 层 


分 离 的 必要 


可 以 解释 为， 


EK A |B 


。 这 个 现 
边界 层 中 的 动量 输 运 在 


被 边界 层 夹带 的 外 部 流动 中 的 流体 有 
中 的 流体 粒子 沿 压强 增加 的 方向 运 


去 动 的 距离 比 层 流 


的 阻力 危机 首先 被 艾 弗 (Eiffel，1912) 观察 到 。 
BS， 从 大 阻力 到 小 阻力 的 转变 发 生 在 雷诺 数 Re = UD/v〈 其 中 DD 是 
球 的 直径 ) 接近 5.0 x 105 时 ;， 阻 力 系数 Cw 大 约 从 Re = 105 的 0.5 降 低 为 Re = 
FE 常 周到 的 实验 中 发 现 Cyy 的 最 小 值 小 
柱 的 阻力 系数 对 Re 的 依赖 如 
围 流动 的 扰动 越 强 


CBU, WHER 
这 在 普 衣 特 (Prandtl, 


不 仅 流 过 凸 表面 的 流动 满足 这 个 条 件 ， 其 他 情况 也 满足 这 个 条 件 ， 例 如 ， 


扩张 的 锥 
发 生 边 界 层 分 


ee 


在 这 些 情形 也 可 能 


在 负 的 纵向 月 
对 Rez,cr 值 的 影 


ore 
向。 我 们 可 以 


下 的 边界 层 分离 也 可 以 在 一 


致 随机 形成 共 
转换 。 在 这 个 


不 稳定 的 8 形 速 
段 设 的 基础 上 ， 


定 程度 上 解释 周围 流 
段 设 这 个 效应 和 这 些 扰动 产生 的 纵向 压强 梯度 涨 落 有 关 ， 导 


i 动 中 的 扰动 


大 


度 分 布 的 位 置 〈 如 图 8 中 互 点 ) 
GI 泰勒 (G.I. Tayl 


“这 个 分 析 来 自 
1955) 和 斯 加 


核心 作用 。 


RAF (Stewart, 1956) WAM hat 


AIH ASE RASH (Landau, Lifshitz, 1963) ; 


or, 1936a) 尝试 从 理 


[导致 边界 层 的 分 离 和 
论 上 估计 临界 雷诺 


已 在 菲利普 斯 (Phillips, 


区 域 之 外 速度 场 的 详细 看 


完 中 也 发 挥 了 


9 球 和 圆柱 的 阻力 系数 对 雷诺 数 的 依赖 。 


两 


数 Rez,cr 对 周围 流动 的 初始 湛 动 水 平 的 依赖 (后 来 维 希 喻 特 (Wieghardt, 1940) 给 出 了 泰 
勒 的 结果 的 一 个 更 短 的 推导 ) 。 


在 他 的 工作 中 ， 泰 勒 从 存在 纵向 压强 梯度 Bp/8z 的 层 流 边界 层 的 冯 .卡门 - 波 尔 豪 
(von Kérman-Pohlhausen) 近似 理论 出 发 。 根 据 这 个 理论 ， 边 界 层 不 同 截 面 的 速度 分 
的 形式 只 依赖 个 无 量 纲 参量 A = -2 问 。 在 平面 上 放 的 边界 层 中 9p/z = 0， 但 可 能 
存在 压强 涨 落 。 所 以 泰勒 提 出 一 个 固定 截面 上 的 运动 特征 由 参数 A = 一 二 ;器 (其 中 yp 是 
压强 涨 落 ，5/16z 表 示 导 数 99x 的 典型 值 ) 确定 。 换 名 话说， 根据 泰勒 的 工作 ， 层 流 到 消 流 上 
转 撰 点 由 参数 A 达到 某 个 临界 值 决定 。 但 是 运动 方程 表明 ， 一 办 一 定 和 ww 污 = Lou 
相同 的 量 级 ， 其 中 心 是 周围 流动 中 纵向 速度 的 涨 落 。 进 一 步 ， RIMAE ~ BE, 其 
HU! 是 速度 涨 落 的 典型 值 ，》 是 所 谓 的 泰勒 清流 微观 尺度 ， 由 { 党 UP 的 条 件 确定 
(这 个 尺度 在 本 书后 面 的 章节 中 将 被 多 次 用 到 ) 。 尺 度 和 可 以 用 消 流 的 外 尺度 (定义 了 
速度 涨 落 的 瞬时 值 之 间 的 某 种 关系 还 明显 的 最 大 距离 的 量 级 》 表示 如 下 ; 平均 能 量 耗 散 
Re w v (党 AMEE 22, ASAE AIL ot, EAE FUL (我 
们 将 在 本 书 第 二 卷 中 更 详细 地 讨论 这 一 点 ) 。 结 果 


/ 一 1/2 / 12 15\ 1/2 
ann 2 ) l 1p U ~ (3) l 
v p ôx 入 vL 
考虑 到 对 于 平面 上 方 层 流 边 界 层 ，5 ~ (ve/U)/2, RIE 


20% 1\ 5/2 173 1/2 
a 0” Op a U (2) /2 (Ux 
vUp 6x U L v 


i 


2. 2. 流体 动力 学 不 稳定 性 和 满 流 转换 


所 以 ， S Rerz,cr = p(Acr)s 我 们 得 到 


Resa = (2) =F [5 (2) | (2.1) 


FRAT AY MEADER KELAA E mM R E E PIER an, WR im A 
洞 中 的 一 个 网 格 产生 的 ， 那 么 亏 会 近似 等 于 网 格 的 线段 之 间 的 距离 ) 。 


012 

HH 
pry) eee ee 
l CUARAN oD=127cm | | 
Q04 


图 10 经 过 球 的 流动 的 Reu 对 下 (2)? RRN. 


这 里 已 经 对 经 过 平面 的 流动 的 情形 推导 了 (2.1) ， 根 据 这 个 结果 ，Recr 只 依赖 
a (2) 5, BÆ, CHE MAU HOT, Rees, Sieh 
FRY ER RA SID FE it AR I. EIS, RERA 

竺 征 尺度 D， 以 及 用 Res = Us/v 或 Re = VD/zv 蔡 代 Rez = Vz/v。 尽 管 推导 缺乏 
严格 性 ， ie 念 数 据 符合 得 非常 好 〈 见 ， 例 如 图 10， 图 中 给 出 了 德里 登 、 舒 饱 
尔 、 莫 克 和 施 克 拉 姆 施 塔 德 (Dryden, Schubauer, Mock, Skramstad, 1937) ， 他 们 测量 了 
流动 中 具有 不 同 强度 和 尺度 满 流 的 不 同 半径 的 球体 边界 层 的 Rec: 值 〉。 


2.3 ”流体 动力 学 不 稳定 性 


在 清流 转换 问题 的 理论 分 析 中 ， 我 们 必须 从 这 个 事实 开始 ， 任 何 流体 
流动 的 速度 和 压强 场 ， 无 论 是 层 流 还 是 消 流 ， 都 是 流体 力学 方程 在 -- 定 初 
始 条 件 和 边界 条 件 下 的 解 。 特 别 地 ， 稳 态 层 流 由 这 些 方程 的 稳 态 解 描述 ; 
然而 ， 在 消 流 的 情形 ， 每 个 流动 的 例子 都 对 应 于 动力 学 方程 的 非常 复杂 的 
非 稳 态 解 。 对 于 足够 大 的 雷诺 数 不 可 能 存在 层 流 〈 尽 管 对 于 任何 Re， 流 
体力 学 方程 都 有 一 个 稳 态 解 ) 清楚 地 表明 ， 并 非 每 一 个 解 都 对 应 于 一 个 真 
实 的 流体 运动 。 可 以 自然 地 把 这 个 事实 和 熟悉 的 推测 相 联系 : 真实 的 运动 
不 仅 要 满足 动力 学 方程 ， 而 且 必 须 对 于 小 扰动 是 稳定 的 。 换 名 话说， 总 是 
存在 的 运动 中 的 小 扰动 必须 随时 间 衰 减 ， 从 而 不 改变 流动 的 一 般 性 质 。 另 
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一 方面 ， 如 果 这 些 扰动 随时 间 增 长 ， 那 么 初始 运动 会 产生 可 观 的 扭曲 ， 结 


果 ， 这 个 运动 无 法 在 可 观 的 时 间 内 继续 存在 。 
所 以 我 们 可 以 预期 Reu 的 值 对 应 于 失去 稳定 性 的 有 
Reer， 层 流 是 稳定 的 ， 而 对 于 Re > Rew， 它 是 不 稳定 的 ， 


条 件 ; 对 于 Re < 
在 小 扰动 的 影 


响 下 变 成 淇 流 。 但 如 果 是 这 样 的 ， 那 么 通过 对 运动 方程 的 层 流 解 的 数学 研 
究 ， 我 们 就 可 以 《至 少 原则 上 ) 理论 上 确定 对 应 的 临界 雷诺 数 。 


满 流 由 流动 中 非常 


个 具有 非常 多 E 


由 度 的 动力 学 系统 ， 


其 中 


杂 的 不 规则 速度 涨 落 和 其 他 特征 所 表征 。 这 些 涨 
落 起 始 的 力学 可 以 从 一 役 力学 的 观点 来 解释 。》 


只 需要 把 流体 流动 考虑 为 一 
从 外 流入 的 能 量 导致 自 激 振荡 。 


自由 度 概念 的 应 用 必须 立即 引入 一 些 唯 - 地 描述 位 型 的 广义 坐标 。 为 


了 定义 这 些 广义 坐标 ， 我 们 可 以 从 把 运 


动 分 解 为 基本 分 量 开始 。 


这 些 分 


量 必须 保证 它们 的 能 量 之 和 等 于 流动 的 总 能 量 ， 而 每 个 分 量 的 状态 由 相当 


少量 的 参数 表征 。 所 有 这 些 运动 的 基本 分 量 的 参数 可 以 作为 流动 的 广义 华 
标 ， 这 些 坐标 的 数量 〈 可 以 在 给 定 的 外 界 条 件 下 变化 ) 是 流动 的 自由 度 总 


数 。 从 数学 的 观点 看 ， 把 运动 分 解 为 基本 分 量 等 价 于 把 速 


度 场 用 正 交 函数 


系 展开 ;这些 函数 中 的 每 
动 的 广义 坐标 。 任 意 


个 描述 运动 相应 的 基本 分 量 ， 
正 交 函数 系 的 选择 由 流动 的 边界 形式 决定 。 对 应 有 限 


而 展开 系数 是 流 


体积 中 的 流动 ， 正 交 坐 标 系 总 是 可 数 的 ， 所 以 这 些 流动 最 多 有 一 个 可 数 的 


广义 坐标 集 。” 
对 应 稳 态 层 流 ， 广 义 坐 标 值 唯一 地 由 给 定 的 外 部 和 边界 条 件 定义 ， 使 
得 层 流 的 自由 度数 为 零 。 有 限 体积 中 灌流 的 自由 度数 将 非常 大 ， 但 也 是 有 


限 的 。 实 际 上 ， 当 速度 场 分 解 为 一 


系列 


度 的 基本 运动 。 随 着 分 量 的 阶 无 帮 


于 粘 清 ， 尺 度 太 小 的 涨 落 不 存在 。 于 是 ， 对 于 稳 态 
开 系 数 不 依赖 于 时 间 。 这 意味 着 流动 的 自由 度数 目 是 有 限 的 。 自 
必须 随 着 烙 灌 系数 的 减 小 而 增 大 ， 换 句 话 说 ， 随 着 Re 的 增 大 而 增 大 。 根 据 
BAW FSR HK 49 He (Landau, Lifshitz, 1963) 的 合计 ， 对 于 足够 大 的 Re， 有 
| 度数 正比 于 Re9/4， 其 中 Re 是 


BR AAR E iin Tit AY E 
结果 将 在 第 2 卷 中 讨论 ) 。 


增 大 ， 


EAS PRB ORS TIE AS TAR 
相应 的 尺度 趋向 于 零 。 然 而 ， 由 


具有 大 雷诺 数 的 发 展 充 分 消 流 ， 自 


| 度数 


如 果 我 们 不 仅 要 描述 系统 的 位 型 


外 部 条 件 ， 速 度 场 的 展 
| 度数 也 


总 体 流动 的 雷诺 数 〈( 这 个 


所 以 ， 自由 度数 将 随 Re 的 增 大 而 快速 增 大 ， 对 于 


会 达到 非常 之 大 。 


还 要 描述 其 随时 间 的 变化 ， 我 们 除了 


广义 坐标 的 值 还 需要 相应 的 广义 速度 值 。 所 有 广义 坐标 和 广义 速度 值 的 


选择 定义 了 一 个 系统 的 相 空 


"无 限 空间 中 流动 的 概念 总 是 理想 化 的 。 使 


间 中 的 某 个 点 ， 完 全 表征 了 这 个 系统 的 瞬时 状 
] 这 种 理想 化 ， n 


JKF A E 


叶 - 斯 带 尔 杰 斯 积分 将 在 第 2 卷 中 广泛 使 用 


) 的 展 


(而 不 是 把 速度 场 用 


交 函 数 系 展开 ) 


并 人 允许 存在 连续 谱 。 然 而 ， 在 
数 数量 的 简谱 振荡 。 


了 界 的 时 空 区 域 ， AA IER 


ES OER aR wf DUTTA 


2. 流体 动力 学 不 稳定 性 和 消 流 转 所 


态 。 系 统 状态 的 变化 由 相 空 间 中 一 条 确定 的 线 一 系统 的 相 轨 道 


相 轨 道 是 描述 系统 演化 的 一 种 方便 的 方法 。 
证 我 们 考虑 具有 固定 的 稳 态 外 部 条 件 《〈“ 特 别 是 具有 不 变 的 


描述 。 描 绘 


能 量 内 流 ) 


但 具有 各 种 初始 条 件 的 流体 流动 的 演化 。 每 个 初始 条 件 集 合 


\ 有 来 自 相 


应 相 点 的 相 轨 道 。 这 些 相 轨道 的 长 期 行为 是 一 个 有 趣 的 问题 。 
可 以 知道 ， 具 有 大 量 自由 度 和 稳 态 外 部 条 件 的 动力 学 系统 倾向 


个 极限 平衡 态 ， 在 其 中 平均 能 量 内 流 等 于 系统 的 平均 能 量 耗 散 ， 总 能 量 


| 统计 力学 
于 收敛 到 某 


一 个 固定 的 值 ， 在 不 同 自由 度 有 固定 的 分 布 。 我 们 可 以 假设 广泛 类 型 的 流 


动 存在 两 种 可 能 的 极限 状态 一 层 流 和 应 流 。 流 动 的 每 条 相 轨 道 


随时 间 的 演 


化 或 者 渐进 趋向 于 对 应 于 层 流 的 点 ， 或 者 解决 某 个 对 应 于 稳 态 消 流 状态 的 


“极限 环 ”。 汕 流转 换 的 判 据 必 须 让 我 们 能 够 从 相 轨 道 的 起 点 
限 状 态 中 的 哪 种 会 发 生 。 


预测 两 种 极 


有 可 能 把 流体 运动 分 解 为 基本 分 量 意味 着 流动 可 以 考虑 为 一 组 相互 作 


用 的 基本 非 线 性 振子 。 在 每 个 这 些 振子 中 ， 由 于 能 量 内 流 ， 可 


振荡 。 这 些 振荡 出 现 的 可 能 性 由 各 种 振幅 a 的 振子 得 到 的 能 量 


能 产生 自 激 
Et Meth 


FAVRE ZAM AME LAID 。 如 果 对 于 所 有 振幅 有 EE > E+ 
(Kila) ， 那 么 振荡 显然 对 于 任意 初始 幅度 都 会 衰减 ， 系 统 对 任何 扰 


动 都 是 稳定 的 。 如 果 对 于 al < a < aA E < B+， 而 对 于 a 


< al 或 a > 


aE > ET (Allb) ， 那 么 初始 幅度 a < al 的 振荡 会 衰减 ， 初 始 幅 


度 a > ai 的 振荡 会 增长 ， 直 至 


| 它们 的 幅度 达到 平衡 值 ao。 在 此 情形 ， 系 统 对 


于 小 扰动 是 稳定 的 ， 但 对 于 足够 大 幅度 的 扰动 是 不 稳定 的 (这 样 的 系统 称 
为 具有 硬 自 激 Chard self-excitation) 的 系统 ) 。 最 终 ， 如 果 对 于 任意 幅度 
(无 论 多 么 小 ， 图 11c) MALT > EB-， 那 么 系统 对 于 无 限 小 的 扰动 都 是 不 


稳定 的 〈 即 绝对 不 稳定 ) ， 实 际 上 总 是 处 于 幅度 为 ao 的 自 激 振荡 状态 ( 具 


ARK EK (soft self-excitation) 的 系统 ) 。 


£ E- E+ 


a) 


图 11 振子 获得 和 损失 的 能 量 对 振子 幅度 依赖 的 不 同情 形 。 


由 下 面 的 讨论 ， 很 自然 会 想到 ， 在 流体 流动 中 会 出 现 图 11 所 示 的 所 有 


三 种 情形 ， 然 而 ， 在 一 个 给 定 流 动 中 ， 让 我 们 能 确定 哪 种 情形 
的 精确 条 件 仍然 不 清楚 。 


会 真正 存在 
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2.4 ”绝对 稳定 流体 流动 的 简单 例子 


上 面 我 们 引用 了 和 管道 和 边界 层 中 流动 的 Recr 对 初始 扰动 强度 和 层 流 持 
续 时 间 的 依赖 有 关 的 实验 数据 。 这 些 数据 表明 ， 对 于 比 Recr,min 稍 大 的 Re， 
流动 将 是 具有 硬 激发 的 自 激 系统 〈 这 样 的 系统 中 振荡 激发 的 一 个 可 能 机 制 
由 2.2 节 中 讲述 的 泰勒 的 理论 给 出 ) 。 

我 们 现在 展示 对 无 限 小 的 扰动 也 不 稳定 的 流体 运动 的 一 些 简单 例子 ; 
即 ， 从 振荡 理论 的 观点 看 ， 它 们 是 具有 软 激 发 的 系统 。 


图 12 受 扰动 的 切 向 速度 不 连续 表面 附近 的 流 线 和 压强 分 布 的 示意 图 。 


绝对 不 稳定 流动 的 一 个 最 简单 的 例子 是 我 们 在 前 面 已 经 提 到 的 在 切 向 
速度 不 连续 表面 附近 的 流动 。 在 此 情形 ， 绝 对 不 稳定 性 可 以 借助 最 简单 的 
物理 考虑 定性 解释 。 让 我 们 考虑 零 粘 清 的 理想 流体 ， 两 层 以 大 小 相等 方向 
相反 的 速度 UV 和-U 相 互 滑 动 ， 形 成 一 个 速度 不 连续 的 表面 。 让 我 们 假设 由 
于 不 连续 表面 的 某 些 扰动 ， 会 形成 一 个 小 振幅 波 〈 见 图 12) 。 为 了 简单 ， 
我 们 假设 这 个 波 是 不 行进 的 。 在 这 些 情形 ， 波 峰 上 方 的 流 线 会 相互 靠近 ， 
即 ， 速 度 会 增 大 ， 而 在 波 谷 ， 流 线 会 分 开 ， 速 度 会 减 小 。 根 据 伯 努 利 方程 
(Bernoulli’s equation) , u?/2+p/p = 常量， 压强 在 波峰 上 方 会 减 小 ， 在 
波 谷 中 会 增 大 《在 图 12 中 ， 这 用 加 号 和 减 号 表示 ) 。 于 是 流体 中 出 现 一 个 
横向 压强 梯度 ， 倾 向 于 增 大 波 的 振幅 。 随 后 ， 这 个 振幅 增 大 导致 波 破碎 为 
单独 的 涡 旋 ， 导 致 满 动 区 域 的 形成 。 

当然 ， 在 真实 流体 中 ， 出 现 的 波 是 行进 的 ， 但 它们 的 演化 是 类 似 的 。 
这 些 过 程 可 以 在 例如 从 一 个 孔 中 射出 的 射流 随后 在 充满 同样 的 〈 但 没有 
运动 的 ) 流体 〈 这 个 射流 的 边界 可 以 考虑 为 切 向 速度 不 连续 性 的 表面 ) 
HERZ HK AY Sc ae PLR BI). UAE ZZ (Helmholtz, 1868) 首先 对 切 向 速度 不 
连续 表面 的 不 稳定 性 进行 了 准确 的 定量 分 析 [ 参 见 ， 兰 姆 CLamb,1932) , 
第 232 节 ， 或 者 朗 道 和 栗 夫 希 茨 (Landau, Lifshitz, 1963) #3073]. WA 
性 流体 ， 两 层 的 互相 滑动 当然 是 不 可 能 的 ， 两 个 流动 之 间 存 在 一 个 罕 的 转 
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换 层 《其 中 速度 轮廓 是 $ 形 的 ) 而 不 是 不 连续 表面 。 对 这 样 一 层 的 稳定 性 的 
研究 会 更 复杂 ; 然而 ， 这 里 我 们 也 可 以 证 明 《〈 从 理论 上 和 实验 上 ) 它 非 常 
不 稳定 〈 见 下 文 ，2.8 节 ) 。 我 们 进一步 注意 到 切 向 速度 不 连续 表面 的 绝对 
不 稳定 性 是 所 谓 玄 姆 霍 兹 不 稳定 性 (Helmholtz instability) 的 最 简单 的 情 
形 一 一 类 特殊 类 型 的 不 连续 表面 的 绝对 不 稳定 性 分 离 为 两 个 流动 区 域 ， 
相同 或 不 同 流体 充满 ， 以 不 同 速度 运动 。 对 这 个 领域 中 主要 结果 的 综述 和 
后 来 的 文献 可 以 在 伯 克 霍 夫 (Birkhoff, 1962) 中 找到 。 

绝对 不 稳定 性 的 另 一 个 简单 例子 是 密度 p = p(z) 随 高 度 增加 的 静态 分 层 
流体 的 引力 场 中 的 平衡 。 结 果 ， 对 于 任意 函数 p(z)， 不 可 压缩 流体 的 运动 方 
程 会 有 一 个 解 w(z,y z, t) = 0， 对 应 于 静止 状态 ， 根据 


Oo 


-= = —g, BH, p(z) = g f oa 十 常量 (2.2) 


zZ 


引力 场 只 会 产生 一 个 垂 向 压强 变化 。 现 在 假设 由 于 某 些 扰动 ， 一 些 流 体 
元 从 高 度 z 位 移 到 新 的 高 度 x = z 十 h。 如 果 密 度 p 随 高 度 减 小 ， 那 么 对 
于 有 > 0， 这 个 流体 元 会 倾向 于 在 重力 作用 下 向 下 运动 ， 而 对 于 hh < 0 它 会 倾 
向 于 在 浮力 作用 下 向 上 运动 ， 所 以 平衡 是 稳定 的 。 然 而 ， 如 果 密 度 随 高 度 
增 大 ， 那 么 对 于 任何 h 值 ， 位 移 的 流体 元 会 进一步 离开 其 初始 位 置 ， 这 个 平 
衡 态 是 绝对 不 稳定 的 。 此 外 ， 对 于 理想 流体 (没有 摩擦 ) ， 运 动 方程 对 于 
任意 p = p(z) 和 速度 的 z 分 量 的 任意 垂 向 分 布 u = u(z)[ 速 度 沿 其 他 轴 的 分 量 
为 零 ] 也 会 有 一 个 稳 态 解 。 使 用 同样 的 论证 ， 这 个 流动 对 于 dp/dz > 0 也 会 是 
色 对 不 稳定 的 。 对 于 dp/dz < 0， 流 动 稳定 性 的 问题 要 复杂 得 多 ， 在 讨论 开 
始 的 此 时 ， 我 们 只 能 说 ， 由 相似 性 ， 这 里 的 稳定 性 判 据 必 须 用 所 谓 的 理 查 


ASS 


2a (2.3) 


表示 。 


对 z 轴 分 层 的 流体 的 情形 对 于 气象 学 问题 而 言 非常 有 趣 。 在 气象 学 问题 中 ， 这 种 分 层 

PEP IAT = T(z)。 然 而 ， 在 此 情形 ， 我 们 不 能 假设 流体 是 不 可 压缩 的 ， 而 必须 使 

状态 方程 和 基本 热力 学 恒等式 [ 见 例 如 ， 朗 道 和 栗 夫 希 茨 〈Landau，Lifshitz，1963) 第 4 
节 ]。 于 是 我 们 发 现 ， 当 且 仅 当 


aT _ gT (Sr) (2.4) 


从 高 度 z 位 移 到 高 度 z + h 的 流体 元 对 于 h > 0 会 轻 于 周围 的 空气 ， 而 对 于 h < 0 会 重 于 周围 的 
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气 ， 其 中 7 现在 是 绝对 温标 ，VY 是 比 体积 。 条 件 〈2.4) 是 存在 温度 分 布 了 = T(z) 时 静止 
状态 绝对 不 稳定 性 的 条 件 。 当 介质 可 以 考虑 为 理想 气体 时 ，( 引 ) = 一 蒜 ， 故 而 不 稳定 
性 判 据 取 这 种 形式 


dT g y-1g Cp 
dz Cp T y R’ ee 
(在 所 有 动力 气象 学 教科 书 中 这 个 判 据 都 是 这 个 形式 ) 。 在 气象 学 中 ，G。 = a 1 区 称 为 绝 
热 温度 梯度 Cadiabatic temperature gradient， 对 于 空气 ， 这 个 梯度 近似 为 1° C/100 m) 。 
空气 在 (dT/dz) 大 于 、 等 于 或 小 于 Ga 时 的 热 分 层 分 别称 为 稳定 、 中 性 或 不 稳定 分 层 。 
不 稳定 性 条 件 (2.4) 或 (2.5) 的 另 一 种 表示 通常 用 于 气象 学 中 ， 这 和 所 谓 位 势 温度 
(potential temperature) 的 引入 有 关 ， 位 势 温度 定义 为 


(2.5) 


y-1 


0=T (2) er (2.6) 


A ny FEF i Ra OAS CAREERS). IRL AP PET. FH AER IT E 
(1.7 节 ) ，cp1n0 = s 十 常量 。 A i i Wt a et 
准 压强 po 所 达到 的 温度 。 容 易 看 出 蝶 ~ 至 一 Ga。 所 以 使 用 位 势 温 度 的 ， 不 稳定 性 判 
据 (2.4) 可 以 写 为 如 下 : 静止 状态 不 稳定 ， E N A 
小 ) ;， 稳定， 如 果 db/dz > 0 〈 即 ， 如 果 位 势 温度 随 高 度 降 低 ) 。 

如 果 存 在 任意 风速 分 布 ， 不 稳定 分 层 情形 的 运动 也 类 似 地 是 不 稳定 的 ; 然而， 对 于 稳 
定 分 层 ， 运 动 的 稳定 性 或 不 稳定 性 必须 通过 某 种 途径 由 理 查 德 森 数 


g 
Ri aT (至 — ldz (2.3") 


的 值 确定 。 


2.5 ”无 限 小 扰动 稳定 性 问题 的 数学 表达 式 


在 上 面 的 每 个 例子 中 ， 汕 流转 换 的 条 件 无 论 如 何 都 不 容易 找到 。 一 般 
来 说 ， 研 究 稳 定性 最 有 效 的 方法 是 小 扰动 的 一 般 方法 。 我 们 现在 讨论 这 
个 方法 的 基本 思想 ， 看 一 下 常 密度 p 的 不 可 压缩 流体 的 流动 。 小 扰动 方法 
基于 把 满足 动力 学 方程 的 速度 wi(x,t) 和 压强 p(x,t) 写 为 ui; = Ui 十 w、p = 
P+p, KPU (x,t) 和 P(x,t) 是 所 研究 的 方程 的 特 解 ，wl 和 p/ 是 小 扰动 。 
考虑 到 U; 和 PP 本 身 满足 运动 方程 ， 忽 略 扰 动 的 二 阶 项 ， 我 们 得 到 这 样 形式 
的 ww 和 p/! 的 线性 方程 


Ou Out , ðU; 1 Op! 


| Ux 2 — V2 if 2 
Ot OL aia OL a p Ox; TN H (n) 
ua 
3ta 


WEA Oul RTTE (2.7) had, ARM, ADEA (2.7) 的 最 后 一 
个 方程 ， 我 们 可 以 借助 和 方程 1.9 类 似 的 方程 把 zw 用 以 表示 。 于 是 方程 
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(2.7) 的 一 般 解 可 以 通过 仅仅 固定 函数 w(x, 妨 的 初始 值 (zx,0) 确 定 。 于 是 我 
们 可 以 《至 少 理论 上 ) 尝试 确定 并 非 所 有 对 应 于 初始 值 问题 的 解 都 会 随时 
间 衰 减 的 条 件 ， 这 些 条 件 也 是 解 U;、P 绝 对 不 稳定 性 3 的 条 件 。 当 然 ， 如 果 
相应 的 条 件 不 满足 ， 使 得 U0; 和 PP 的 解 是 绝对 稳定 的 《对 于 无 穷 小 扰动 ) ， 
对 于 有 限 的 扰动 ww、p/， 这 个 解 仍 有 可 能 是 不 稳定 的 ， 即 ， 这 个 解 描 述 的 流 
动 时 一 个 硬 自 激 系统 。 然 而 ， 为 了 证 明 这 种 可 能 性 ， 我 们 需要 非常 不 同 的 
研究 方法 〈 见 后 文 2.9 节 ) 。 

在 解 U; = Ui(æ) P = P(z) 描 述 流体 的 层 流 时 ， 方 程 组 〈2.7) 的 系数 
显然 是 不 依赖 于 时 间 的 。 在 此 情形 ， 这 个 系统 会 有 这 种 形式 的 特 解 


u(x,t) = e™t f (x), p (a, t) = e™tg (æ), (2.8) 


其 对 时 间 的 依赖 由 具有 一 般 而 言 为 复数 的 “频率 ”w 的 指数 因子 ew 给 出 。 
特征 频率 w 的 允许 值 和 相应 的 幅度 f,,(x)、gw(x) 将 由 线性 偏 微分 方程 组 的 
本 征 值 问题 确定 。 当 这 个 方程 组 的 系数 不 依赖 于 茶 些 空间 坐标 时 ， 方 程 组 
中 独立 变量 的 数量 可 以 减少 ， 通 过 假设 幅度 f(x) 和 g(x) 对 相应 坐标 的 依 
赖 也 是 录 个 给 定 “ 波 数 ” 的 指数 ( 即 ， 扰 动 的 空间 尺度 在 被 扰动 的 流动 为 
均匀 的 坐标 轴 方 向 是 给 定 的 ) 。 于 是 ， 例 如 ， 如 果 未 扰动 的 流动 只 依赖 于 
坐标 zs， 那么 我 们 可 以 令 


[Pad 


Ie) = NE) Fae (x3), Ju(X) E elan tha) ok bo (x3); (2.9) 


其 中 特征 频率 w = (hr, ka), WRES ota dex Mocks ka BAB Be Alo HE 
微分 方程 组 的 本 征 值 问 题 确 定 。 对 于 本 质 上 只 依赖 于 zz 和 zs 的 流动 ， 可 以 
得 到 类 似 的 方程 ， exp[i(kia1+k2a2)|#& Nexp(iki 21); IK F wiki ka (#3) A gwk ka (23) © 
本 征 函 数 f.,(zx) 系 统 在 所 有 满足 连续 性 方程 9f;/0x; = 0 和 必要 边 
界 条 件 的 矢量 浮 数 (及, 到, 有 ) 的 空间 中 通常 是 完备 的 《如 果 f,,(x) = 
iMa f y (a2, 03) f(a) = eae Ie (£3) 足以 得 出 结论 ， 对 
FEE AY ky Bl FE AA, k2» PR AS fuk, (£2, 23) BM fosskey ko (73) 自 相 应 的 一 个 
或 两 个 变量 的 矢量 函数 空间 中 形成 一 个 完备 系统 ) 。? 
在 本 征 函 数 系统 完备 时 ， 任 何 初 值 w(z,0) 可 以 展开 成 这 些 本 征 函 数 
3 我 们 必须 指出 ， 这 个 术语 还 没有 完全 确定 下 来 。 通 常 ， 绝 对 不 稳定 性 条 件 指 的 是 使 方程 
(2.7) 有 一 个 增长 解 的 条 件 ， 即 ， 只 有 存在 衰减 和 中 性 稳定 解 的 情形 包括 在 稳定 类 中 。 然 
而 ， 在 此 更 方便 的 是 认为 存在 至 少 一 个 不 衰减 扰动 的 解 是 不 稳定 解 。 
9 然而 ， 流 体 动力 学 稳定 性 理论 中 的 完备 性 问题 不 简单 。 从 数学 的 观点 看 ， 这 里 出 现 的 本 
征 值 问题 是 函数 空间 中 线性 非 自 伴 算 子 问 题 。 为 确定 这 个 算 子 的 本 征 函 数 系统 (或 者 至 少 本 
征 函 数 和 相关 缔 合 函数 ) 的 完备 性 ， 我 们 通常 使 用 凯 尔 迪 什 《Keldysh, 1951) 定理 [也 参见 
凯 尔 迪 什 和 李 德 斯 基 (Keldysh, Lidskiy, 1963) ]。 然 而 ， 在 大 多 数 文献 中 ， 未 给 出 任何 正 
当 理 由 就 使 用 了 完备 性 假设 ， 在 某 些 应 用 中 ， 这 个 假设 明显 是 不 对 的 〈( 见 本 节 末 尾 〉。 
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的 数列 (或 积分 ) 。 所 以 方程 组 (2.7) 初 值 问题 的 通 解 可 以 表示 为 基本 
的 指数 时 间 依 赖 解 的 登 加 。 所 以 在 这 里 ， 一 般 稳 定性 问题 可 以 简化 为 相 


应 的 本 征 值 问 题 。 


对 于 这 样 


个 层 流 对 无 FP 


小 扰动 的 稳定 性 ， 必 要 和 充 


分 条 件 是 ， 所 有 特征 频率 w 具 有 人 负 的 虚 部 Im w < 0。 在 对 一 个 或 多 个 坐 


标 有 空间 均匀 性 时 ， 一 般 来 说 


, 各 


E” CBN, RRP Be By Ek A 
部 会 趋向 于 负 值 (因为 对 于 p = 


对 应 于 层 流 对 


着 Re 增 大 ， 某 些 频率 的 虚 部 可 能 


特征 频率 ww 依赖 于 扰动 的 空间 “ 尺 
。 随 着 Re 一 0， 所 有 频率 w 的 虚 
常量 ， 静 止 状态 ， 
兽 大 ， 并 且 最 终 变 成 正 的 。 让 我 们 假设 
对 应 于 一 个 固定 扰动 尺度 CBN, EEk By Alka) 的 本 征 值 问题 具有 分 
离 的 特征 频率 wj 谱 ( 这 个 假设 对 于 很 多 


总 是 稳定 的 ) 。 然 而 ， 随 


要 的 流动 时 满足 的 ) 。 这 里 ， 
个 给 定 尺度 的 无 穷 小 扰动 转变 为 不 稳定 的 临界 Re 值 由 方 
程 maxIm wj = 0 确定 。 各 种 尺度 的 扰动 的 临界 Re 中 的 最 小 值 是 流动 的 临 


界 值 Rew， 即 对 于 Re > Reu， 层 流 是 绝对 不 稳定 的 ， 对 于 Re < Reg, iit 


动 是 稳定 的 。 当 然 ， 这 个 表征 了 对 无 穷 小 扰动 的 


小 于 表征 流动 对 有 些 扰动 的 稳定 性 的 临界 雷诺 数 。 
看， 流动 对 于 Re > Recumax 的 不 稳定 性 仅仅 意 


它 可 以 记 为 Recr,max。 男 一 方 


不 稳定 性 的 Recr 必 然 不 会 
于 是 ， 用 2.1 节 的 符号 ， 


味 着 对 应 这 些 雷 诺 数 不 存在 层 流 ， 然而 ， 这 不 表示 流动 一 定 是 消 流 。 
上 ， 有 可 能 失 稳 之 后 ， 一 个 层 流 可 能 


变 为 一 个 新 的 稳定 的 层 流 ; 


实际 
同时 , 


转换 为 庙 流 只 有 在 雷诺 数 远大 于 Recumax、 这 个 新 的 应 流失 稳 之 后 才 发 生 


( 见 2.6-2.7 节 中 的 例子 ) o 


一 点 在 


在 结束 我 们 的 讨论 之 前 ， 我 们 必须 再 次 强调 ， 通 常 但 不 总 是 有 可 能 
把 方程 组 (2.7) 的 任意 解 用 方程 (2.8) 


式 的 特 解 表示 为 一 个 序列 一 这 
述 流 体 动力 学 稳定 性 时 经 常 被 忘 控 。 特 别 时 如 果 方 程 组 (2.7) 


是 奇异 的 〈 即 ， 例 如 ， 如 果 这 个 方程 组 的 领头 微 商 的 系数 在 茶 些 点 变 为 
零 ) ， 情 况 会 更 复杂 。 在 此 情形 ， 本 质 函数 系 上 
即使 本 质 函 数 的 概念 也 必须 小 心 定 义 。 通 常 ， 即 使 有 固定 的 扰动 太 度 ， 


也 会 出 现 本 征 值 谱 的 一 个 连续 部 分 ， 
条 件 或 具有 更 复杂 的 结构 《〈 例 如， 在 无 穷 远 不 为 零 或 者 在 奇 点 上 导数 有 
“ 非 正 常 的 ”本 行 
(2.8) 形式 的 “基本 解 ” 系 明显 是 不 完备 的 [ 见 凯 斯 〈Case， 
DLA Clin, Benney, 1962) ; ASME 46 


不 连续 性 ) 。 在 应 用 中 ， 这 些 
意 到 ， 因 而 ， 
1962) ; 林 (Lin, 1961) ; 林 和 


的 完备 性 无 法 简单 证 明 ， 


相应 的 本 


E 函 数 满 足 不 寻常 的 边界 


FE 函数 有 时 就 是 没有 被 注 


#8 (Drazin, Howard, 1966) ]。 如 果 由 于 某 些 原因 


的 ， 那 么 对 相应 本 征 值 问题 的 


， 本 征 函数 系统 是 不 完备 


完 显然 不 足以 解决 稳定 性 问题 。 为 了 对 这 


种 情形 进行 完整 的 研究 ， 我 们 必须 研究 相应 初 值 问题 一 般 解 的 行为 。 这 种 


研究 非常 复杂 ， 然 而 ， 在 v = OF 


E 想 流体 的 特殊 情形 ， 有 可 能 得 到 一 些 结 


论 性 的 结果 ( 见 Dikiy (1960a,b) 和 Case (1960a,b) 的 工作 ， 我 们 随后 将 详细 
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讨论 ) 。 


2.6 ”两 个 转动 圆柱 面 之 间 流 动 的 稳定 性 


绝对 稳定 性 的 一 个 可 以 进行 完整 的 数学 分 析 的 重要 例子 是 转动 圆柱 面 
之 间 的 稳 态 圆柱 库 埃 特 《〈Couette) 流 的 稳定 性 。 令 R 和 91 为 靠 内 圆柱 面 的 
半径 和 和 角速度，R2 和 Q2 为 靠 外 圆柱 面 的 半径 和 角速度 。 在 Oz 轴 沿 圆柱 攻 
的 柱 化 标 系 7, p,z 中 ， 这 个 库 埃 特 流 的 速度 场 由 熟悉 的 方程 


B 
U, =U; =0, U,=Ar+—, 
r 


2 2 2 p2 
4- B= R (2.10) 
定义 《〈 见 1.2 小 节 的 方程 (1.28) ) 。 
首先 ， 忽 略 粘 淆 效应 。 然 后 我 们 可 以 从 下 面 的 基本 物理 学 考虑 定义 不 
稳定 性 判 据 。 在 稳 态 层 流 中 ， 施 加 于 一 个 流体 元 上 的 离心 力 被 径 向 压强 
梯度 平衡 。 现 在 令 质量 mm 的 流体 元 在 扰动 的 作用 下 从 坐标 ro 的 位 置 移 动 到 
坐标 > > ro 的 位 置 。 于 是 ， 由 于 角 动 量 mrU(7) 守 恒定 律 ， 在 新 的 位 置 ， 
它 的 速度 等 于 roUi(r0)/r， 因 此 会 有 离心 力 m 吕 U2(r0) 施 加 其 上 。 如 果 这 个 
力 大 于 距离 轴 7 处 的 径 向 压强 梯度 〈( 量 级 上 和 距离 ?处 离心 力 未 扰动 的 值 
相同 ) ， 这 个 平衡 是 不 稳定 的 。 所 以 ， 不 稳定 性 条 件 [ 对 于 无 粘 库 埃 特 流 
是 Rayleigh(1916a) 得 到 的 ] 具 有 这 样 的 形式 


[roUy (ro) Pieces [rU(r)/? > 0， 对 于 r > ro, 


或 者 换 句 话说 
Ue) <0. (2.11) 
HR Hi Coles(1965), FFA RE BIO, /r ÆRA RER, d(rU 5) /rdr z fh 
涡 度 ， 我 们 容易 把 判 据 《〈2.11) 重新 表述 如 下 : 如 果 涡 度 〈 局 域 转动 ) 和 角 
速度 〈 整 体 转动 ) 相反 ， 流 动 是 不 稳定 的 。 在 这 个 形式 下 ， 这 个 判 据 显 然 
对 于 很 多 无 粘 环流 成 立 。 
使 用 方程 (2.10) ， 瑞 利 的 不 稳定 性 判 据 可 以 简化 为 这 种 形式 (02R2 — 
Q1RIf)Us < 0。 如 果 圆 柱 面 转动 方向 相反 ， 那 么 Us 将 在 圆柱 面 之 间 的 某 处 
改变 符号 ， 在 此 情形 流动 当然 是 不 稳定 的 。 当 两 个 圆柱 面 转 动 方 向 相同 
时 ， 我 们 可 以 令 Q1 > 0,9 > 0， 于 是 在 每 个 地 方 都 有 Us > 0; 在 此 情形 ， 
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瑞 利 不 稳定 性 判 据 取 这 种 形式 


Qə Ri\? 
a= (=) ; (2.12) 
将 扰动 理论 应 用 于 无 粘 流体 ，Synge(1933) 对 于 轴 对 称 〈 即 ， 不 依赖 于 P) 


速度 扰动 扰动 情形 | 也 参见 Shen(1964)|，Chandrasekhar(1960) 任 意 扰动 的 情 
得 到 了 这 个 结果 的 严格 数学 推导 。 


VS 


只 有 用 小 扰动 方法 才能 进行 更 完备 的 分 析 〈 同 时 考虑 粘 清 效 应 ) 。G. 
T.H (1923) 在 一 篇 经 典 文 章 中 首次 应 用 到 这 个 问题 。 因 为 在 此 未 扰动 
的 速度 场 〈2.10) 仅 依 赖 于 r 坐 标 ， 于 是 ， 由 方程 2.8) 和 (2.9) ， 速 度 和 
压强 扰动 可 以 写成 这 种 形式 


u (a, t) = eilketnp— wt). Pr) (r), ul, (æ, t) = eee eH) plo) (r), 


(ad) SEO NG), ped) Se eg). (2.13) 


这 里 ，27/k 是 Oz 方向 扰动 的 波长 ，n 是 非 负 整数 ， 确 定 了 扰动 对 角度 gp 的 依 
H flr) = Funn) = FOO), SO), fOr)] 和 g(r) = guene) EA E 
向 波 数 ， 方 位 角 方 向 波 数 n 和 特征 频率 w 的 依赖 于 r 的 扰动 “幅度 ”。 将 方 
FE (2.10) 和 (2.13) 带 入 方程 组 (2.7) 的 一 般 系 统 ， 并 考虑 r = R1 和 7 = 
Ro 的 边界 条 件 u(7, v, z,t) = 0， 对 于 给 定 k 和 mn 的 我 们 得 到 确定 允许 频率 
的 本 征 值 问 题 。 可 以 证 明 [ 见 ， 例 如 Di Prima(1961)]， 这 个 问题 在 某 些 
变换 (特别 是 包括 消去 和 g) 之 后 可 以 简化 为 下 面 的 两 个 未 知 函 数 厌 7) 
和 92) 的 两 个 微分 方程 : 


d df ”) | fF) 3 V\ a(n) _ 
a |» (4 or NE = 


(2) 
=-2 (44 5i) O man (4 ) 
T r 


ig 
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中 4 和 B 由 方程 (2.10) 确定 ，N 是 微分 算 子 


N 
IT 


= q? id n? 2 nU,(r) 
N= (ii 2 r) (u ). (2.15) 
必须 求解 六 阶 系统 (2.14) 的 边界 条 件 取 这 个 形式 
(r) 
FOr) = fOr) = a =0, Fr = Ri,7 = Ro. (2.16) 


本 征 值 问题 (2.14) - (2.16) 没有 奇异 性 。 所 以 明显 不 难 证 明 ， 这 个 
问题 总 是 有 一 组 分 立 的 本 征 值 wj = wlk, n, Q1, 92, Ri, R2)， 而 相应 的 本 征 
BL (rn) FY Ar) 构成 了 函数 对 (7j), (9) 空 间 中 的 完备 系统 ， 满 足 边 
界 条 件 (2.16) 。 结 果 得 到 ， 在 方程 (2.13) 帮助 下 定义 、 对 应 于 所 有 可 能 
的 k 和 非 负 的 n 的 初始 速度 w (zx,0) 会 构成 一 个 x = (r, p, z) HAR E R A 
中 的 一 个 完备 系统 ， 满 足 无 散 度 条 件 ， 在 r = Ri 和 = RÆK. HMA, 
本 征 值 问 题 (2.14) - (2.16) 的 研究 完全 穷尽 了 旋转 圆柱 面 之 间 库 埃 特 流 
稳定 性 的 研究 。 然 而 ， 这 个 本 征 值 问题 非常 复杂 ， 直 到 最 近 才 有 一 些 
门 研究 它 的 工作 。 我 们 将 在 本 节 末 讨论 这 些 工作 。 然 而 ， 首 先 ， 让 我 们 考 
虑 G.I 泰勒 (1923) 提出 并 被 几乎 所 有 后 世 研 究 者 采用 的 简化 方法 。 

几乎 所 有 研究 库 埃 特 流 稳定 性 问题 的 研究 者 都 不 求解 一 般 方程 组 
(2.14) 的 完整 本 征 值 问 题 ， 而 是 假设 n = 0， 即 ， 他 们 把 注意 力 限制 于 基 
本 流动 的 速度 的 轴 对 称 扰动 。 在 这 个 假设 之 下 ， 这 个 方程 组 被 大 幅 简 化 ， 
可 以 重新 写 为 


(ari EON =F (445) 100, 


(z — k? + =) fOr) = “af (r), (2.17) 


N 
AET 


=a pdr 7 dr \dr 


固定 的 边界 值 问题 (2.17) - (2.16) 有 可 数 数量 的 本 征 值 wj = wj(k, Q1, Q2, Ri, R2) 和 
本 征 函数 方 (r) = jx(r)。 然 而 ， 相 应 的 函数 elz 记 jx( 门 现在 不 构成 可 
能 的 初始 场 w(x,0) = w(7, yp,z) 空 间 中 的 完备 系统 [只 要 所 有 这 些 函 数 不 
依赖 于 pgp]。 然 而 ，(Q1,Q2) 平 面 上 对 应 具有 exp [i(kz 一 wt)|f(7) 形 式 的 不 
稳定 扰动 的 区 域 通常 被 简单 地 认为 是 整个 不 稳定 性 区 域 [ 见 ， 例 如 ，Lin 
(1955), Chandrasekhar (1961)、Stuart (1963)]。 换 句 话 说 ， 即 使 没有 明确 


2 
d -id aa GI 
i 
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指出 ， 但 也 通常 假设 ， 对 于 所 有 使 得 至 少 有 一 个 满足 n A 0 和 Im wj > 0 的 本 


征 值 wj(k, Q1, Q2, Ri, R2) 的 RI、R2、Q1 MQ 值 ， 也 会 有 一 个 Im wj > 0 的 
本 征 值 wj(k, Q, Q2, Ri, R2)[ 对 应 于 n = 0] ( 即 ， 随 着 雷诺 数 增加 ， 在 n = 


0 情形 会 首先 出 现 一 个 非 负 虚 部 ) 。 直 到 最 近 ， 刘 无 疑问 这 个 假设 是 正确 


的 ， 并 且 实 际 上 大 多 数 已 有 的 实验 数据 (尽管 不 是 所 有 ) 都 很 好 地 证 实 


了 仅 考 虑 对 旋转 圆柱 
y 


的 稳定 性 区 域 的 身份 。 


验 的 和 理论 的 ) 。 这 些 结 


Fn = OG 
新 的 结果 。 


我 们 将 首先 考虑 较 早 的 结 


用 之 间 流 动 的 整个 稳定 性 
然而 ， 在 过 去 一 些 年 ， 
果 表 明 ， 对 本 征 值 问题 (2.17) - (2.16) [对 应 
究 不 足以 完全 求解 库 埃 特 流 的 稳定 性 问题 。 我 们 随后 讨论 这 些 
果 ， 基 于 可 以 取 n = 0 的 假设 。 


区 域 的 轴 对 称 扰动 而 确定 
得 到 了 一 些 新 的 结果 〈 实 


现在 让 我 们 假设 半径 及 和 RR2 固 定 。 容 易 看 到 ， 对 于 足够 小 的 Q1 和 Q。， 


所 有 本 征 值 wj(k,Q4,Q2) 和 wwj(k,n, 91,92) 虚 部 都 是 负 的 (因为 静止 状态 总 


是 稳定 的 ) 


部 为 零 〈 即 ， 运 动 变 


。 如 果 我 们 现在 1 


可 


兽 大 角速度 Q1 和 QQ2 而 不 改变 比例 Q2/91 
就 是 ， 我 们 增 大 雷诺 数 而 保持 几何 相似 性 ) ， 那 么 对 于 某 个 0z/91， 
任意 wj(k, Q1, 82) 在 任意 Re 下 都 没有 
92R3/v 下 的 其 他 Q2/Q1 值 ， 首 先 会 出 现 一 个 kc; 值 ， 使 得 某 些 wj (ker, O1, Q2) HE 


2H 


不 稳定 ) 。 


(也 


为 零 或 负 的 虚 部 。 对 于 茶 个 Rec = 


有 趣 的 是 ， 在 这 个 问题 中 ， 对 于 所 有 92/91， 从 稳定 到 不 稳定 的 转变 发 


生 在 茶 个 本 征 值 


wj， 不 仅 Im wj = 0， 而 且 事实 上 wj = 0 (这 个 事实 的 严格 


数学 证 明 一 般 而 言 很 困难 ， 只 是 由 Southwell(1940) 和 Meksyn(1946) 对 Ro 一 


Ry < (Ri + R2)/2 以 及 一 些 附加 限制 下 给 出 了 训 
接 数 值 方法 给 出 的 结 


E 明 。 然 而 ， 实 验 数 据 和 直 


RAE 


有 更 一 般 的 特 和 


FE) 。 这 意味 着 ， 圆 柱 库 埃 


KF (Couette) 流 中 的 失 稳 导致 产生 了 了 一 个 新 的 (次 级 ) 稳 态 运动 ， 速 度 


Yu=U-+u', 


其 中 w= exp(ikz)f(r). 


系统 的 流 线 形式 如 101 页 的 图 所 示 ) 的 形式 。 


从 稳定 向 不 稳定 转换 会 经 过 
值 w = 0， 这 个 事实 在 流体 力学 稳定 性 到 
理 ”。 过 去 这 个 原理 非常 


EZH 


个 稳定 态 ， 


些 特殊 情形 成 立 ， 对 于 4 


随 着 库 埃 特 流 


E 论 中 有 时 被 称 为 “稳定 性 转换 原 
经 常 假设 成 立 ， 
民 多 简单 流动 失效 《例如 ， 对 于 平面 泊 肃 叶 流 ) 。 

雷诺 数 继续 增 大 ， 会 有 一 个 范围 的 波 数 k 使 得 存 


这 个 运动 会 具有 所 谓 的 泰勒 涡 旋 一 
一 沿 圆 柱 轴 有 规律 地 分 布 的 环 向 涡 旋 ( 由 相应 本 征 函 数 f(7r) 计 算 的 这 些 涡 旋 


对 应 于 正好 等 于 零 的 本 征 


旦 是 现在 知道 它 只 在 某 


在 Im wj > 0 的 本 征 值 wj。 然 而， 实验 表明 在 此 情形 ， 在 相当 长 的 时 间 


内 这 个 受到 扰动 的 运动 保持 规律 的 环 向 涡 旋 序 列 的 形式 ， 但 是 轴 向 波 数 无 
法 从 线形 理论 中 导出 〈 见 下 文 ，2.9 节 ) 。 随 着 Re 继续 大 幅 增 加 ， 这 个 周期 


性 运动 变 得 不 稳定 并 转变 为 男 一 个 ] 
随 着 速度 继续 增加 ， 其 他 (更 复杂 的 ) 流动 


规则 的 运动 〈 这 


次 是 非 轴 对 称 的 ) ; 


乡 式 会 有 序 地 出 现 消失 ， 


直到 
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Inner cylinder 
.Outer cylinder 


图 12 a 旋转 圆柱 面 之 间 流 动 的 涡 旋 扰动 的 流 线 图 样 〈 根 据 Shen, 1964) 。 


最 终 流 动 变 为 无 序 的 水流 运动 |[ 见 Cole(1965) 和 2.9 小 节 ]。 

边 值 问题 (2.17) - (2.16) 比 (2.14) - (2.16) 简单 很 多 。10 然 而 ， 求 
解 方程 〈2.17) - (2.16) 仍然 带 来 很 多 困难 。 所 以 ， 泰 勒 (Taylor, 1923) 
仅 对 圆柱 面 之 间 非 常 小 间隙 的 情形 ( 即 ， 对 Rs 一 Ry < (Ri + R2)/2) 首次 
数值 计算 了 本 征 值 。 在 这 个 情形 ， 方 程 和 数值 计算 都 可 以 作 相 当 程 度 的 简 
化 。 泰 勒 的 方法 基于 方程 组 CID 的 解 展开 为 一 组 特殊 的 正 交 函数 ， 这 些 
微分 方程 就 变 为 无 穷 多 个 线性 代数 方程 系统 。 后 来 ， 辛 格 (Synge, 1938) 
改进 了 这 个 方法 ; Peller 和 Southwell (1940) 、Meksyn (1946) 、 钱 德 拉 
塞 卡 〈Chandrasekhar, 1954, 1961) ~ Di Prima (1955) ~ Steinman (1956) 、Duty 和 Reid (1964) ~ W 
Tsao 和 Di Prima (1964) 、Reed 和 Harris (1964) 和 其 他 人 也 提出 了 仅 适 
用 于 小 间隙 近似 的 其 他 数值 方法 〈 特 别 是 ， 一 个 基于 把 边界 值 问题 
(2.17) - (2.16) 转化 为 变 分 问题 的 方法 ， 伽 辽 金 〈Galerkin) 方法 和 

些 直接 数值 方法 ) 。 直 到 最 近 才 提出 了 一 个 更 一 般 的 方法 Witting, 
1958) ， 使 用 了 解 对 参数 d/ Ro (其 中 4d = Ro 一 Ri, Ro = (Ri + Ro)/2) ANE 


10 我 们 特别 要 注意 ， 因 为 稳定 性 转换 原理 适用 于 方程 (2.17) - (2.16) ， 


a 
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级 数 展开 。 在 钱 德 拉 塞 卡 〈Chandrasekhar,1958) 、Chandrasekhar 和 Elbert 

(1962) 、Kirchgassner(1961)、Sparrow, Munro 和 Jonsson(1964)、Yu Yun- 
Sheng 和 Sun Dah-Dhen (1964) 、Roberts (1965) 和 Capriz, Ghelardoni#llLombardi(1966) HJ 
工作 ， 发 展 了 数值 计算 (2.17) - (2.16) X FERRARA ASE E FAS HE 
函数 的 更 一 般 方 法 ， 也 可 以 参见 钱 德 拉 塞 卡 〈Chandrasekhar，1961) 和 Di 
Prima(1963) 的 文章 。 我 们 也 要 指出 ，Krylov(1963) 和 Yudovich(1966a) 严 格 
证 明了 对 于 某 个 Q1 和 Qs 的 旋转 圆柱 面 之 间 的 粘 滞 流体 流动 存在 不 稳定 性 ， 
没有 使 用 任何 数值 方法 ， 但 是 这 个 证 明 没 有 提供 任何 方法 确定 不 稳定 区 域 
的 边界 。 然 而 ， 数 值 方法 允许 我 们 以 很 高 精度 找到 这 个 边界 并 证 明 对 于 所 
有 情形 有 基本 相同 的 形式 。 

例如 ， 图 13a 展 示 了 (Q1,92) 平 面 上 对 于 R2/R1i = 1.13( 根 据 泰勒 的 

Ws 和 上 所 有 后 来 的 计算 符合 得 非常 好 ) ， 不 依赖 于 y 的 不 稳定 扰动 可 

能 存在 的 区 域 。 图 13b 给 出 了 对 应 Re/ Ri1 = 2 的 区 域 〈“ 根 据 钱 德 拉 塞 卡 的 
计算 ) 。 在 这 两 个 情形 (以 及 所 有 其 他 R2/R1) ， 数 值 程序 发 现 不 稳定 
扰动 仅 在 Q2/Q1 < (RI/R2? 时 存在 。 所 以 可 以 自然 地 想到 ， 在 Q2/Q1 > 
(R1/R2)? 区 域 ， 对 于 任意 Re 都 不 会 产生 不 稳定 性 。 所 以 粘 灌 在 这 里 只 有 
稳定 的 效应 [尽管 实际 上 对 于 Q2/Q1 > (R/R PR AA i A AT HXT EK 
扰动 和 一 些 非常 特殊 的 非 轴 对 称 扰动 给 出 了 稳定 性 的 严格 证 明 ， 参 见 
例如 ， 钱 德 拉 塞 卡 (1961) ， 第 70 节 ， 和 Schutz-Grunow(1967)]。 但 是 ， 
在 02/01 = 常量 < (Ri/R2)? 时 ， 根 据 图 13 的 数据 ， 对 于 足够 大 的 Re， 无 
穷 小 扰动 的 不 稳定 性 必然 出 现 。 


=] 
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图 13 对 于 各 种 Ro/ Ri1 比 ， 圆 柱 面 之 间 的 库 埃 特 流 在 (Q1, 92) 平 面 上 不 稳定 
区 域 的 位 置 。 图 中 不 者 是 区 域 用 阴影 表 示 ; 点 线 表示 无 粘 流体 流动 的 不 稳 
定 区 域 的 边界 《根据 瑞 利 的 研究 ) 。 


对 应 于 图 13 未 加 阴影 的 区 域 的 流动 对 于 无 穷 小 扰动 当然 是 稳定 的 ， 
但 是 如 实验 所 示 ， 对 于 足够 大 的 Re， 它 们 对 于 有 限 的 扰动 是 不 稳定 的 ， 
在 此 情形 失 稳 导致 自发 形成 充分 发 展 的 满 流 区 域 ( 用 Coles (1965) 的 


2. 流体 动力 学 不 稳定 性 和 满 流 转换 


术语 ， 这 是 
类 型 转换 的 非常 聪 


明 的 实验 研究 ) 。 
研究 者 发 现 泰勒 自己 计算 的 对 无 穷 小 扰动 稳定 的 
很 好 。 这 是 流体 力学 扰动 理论 的 首次 巨大 (其 
图 13a， 点 表示 失 稳 首次 发 生 的 若干 (Q1, Q2) 对 的 测量 值 ) 


“灾变 转换 ”的 一 个 例子 ，Cole 进 行 了 旋转 库 埃 特 流 
使 用 各 种 可 视 化 技术 ， 泰 勒 和 其 他 


中 不 同 


区 域 和 实验 数据 符合 得 
至 是 划时代 的 ) 成 功 〈 见 


。 对 RR2/R1 = 2 情 


形 的 计算 也 和 Donnelly 和 Fults(1960) 的 实验 数据 (图 13b 中 的 点 ， 同 时 参 


己 的 ) 实验 结果 进行 
形 通常 可 以 解释 为 终 ? 


Æj 
符 ， 换 句 话 说， 


见 Donnelly(1962)) 符合 得 非常 好 。Snyder(1968b) 
《对 环形 库 埃 特 流 的 轴 对 称 扰动 的 ) 稳定 
了 比较 ， 除 了 少数 例外 ， 符 合 得 很 好 。 那 些 例 外 的 情 
出 效应 ， 另 一 个 解释 和 作者 在 下 面 讨论 的 结果 相关 。 
Taylor (1923) 和 Donnelly 和 Fultz (1960) 的 实验 
忆 来 证 实 了 轴 对 称 扰动 相关 的 不 稳定 性 


生计 算 和 各 个 下 


他 们 和 这 个 假设 符合 得 非常 好 : 


详细 地 将 所 有 已 有 的 
FA (TBE 


结果 [如 图 13 所 示 ]， 


区 域 和 一 般 不 稳定 性 区 域 相 


对 于 单调 增长 的 雷 


诺 数 ， 环 形 库 埃 特 流 总 是 首先 对 ”= 0 的 扰动 变 得 不 稳定 。 然 而 ， 同 


时 ，Lewis(1928) 的 工作 就 已 经 证 明了 对 于 / = 02/0,N i AR 大 的 情 
对 于 以 相对 较 大 的 转动 速度 反方 向 转动 的 圆柱 面 〉， 
即 不 是 轴 对 称 的 。 
Em. 。 但 是 ， 最 近 Nissan，Nardacci 和 Ho(1963) 以 
Snyder(1968a)、 


况 〈 即 ， 
稳 有 时 被 称 为 “脉动 模 


及 Snyder[ 见 Snyder 和 Karl 


结果 没有 引起 任何 人 的 六 


ae 


i an 


sson(1965), 


Prima(1966)] 的 实验 完全 


证 实 了 其 正确 性 


运动 失 
很 多 年 间 ，Lewis 的 


Krueger, Gross 和 Di 


。 此 外 ， 从 纯 数学 的 观点 ， 分 析 


了 非 轴 对 称 扰动 的 行为 ， 环 形 库 埃 特 流 的 稳定 性 研究 才 算 完整 。 最 终 ，] 


泛 的 实验 〈 将 在 2.9 节 进 一 
旋 的 失 稳 ， 在 雷诺 数 进 一 
结果 ， 圆 柱 
的 问题 。 

显然， 
扰动 行为 进行 数学 
在 一 
小 ， 


系列 简化 假设 〈 包 括 ， 


程 组 


(2.14) - (2.16) 的 


0 和 d/ Ro = 1/8, u = 0.5 的 情形 进行 
预期 的 ) ，Reu 对 应 于 轴 对 称 扰动 。 然 而 ， 
小 n 值 的 非 轴 对 称 扰动 的 临界 雷 


些 (在 所 有 情形 都 只 大 百 分 


yy 步 讨 论 


) 表明 圆柱 


PAE 


BR EE AI PXT ERAS EIA 


步 增 大 时 产生 ， 


i 


A PBL 


成 新 的 非 轴 对 称 流 。 


假设 间 际 


果 ， 


TARR 
小 之 几 ) 。 


了 计算 


面 之 间 流 动 的 非 轴 对 称 扰 动 行为 的 


Di Prima (1961) 是 第 一 个 致力 于 对 环形 库 埃 特 流 的 非 轴 对 称 
分 析 的 。 他 研究 了 一 般 本 和 
d= Ra—R 
以 及 kh 二 Q2/Q1 < 0) 下 展示 了 一 种 方法 ， 对 于 最 小 的 Re = Q1d2/v 值 
得 到 了 相继 的 (非常 粗略 的 数值 结果 ， 对 于 n = 0, 1,2 和 3， 首 次 得 
一 个 虚 部 非 负 的 本 征 值 (具体 对 d/ Ro = 1/8, u = 
。 所 得 到 的 结果 表明 (如 所 
一 个 有 点 上 


tin = 0 的 各 


完 一 定时 一 个 重要 而 有 趣 


E 值 问题 


wl (2.14) - (2.16) ， 


相 比 Ro = (Ry + Ro)/2 很 


到 了 方 


上 人 意料 的 结果 是 ， 


后 来 ，Roberts(1965) 对 一 些 固定 的 7 = Ri/R2 值 ( 准 


对 称 扰动 的 Rew 稍 大 一 


确 地 说 ， 


是 对 7 = 


0.95, 0.90,0.85 和 0.75) , — Œn 值 (在 所 有 情况 都 不 超过 4) Aly = 0 
CR = 0) ， 计 算 了 更 精确 的 Recr 值 。 他 也 发 现 ， 对 于 / = 0, Reri 
是 随 n 的 增 大 而 增 大 (尽管 不 是 快速 地 增 大 ) 。 对 本 征 值 问题 (2.14) - 
(2.16) Æp < 0 的 情况 下 (也 是 在 小 间隙 极限 〉 进行 渐进 分 析 的 第 一 个 
工作 室 Krueger(1962) 的 毕业 论文 。 根 据 他 的 估计 ， 对 于 圆柱 面 之 间 小 间 
BU Ru < -0.8 的 情形 ，n = 1 的 非 轴 对 称 扰动 对 于 比 轴 对 称 扰动 首次 
变 得 不 稳定 的 圆柱 角速度 还 小 的 角速度 就 不 稳定 了 。Krueger, Gross 和 Di 
Prima(1966) 对 这 个 问题 进行 了 更 完整 的 研究 。 他 们 使 用 了 直接 的 数值 
方法 ，【〔 在 数字 计算 机 的 帮助 下 〉 对 一 系列 n 和 jh = Q2/Q1 在 0 > pw > 
一 1.25 区 间 (在 圆柱 面 之 间 小 间隙 极限 下 )〉 计算 了 所 谓 泰勒 数 Ta (正比 
于 Q3RiGJw2， 所 以 对 于 固定 的 6 = d/Ri, Ta x (Re)? = (Q1RI/v)?) 
的 临界 值 。 结 果 是 ， 如 果 / > 一 0.78，Tacw 随 n 的 增 大 而 增 大 ( 即 ， 
轴 对 称 扰动 最 先 变 得 不 稳定 ) ， 但 对 于 /< -0.78，Tau 的 最 小 值 是 
fen A 0 时 得 到 的 ， 并 且 随 着 / 减 小 ，m 的 临界 值 〈 给 出 Tau 或 Ree 的 最 小 
值 ) 增 大 (当然 ， 不 是 连续 的 ,，n 不 能 取 非 整数 值 ) 。 例 如 ， 对 于 6 = 
d/R, = 1/20 和 1 = 一 0.70, 一 0.80, 一 0.90, 一 1.00 和 -1.25， 随 着 转动 速度 增 
大 ， 不 稳定 性 分 别 对 于 n = 0,1,3,4 和 5 的 扰动 首先 出 现 。 另 一 方面 ， 
对 于 固定 的 Ww，ne 值 不 随 无 量 纲 间 隙 宽度 6 = d/Ri1 的 增 大 而 增 大 ， 即 
不 随 着 n = Ri/R2 的 增 大 而 增 大 (小 间 际 近似 下 的 计算 表明 ， 对 于 4 = 
一 1 和 m = 0.95, 0.90, 0.80,0.70 和 0.60， 最 大 的 不 稳定 性 是 分 别 对 于 n = 
4,3,2,2 和 2 得 到 的 ) 。 然 而 ， 重 要 的 是 注意 到 ， 仪 由 对 轴 对 称 扰动 的 
研究 确定 的 Tac 或 Rew 与 其 最 小 值 的 差 ， 通常 非常 小 。 例 如 ， 对 于 6 = 
1/20 和 jw = 一 1， 临 界 值 Recr (对 应 n = 4) 大 约 只 比 轴 对 称 扰动 刚 开始 变 
得 不 稳定 的 Re 小 4%。 这 最 后 一 个 情形 促使 Krueger，Gross 和 Di Prima 对 完 
整 的 本 征 值 问题 (2.14) - (2.16) 进行 了 更 多 的 见长 的 计算 [没有 使 用 小 间 
隙 5 假设 的 简化 结果 ]， 证 明了 之 前 得 到 的 结论 不 变 。 可 以 发 现 ， 对 于 的 
值 量 级 为 -1， 即 使 对 于 6 = 1/20， 使 用 小 间隙 近似 显著 改变 了 Tau. 值 。 然 
而 ， 这 个 变化 对 于 所 有 nn 和 k 几 乎 是 相同 的 ， 所 以 比较 各 种 n 值 的 扰动 的 稳定 
性 的 所 有 定性 结论 在 小 间隙 近似 下 和 在 这 个 问题 的 严格 形式 下 是 完全 相同 
的 。 


Krueger, Gross 和 Di Prima 的 结果 和 Nissan, Nardacci 和 Ho(1963) 以 及 Snyder 和 Karlsson(196! 
实验 结果 符合 得 不 错 ， 特 别 地 ， 对 于 小 于 大 约 -0.75 的 WU， 环 形 库 埃 特 
流失 稳 时 出 现 的 次 级 运动 总 是 非 稳 态 和 非 轴 对 称 的 〈 有 具有 波 和 旋 臂 结 
RJ) o Coles(1965, 以 及 其 他 工作 ) 的 结论 也 和 这 些 结果 相符 。Coles 对 两 个 
相对 短 的 圆柱 面 〈 比 大 部 分 其 他 研究 者 的 圆柱 面 明显 要 短 ) 之 间 的 库 埃 
特 流 中 的 转换 进行 了 细致 的 研究 。 最 终 ，Snyder(1968a) 的 工作 尤其 引 人 注 


2. 流体 动力 学 不 稳定 性 和 消 流 转 所 


意 ， 它 验证 了 Krueger, Gross 和 Di Prima 的 结论 。Snyder 从 实验 上 (对 四 个 
不 同 的 7 = R1/R2: 0.96, 0.80, 0.50 和 0.20) ZEW FA = Q2/Q1 范 围 ， 包括 
负 值 ， 研 究 了 环形 库 埃 特 流 的 稳定 性 。 这 里 ， 对 于 7” = 0.96 (显然 对 应 于 小 
间隙 〉 可 以 发 现 和 上 述 理论 总 是 符合 得 很 好 。 特 别 地 ， 对 应 于 n = 1, 2,3 和 4 
时 最 不 稳定 的 扰动 首次 出 现时 的 yw 值 几 乎 精确 地 符合 Krueger, Gross 和 Di 
Prima 的 结论 。Snyder 也 对 7 = 0.80, 0.50 和 0.20 得 到 了 类 似 结果 (小 间 阶 假 
设 不 能 很 好 满足 ) 。 根 据 所 有 这 些 结果 ， 图 13a 所 示 的 稳定 性 边界 的 形式 在 
图 的 左上 角 必 须 稍微 改变 一 点 以 考虑 非 轴 对 称 扰动 〈 在 图 13b 中 ， 没 有 展示 
必须 考虑 m A 0 扰动 的 7 值 范 围 ) 。 

最 后 ， 我 们 应 该 注意 到 ， 圆 柱 面 之 间 流 动 的 稳定 性 问题 是 流体 动力 学 
稳定 性 理论 中 研究 最 详细 的 课题 之 一 。 除 了 上 述 结 果 ， 也 有 非常 多 经 过 
一 般 性 分 析 的 问题 ， 这 些 问题 来 源 于 在 最 初 的 问题 中 增加 轴 向 或 环 同 的 
压强 梯度 ， 或 增加 轴 辣 或 环 同 或 径 向 的 磁场 ， 把 通常 的 流体 蔡 换 为 非 牛 
顿 流体 等 [参见 ， 例 如 ，Chandrasekhar(1961), Di Prima(1963), Krueger, Di 
Prima(1964) 以 及 一 系列 其 他 工作 ]。 


2.7 ”从 下 面 加 热 的 流体 层 的 稳定 性 


当 流 体 中 存在 垂 向 的 向 下 的 温度 梯度 ， 由 于 浮力 ， 流 体 有 额外 的 不 稳 
定 因素 ， 类 似 于 弯曲 流 中 在 流体 转动 速度 随 着 距离 曲率 中 心 的 距离 增 大 而 
减 小 时 ， 离 心力 的 效应 。 男 一 方面 ， 同 上 的 温度 梯度 对 流体 有 稳定 作用 ， 
正如 ， 速 度 随 距离 曲率 中 心 距离 增加 而 增加 的 弯曲 流 的 情形 。 于 是 ， 两 个 
温度 不 同 的 无 穷 大 平面 之 间 的 流体 薄 层 的 稳定 性 问题 在 数学 上 非常 类 似 于 
两 个 转动 圆柱 面 之 间 的 不 可 压缩 流体 的 稳定 性 问题 ， 这 并 不 奇怪 工 。 
为 了 求解 这 个 新 问题 ， 我 们 必须 从 1.5 节 末尾 讨论 的 自由 对 流 的 布 西 
涅 斯 殉 方 程 开始 。 对 于 限制 在 温度 保持 在 总 和 有 的 刚体 平面 za = 0 和 za = 
瑟 之 间 的 流体 层 ， 边 界 条 件 具 有 这 种 形式 : 对 于 za = 0, u; =0,T = To; 
对 于 zs = H, wi = 0,T = 隐 。 在 流体 层 的 温度 不 变 的 自由 表面 ， 速 度 的 
边界 条 件 修改 为 保证 这 个 表面 压强 不 变 。 还 有 其 他 类 型 的 数学 边界 条 件 ， 
和 应 于 流体 层 边 界 上 不 同 的 物理 条 件 | 参见 ， 例 如 ，Sparrow，Goldstein， 
Jonsson(1964)， 或 Hurle, Jakeman, Pike(1967)]。 不 依赖 于 边界 条 件 ， 稳 态 


> 


二 实际 上 ，Jeffreys(1928) 证 明了 ， 这 些 问 题 中 的 第 一 个 严格 等 价 于 第 二 个 问题 中 的 一 个 
特殊 情形 ， 参 考 Lin(1955) 第 7.3 节 。 离 心力 和 浮力 效应 之 间 的 相似 性 也 在 Gitler(1959) 的 稳 
定性 研究 中 发 挥 了 核心 作用 ，Debler(1966) 也 使 用 了 同样 的 思想 从 直接 环形 库 埃 特 流 的 稳定 
性 数据 得 到 了 有 热源 的 水 平流 体 层 稳定 性 的 数值 结果 。 
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《我 们 正在 讨论 其 稳定 性 ) 将 是 静态 的 ，” 


Tı — To 


ui = 0, T = T (x3) = To + H 


T3, 


p = p(£3) = po 一 9073. (2.18) 


ST = T (x3) + T',p = p(x3) 十 pP， 将 布 西 涅 斯 克 方 程 对 扰动 ui,T' 和 p/' 线 性 
化 ， 我 们 得 到 一 个 五 个 未 知 数 五 个 方程 的 方程 组 ， 从 这 个 方程 组 容易 消 
去 除了 T' 的 所 有 变量 。 限 制 ， 如 果 我 们 变换 为 无 量 纲 变 量 ， 人 然后， 从 方程 
(2.8) 和 《2.9) ， 我 们 求解 乘积 形式 


/ .1 天 k t 
T (at) = exp |i (AE + _ ar) o m (2.19) 


AIT” (x, t), RATE T E AY AS MEE i el 


d? 2 d? 2 ‘ q? 2 : 2 
(E-r) k rw) (3 k tiw: Pr) 0+ Ra 0 =0, 


Ty — T} ) H? 
k? = k? + kå, Pr =v/x, Ra = mo (2.20) 
边界 条 件 为 固定 温度 的 刚性 表面 ， 
d20 4d/dg? 六 
siili k +iwPr) @=0 (2.20') 
d20 dto 
ee 2.20” 
JC > acd 0  (2.20") 


[参见 例如 ，Chandrasekhar(1961), Stuart(1963) 和 Lin(1955)]。 对 于 有 限 热 
导 率 的 刚性 边界 或 具有 变化 温度 但 是 热流 固定 或 热流 和 温度 有 固定 的 线 
性 关系 的 边界 ， 也 可 以 得 到 类 似 的 边界 条 件 。 在 每 种 情形 ， 我 们 都 得 到 
一 个 本 征 值 问 题 ， 对 于 给 定 的 普 朗 特 数 Pr， 只 有 两 个 参数 ， 波 数 k 和 瑞 利 
数 Ra。 因 此 ， 对 于 任意 给 定 的 k 和 Ra 值 对 应 有 一 组 本 征 值 wj;(k, Ra)。 结 果 
发 现 ， 对 于 负 的 或 小 的 正 值 的 Ra〈 即 ， 当 下 边界 温度 较 低 ， 或 当下 边界 温 
度 仅 略 高 于 上 边界 时 ) ， 所 有 本 征 值 wj;(k, Ra) 对 于 所 有 KE 有 一 个 负 的 虚 部 。 
PRT, TEA “UME” Rag la CAN, eat Se SF RE Tp — T, th 


2 当然 ， 在 这 个 分 析 中 ， 我 们 已 经 假设 了 通常 的 布 西 涅 斯 克 近 似 ， 在 考虑 扰动 方程 时 ， 密 
度 p 随 高 度 的 变化 可 以 忽略 。 所 以 ， ooo ITHE AEE. Am EE 
常 薄 的 液体 层 的 情形 ， 这 些 结果 又 不 适用 ， 因 为 温度 分 布 的 线性 条 件 和 理论 中 所 假设 的 其 他 
条 件 失 效 了 。 
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依赖 于 两 个 边界 平面 之 间 的 距离 万) ， 将 出 现 一 个 值 # = ke:， 相 应 本 征 
值 wj(kcr, Racr) 虚 部 为 零 。 在 此 情形 ， 正 如 转动 圆柱 面 之 间 流 动 的 稳定 性 问 
题 中 那样 ， 稳 定性 交换 原理 适用 ， 即 第 一 个 Im wj = 0 的 本 征 值 wj;(%k, Ra) 被 
证 明 为 零 [ 严 格 的 数学 证 明 由 Pellew 和 Southwell(1940) 给 出 ]。 所 以 得 到 临 
界 温 度 差 0 一 卫 的 静止 状态 的 失 稳 导致 产生 zi1 和 zs 之 间 的 周期 性 稳 态 对 
流 。 


从 定性 的 观点 ， 从 下 方 加 热 的 流体 层 从 稳定 到 不 稳定 的 转变 的 所 有 基 
本 特征 非常 早 的 时 候 已 经 由 Rayleigh(1916b) 描 述 过 了 ， 他 分 析 了 数学 上 简 
单 得 多 《但 物理 上 不 真实 ) 的 两 个 固定 温度 的 自由 边界 之 间 的 流体 层 的 对 
流 问题 。 数 学 上 ， 这 个 问题 转化 为 满足 6 = 0 和 C = 1 的 边界 条 件 (2.20”) 
的 微分 方程 《2.20) 的 本 征 值 问 题 。 为 了 求 得 Rac 和 Re， 考虑 w = 0 的 方程 
(2.20) 就 足够 了 ， 即 


d2 
(F-H) 0+ Rad =o. (2.21) 


这 个 方程 的 解 满足 5 = 0 和 C = 1 的 方程 (2.20”) ， 都 具有 0 = sin rzC 的 形 
式 , n= 1,2,…。 于 是 ， 对 于 足够 大 的 Ra 值 ， 我 们 有 一 系列 不 同 的 中 性 扰 
动 (w = 0) ， 波 数 满足 


(m?n? + k°)’ = k?Ra, (2:22) 


其 中 n 是 正 整数 。 对 每 个 给 定 的 x， 最 小 的 瑞 利 数 对 应 于 n = 1 的 扰动 。 相 应 
地 ，Racr 由 Raer = ming CHE EN. FLERE 


Raer = 2774/4 ~ 657.5, ker = TV2/2 ~ 2.2. 


对 于 固定 温度 的 刚性 边界 之 间 的 流体 层 中 对 流 的 真实 问题 ， 类 似 的 计 
算 需 要 使 用 数值 方法 ， 因 为 边界 条 件 更 复杂 。Jeffreys(1962), Low(1929) 以 
及 Pellew 和 Southwell(1940)[ 也 参见 Lin(1955), Reid 和 Harris(1958), Chandrasekhar(1961)] 
进行 了 这 些 计算 。 结 果 发 现在 此 情形 ，Racr S1708 以 及 kcr ~ 3.12。 这 个 本 
征 值 问题 的 头 10 个 本 征 函 数 的 KE 和 Ra 值 可 以 在 Catton(1966) 中 找到 。 此 外 ， 
我 们 注意 到 ，k 值 只 确定 (x1, zz) 平 面 上 出 现 的 流动 的 周期 性 ， 但 不 能 确定 其 
形式 。 实 际 上 ， 不 难看 到 方程 (2.19) PA Aexpli(kia1/H + ker2/H)), 
在 不 改变 接 下 来 计算 的 情况 下 ， 可 以 替换 为 满足 下 面 方程 


=0 (2.23) 


SS 


的 任意 函数 p(zl,zz)。 函 数 o 的 明显 形式 可 以 确定 对 流 破 裂 形成 元 胞 的 
式 ， 但 它 不 能 在 线性 扰动 理论 的 基础 上 唯一 确定 。 然 而 ， 很 多 实验 数据 
(例如 ，Chandrasekhar(1961) 中 所 描述 的 ， 也 参见 Stuart(1963) 和 那里 引 

用 的 文献 》 表 明 ， 最 常 出 现 的 流动 破裂 为 一 组 六 边 形 校 镜 形 式 的 元 胞 
( 称 为 Bénard 元 胞 ) ， 在 元 胞 里 ,流体 在 中 间 向 上 运动 ， 在 边缘 向 下 
amy, RRR. WMP RAT, BMA TCA MENT, AD 

在 Christopherson(1940) 中 找到 。 我 们 的 问题 的 这 个 本 征 函 数 对 应 的 速度 场 

和 Beknard 元 胞 的 观测 数据 的 比较 可 以 在 Chandrasekhar(1961) 和 Stuart(1964)[ 他 
也 用 到 了 非 线 性 对 流 理论 的 结果 ， 我 们 将 在 2.9 节 中 讨论 ] 的 文章 中 找到 ， 符 
合 得 很 好 。 

在 流体 的 上 边界 条 件 为 固定 温度 的 自由 边界 时 ， 情 况 类 似 ， 此 时 
我 们 只 需要 将 上 = 1 的 边界 条 件 (2.20') FRA (2.20 。 结 果 ， 我 们 
得 到 一 个 新 的 本 征 值 问 题 。 数 值 计 算 表 明 在 Rac © 1100 处 失 稳 [Pellew, 
Southwell (1940)、Chandrasekhar (1961)]。 这 个 Rac 值 和 两 个 刚性 边界 之 

间 的 对 流 的 Racr 值 类 似 已 经 被 实验 很 好 地 证 明了 | 参考 例如 Chandrasekhar 
(1961), Sutton (1950), Thompson, Sogin (1966)]。 对 应 于 其 他 温度 边界 
条 件 的 Rau 值 可 以 在 一 些 文献 中 找到 ， 例 如 Sparrow，Goldstein，Jonsson 
(1964), Hurle, Jakeman, Pike (1967) 和 Nield (1967)。 也 有 很 多 文章 讨论 对 
流 问 题 (首先 ， 关 于 表面 张力 效应 ， 它 们 在 伯 纳 德 的 原始 实验 中 明显 起 了 
REEVE) ; 这 些 参考 文献 可 以 在 Stuart (1965) 和 Nield (1967, 1968) FER 


mh 


2 


HAT 一 五 进一步 增 大 〈( 即 Ra 增 大 )〉 Rari fas RA” X 
流 首先 保留 其 特征 ， 但 随后 变 得 不 稳定 ， 并 且 对 于 Ra ~ 500000, JF Kyi 
流 运 动 出 现 。 值 得 注意 的 是 ， 在 这 种 情况 下 向 满 流 的 转换 是 以 一 系列 离散 
的 “跳跃 ”的 形式 逐渐 发 生 的 ， 表 征 了 向 一 系列 不 同 的 对 流 状态 的 过 渡 。 
每 一 种 对 流 状态 都 比 前 一 种 更 为 复杂 和 无 序 参 见 Malkus (1954a), Willis, 
Deardorff (1967)]. 


2.8 “平行 流 的 稳定 性 


上 面 我 们 考虑 了 将 小 扰动 方法 应 用 到 流体 动力 学 稳定 性 研究 中 的 两 个 
例子 。 然 而 ， 从 实验 者 和 工程 师 的 视角 来 看 ， 这 两 个 例子 都 非常 特殊 。 
更 适合 实验 验证 和 实际 应 用 的 是 圆 管 中 和 沿 平板 的 流动 的 情形 (这 就 是 为 
什么 在 本 节 开 始 时 给 予 它们 特别 关注 的 原因 ) 。 然 而 ， 为 了 说 明 小 扰动 方 
法 ， 首 先 ， 我 们 考虑 旋转 圆柱 面 之 间 的 流动 和 两 个 恒温 平面 之 间 的 自由 对 


2 值得 注意 的 是 ， 六 边 形 元 胞 不 是 实验 中 观察 到 的 唯一 的 元 胞 对 流 的 形式 。 对 这 个 问题 更 
详细 的 讨论 在 2.9 节 联 系 热 对 流 的 非 线性 理论 给 出 。 


a 


2. 流体 动力 学 不 稳定 性 和 满 流 转换 


流 。 之 所 以 这 样 做 是 因为 在 这 两 个 例子 中 (由 于 在 第 一 种 情况 下 存在 与 离 
心力 有 关 的 附加 效应 ， 在 第 二 种 情况 下 存在 与 浮力 有 关 的 附加 效应 ) ， 小 


扰动 方法 导致 了 相对 人 简单 的 特征 值 问题 《甚至 在 > = 0 的 情形 也 没有 任何 奇 


异性 ) 
边界 层 流 动 ， 
不 能 被 认为 已 经 完全 解决 了 。 


， 所 以 在 这 些 例子 中 可 以 得 
小 扰动 方法 的 使 


到 非常 明确 的 结果 。 然 而 ， 对 于 管 流 和 


因为 流动 稳定 性 的 数学 分 析 的 复杂 性 ， 几 乎 所 有 相 


EL Ae 


最 简单 的 平面 平行 二 维 流动 ， 这 些 流动 在 茶 种 程度 上 可 以 视 为 实际 流 
此 ， 我 们 也 将 从 平面 平行 流 于 


的 模型 A 
T 

。 此 外 ， 我 们 注意 到 ， 
Z = 2 的 非 零 速度 分 量 
在 U(z) 轮 廓 对 z 的 依赖 为 二 


人 


的 稳定 性 问题 


出 关于 真实 的 管 流 和 边界 层 流动 的 稳定 性 已 经 知道 但 
流体 力学 方程 (1.6) RH, 
U = wt tet 
次 多 项 式 的 条 


只 


样 的 流动 总 
〈 见 1.2 节 的 例 1 和 例 2) 。 


WERNI FE 


我 们 假设 轴 Ozx1 = 
y， 由 任意 函数 U(x3) = 
动 的 不 稳定 性 判 据 时 ， 


Oz 沿 流动 方向 ， 
U(z) 给 出 。 
我 们 可 以 限制 


并 且 


于 考虑 W = {ul (a, z,t 


的 二 维 扰动 ， 因 为 更 
失 稳 。 这 个 Squire(1933) 证 
Criminale (1967) 第 18 节 ] 可 


BINA 
明 的 这 一 
以 通过 将 扰动 写成 基 


论断 [ 另 见 Lin (1955) 第 
本 平面 波 


释 。 二 维 


扰动 将 对 应 于 沿 无 扰动 流传 播 的 exp[i(kz — wt)| 形 


二 维 
wt)| 形 式 的 波 。 


th R AEIR R TE (x, y) P 
AS AY vit 0 A PAS a} a 


ÆU (z) FIV (z), 


de 
2V ， 


动 的 具 


=. 
EN 


a 
a, kék. WFE, 

平行 流 ， 
(2.7) ， 


、w、p 的 方程 在 此 情形 不 依赖 于 V 和 w'。 
有 给 定 波 数 矢量 的 波 分 量 实际 上 仪 收 到 未 扰动 流动 沿 这 个 波 数 矢 


可 以 从 这 
把 zl = 2,22 = y, 23 = Zz 的 方程 
在 某 些 变换 之 后 [并 消去 所 有 未 知 函 


扰动 对 应 于 沿 不 和 未 扰动 流 方向 重合 的 方向 传播 的 e 


内 转动 ， 
波 沿 


使 得 新 的 z 轴 沿 波 


这 些 考 


这 个 速度 分 量 等 于 Uki/k， 
之 个 事实 看 出 ， 对 于 速度 


j 碰 到 了 相对 大 的 数学 困难 ， 


PA Wl Fe HE 不 依赖 于 y。 


(2.8) 和 (2.9) 带 入 一 
数 ， 除 了 给 出 扰动 w (x,t) Na 


这 些 问 题 甚至 


关 研 究 都 只 考虑 
z] 
有 


只 


开始 讨论 ， 


只 有 一 个 仅 依赖 于 
流体 的 稳 态 平面 平行 流动 仅 
件 下 是 可 能 的 。 
古 线性 速度 轮廓 的 库 埃 特 流 和 抛物 线 轮廓 的 泊 
然而 ， 


换 句 话说 ， 这 
肃 叶 流 的 组 合 


平行 流动 作为 更 复杂 的 实 
际 流动 的 可 能 模型 感 兴 趣 ， 我 们 还 将 考虑 U(z) 更 复杂 的 轮廓 
果 可 能 适用 于 不 严格 平面 平行 的 流动 。 


希望 所 得 结 


未 扰动 流 的 速度 不 依赖 于 za = 
值得 注意 的 是 ， 在 寻找 这 种 平面 平行 流 


),w (a, 2, t)} FX 


HE AED on ER (在 更 大 的 雷诺 数 ) 


3.1 节 ，Betchov， 
分 量 的 登 加 来 解 
攻 式 的 波 ， 一 般 的 
xpl[i(kia + key 一 


的 方向 ， 那 么 基 
进 一 
一 个 扰 


虑 表明 ， 


其 中 后 是 及 的 z 分 
U = U(z) 的 平面 
般 方 程 
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Eu (x,t) f(z) = f(z), eres 


2 

(kiU — w) [外 r) nos] f=—w (S r) f,k? =k? +k. 

(2.24) 

Side oa ed E a ne 题 的 本 征 频率 ，w = wj,j = 

。 现 在 ， 如 果 我 们 考虑 波束 矢量 & 的 模 相同 的 二 维 扰动 〈 即 形式 为 方 

(2.8) - (2.9) , ky = kAllko = 0 的 扰动 ) ， 那 么 新 的 方程 〈2.24) ME 

的 方程 的 差别 仅仅 是 把 &U 蔡 换 为 kzU， 即 它 将 和 上 面 的 方程 相同 ， 但 速 

度 U(z) 增 大 了 一 个 k/ 如 的 因子 。 所 以 ， 对 于 相对 于 未 扰动 流动 以 相同 角度 

传播 的 波 扰 动 ， 等 效 雷诺 数 比 沿 未 扰动 流传 播 的 同样 波长 的 扰动 要 小 ， 所 

以 二 维 扰动 的 临界 雷诺 数 对 于 三 维 扰动 是 压 临界 的 。 因 此 ， 在 寻找 平面 平 

行 流 稳 定性 判 据 时 ， 总 是 可 以 假设 ks = 0， 即 扰动 不 依赖 于 y。 我 们 也 可 以 

Eitus(a,t) = v' (x,t) = 0， 因 为 涨 落 v 对 w 和 w' 的 方程 组 没有 影响 (并且 
将 随时 间 衰 减 ) 。™ 

对 于 平面 平行 流 的 二 维 扰动 ， 一 般 的 线性 化 方程 组 (2.7)〉 使 用 了 这 种 

BK 


中 


Bt USE tw = 3 teu, 
ke = L yyw, (2.25) 
r ta = O, 
其 中 
yuo 
Orz? 02? 


是 二 维 拉 普 拉 斯 算 符 。 这 些 方程 的 边界 条 件 是 两 个 速度 分 量 w 和 w' 在 流 
动 的 刚性 边界 (或 者 在 无 界 流 的 情形 ， 在 无 穷 远 处 ， 即 随 着 z 一 co 或 
者 z 一 一 00， 或 者 z 一 土 co， 依 赖 于 无 界 流 的 性 质 ) 都 变 为 零 。 使 用 方程 
(2.25) 头 两 个 方程 中 的 连续 性 方程 ， 我 们 从 速度 分 量 w 和 w/' 变 换 为 流 函 
Bly, (rs 


MWR, APERE, TERe > Rec: 的 情形 也 只 有 不 依赖 于 y 的 二 维 扰动 是 重要 的 。 因 为 
已 有 的 数 BEA, E AUAA AMR, SARS TERA IL, Bl 
如 Klebanoff, Tidstrom, Sargent (1962)]， 对 这 些 扰动 在 超 临 界 雷 诺 数 时 行为 的 研究 也 很 有 
Ek. RPAH, U a (1960b) 和 Michael (1961) 进 行 了 这 项 研究 。 他 们 展示 了 ， 在 线性 扰 
里 论 的 框架 内 ， 总 是 存在 一 个 范围 的 Re, Reer < Re < Reil 值 ， 对 于 任意 平面 平行 流 ， 所 有 
sear erin hi ( 即 具有 最 大 的 Im w 值 〉 的 扰动 是 某 个 二 维 扰动 (尽管 在 具有 国 
定 波 数 k 的 扰动 的 情形 ， 对 于 某 些 k 值 ， 最 不 稳定 的 扰动 是 三 维 扰动 )。 人 然而， 显然， 通常 
对 于 稍 大 于 Rec 的 Re 值 三 维 扰动 发 挥 了 基本 的 作用 ， 这 本 质 上 是 非 线 性 效应 的 结果 《〈 见 下 
面 的 2.9 节 ) 。 


2. 流体 动力 学 不 稳定 性 和 灌流 转 拨 


在 消去 压强 后 ， 我 们 得 到 下 面 的 流 函 数 的 偏 微 分 方程 ”: 


8 ON, Uð _» 


为 了 得 到 不 稳定 性 判 据 ， 有 必要 得 到 这 个 方程 对 于 给 定 边界 条 件 和 给 
定 初始 值 Vw(z, 2,0) = wo(7,z) 的 解 w(z,z,t)。 这 里 ，wo(7z,z) 是 一 个 任意 函 
数 ， 在 有 限 的 空间 区 域 不 为 零 〈 并 且 满 足 边界 条 件 和 小 扰动 条 件 |Vwo K 
U|) 。max(z,z) |VW(z,z,t)| 的 时 变性 质 将 依赖 于 未 扰动 流 的 雷诺 数 ， 对 于 
足够 小 的 Re， 这 个 值 总 是 减 小 ， 而 对 于 足够 大 的 Re， 它 有 时 会 随时 间 增 
长 。 这 些 区 域 之 间 的 边界 的 Re 值 ( 如 果 存 在 ) 将 定义 临界 雷诺 数 。 

一 般 来 说 ， 这 个 初 值 问题 的 解 非常 复杂 。 人 然而， 因为 方程 (2.26) WA 
数 不 依 赖 于 t 和 xz， 所 以 这 个 方程 可 能 有 这 种 形式 的 特 解 


b(a, 2, t) = ECD p(z) = eA p(z), (2.27) 


其 中 c = w/ko MRA EEEIEE BAR” AEEA ERG PS EL i el 
的 任意 解 %(z, z,t) 转 变 为 具有 所 有 可 能 的 (实数 ) 波 数 k 的 方程 (2.27) 这 
种 形式 的 解 ， 那 么 寻找 Recr 的 一 般 问 题 就 简化 为 确定 允许 的 c 值 。 结 果 ， 我 
们 必须 将 方程 (2.27) 带 入 方程 《2.26) ; 然后 我 们 得 到 下 面 的 p(z) 的 四 阶 
常 微分 方程 : 


lV 
(U —¢)(p" — k’) — U" p = (pl — 2kg" + kte) (2.28) 


《其 中 撒 表 示 对 >z 求 导 ) 。 方 程 (2.28) 被 称 为 奥 尔 - 索 末 非 方 程 〈Orr- 
Sommerfeld equation) 。 这 个 方程 的 边界 条 件 是 p 和 wy/ 在 流动 的 边界 上 (有 
可 能 在 无 穷 远 ) 为 零 。 具 有 齐 次 边界 条 件 的 齐 次 方程 (2.28) 仅 对 参数 c 的 
某 些 特殊 值 有 非 平 凡 的 解 。 这 个 问题 的 本 征 值 一 般 来 说 是 复数 c = cl Hic, 
依赖 于 波 数 上 和 番 滞 系数 >《〈 即 ， 依 赖 于 雷 诡 数 Re) 。 实 部 cl 表示 波 传 播 的 
相 速度 ， 虚 部 cz? 定义 了 波幅 度 的 时 间 变 化 ， 用 因子 esezt 描述 。 所 以 ， 对 
于 cz < 0， 波 的 幅度 会 减 小 ， 对 于 ca = 0， 它 会 保持 不 变 〈 在 此 情形 ， 波 被 
PAP MA (neutral) ) ， 而 对 于 c。 > 0， 它 会 随时 间 增 长 。 所 以 Recr 可 以 
定义 为 使 得 co(k, Re) 首 次 等 于 零 〈 至 少 对 于 一 个 K 值 ) 的 Re 值 。 

要 得 到 不 稳定 性 判 据 ， 只 需要 把 cs 定义 为 k 和 Re 的 函数 。 此 外 ， 我 们 
注意 到 在 co(k, Re) 首 次 等 于 零 的 Re = Rer ick, Re) EXIM ec = 
cz = 0) 的 实 部 cl 一般 来 说 不 等 于 零 〈(“ 稳 定性 交换 原理 ”的 失效 ) 。 这 
意味 着 本 征 值 c 通 常 对 应 于 波 〈2.27) 沿 Oz 轴 传播 。 对 于 比 Reu 大 的 Re 值 ， 
原文 中 ， 此 方程 右边 为 xV ?wy 
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使 为 正 〈 且 ci 非 零 ) 的 k 值 范围 相当 小 。 具 有 这 个 范围 : 值 的 波 会 形成 
一 个 波 包 ， 它 会 随时 间 增 长 ， 同 时 向 下 游 运动 。 实 际 上 ，kcz 值 会 在 这 
个 k 值 范围 中 央 附 近 达 到 最 大 ， 所 以 接近 这 个 中 心 处 ， 妨 (kcz) = 0， 波 
fA PEERED (ke) ~ 入 (kci) 是 实数 ， 即 它 代表 了 波 包 移动 的 真实 速度 [ 参 
见 Landau, Lifshitz (1963) 第 29 节 ]。 在 这 方面 ， 所 讨论 的 不 稳定 性 将 不 同 
于 2.6 节 和 2.7 节 中 考虑 的 流动 的 不 稳定 性 ， 那 里 的 不 稳定 扰动 不 移动 ， 并 且 
在 给 定点 处 增加 到 有 限 值 。 


理想 流体 平面 平行 流动 的 稳定 性 
在 方程 《2.28) 中 带 入 茶 个 实际 的 速度 分 布 U(z)， 我 们 得 到 一 个 非常 复 
杂 的 本 征 值 问题 ， 它 的 求解 需要 复杂 而 繁琐 的 数学 步骤 。 为 了 人 简化 这 些 步 
又 ， 我 们 从 尝试 使 用 实验 数据 开始 ， 根 据 实 验 数据 ， 很 多 平面 平行 流 的 临 
界 雷 诺 数 异 常 大 。 于 是 我 们 可 以 预期 ， 对 于 接近 临界 值 的 雷诺 数 ， 奥 尔 - 索 
末 非 方程 (2.28) 右边 的 项 《描述 了 番 沾 力 对 小 扰动 的 作用 ) 和 左边 的 项 相 
比 要 小 。 所 以 ， 首 先 ， 我 们 可 以 尝试 将 流体 考虑 为 理想 流体 ， 即 我 们 忽略 
方程 (2.28) 右边 ， 考 虑 简化 的 方程 : 


(U —o)(y" — k?p) — U” = 0, (2.29) 


瑞 利 (1880, 1887, 1895, 1913) 对 它 进 行 了 详细 的 研究 。 因 为 这 个 方程 〈 称 
为 瑞 利 方 程 ) 不 是 四 阶 的 ， 而 只 是 二 阶 的 ， 我 们 不 再 要 求 满足 四 个 边界 条 
件 。 然 而 ， 我 们 必须 限于 理想 流体 流动 的 通常 要 求 ， 例 如 在 边界 墙 上 ， 只 
有 速度 的 垂直 分 量 等 于 零 。 记 住 流 函 数 % 的 定义 和 方程 〈2.27) ， 我 们 得 出 
结论 ，w = 0 这 个 条 件 在 墙 上 必须 满足 。 

然而 ， 通 过 完全 忽略 粘性 和 使 用 简化 的 方程 〈2.29) ， 我 们 碰 到 很 多 
困难 。 首 先 这 些 困 难 和 这 个 事实 有 关 : 对 于 真实 的 本 征 值 c 〈 对 应 于 中 性 
波 ， 这 对 于 得 到 不 稳定 性 判 据 相 当 重 要 ) ， 可 能 有 一 个 z 值 (比如 z = zo) 
使 得 未 扰动 流 的 速度 U(z0) = Uw 等 于 ce， 所 以 jo 是 方程 (2.29) 的 奇 点 。 此 
外 ， 瑞 利 [以 及 后 来 Tollmien, Pretsch (1946) 用 另 一 个 方法 | 证明， 在 理想 流 
体 平 面 平行 流动 的 情形 ， 中 性 波 的 相 速 度 c 总 是 介 于 未 扰动 流 最 小 和 最 大 
速度 之 间 ( 即 Uvin <c < Umax) ， 故 而 流动 中 一 定 有 一 个 奇 点 zo0。15 如 
KRU" (zo) 关 0， 那 么 在 这 个 点 的 邻 域 ， 我 们 可 以 令 U(z) 一 c & U' (20) [2-20], 
并 且 当 z 一 2, BB" BUGS 趋向 于 无 穷 大 。 所 以 一 个 奇 点 的 邻 


20)(2—20) 


16 最 简单 的 证 明 如 下 [参考 Drazin, Howard (1966)]。 让 我 们 将 瑞 利 方程 (2.29) ESX 
((U = o}? F'Y — k?’ (U —c)? F =0,F = 9/(U — o). 
HEIR FETE URRIRA MaR He Moe NF, Ez = Fle = 
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域 的 中 性 扰动 速度 的 x 分 量 有 这 种 形式 


1 U"(z0)p(20) 
u ~w gp ~ Teo n(z — zo). 


所 以 ， 对 于 中 性 波 ， 简 化 的 方程 (2.29) 的 两 个 线性 无 关 解 中 的 一 个 是 不 连 
续 的 并 且 是 多 值 的 ， 这 提出 了 一 个 问题 : 我 们 取 这 个 多 值 函数 的 哪 一 支 ? 

一 个 进一步 的 困难 是 ， 当 方程 (2.29〉 中 的 c[ 对 应 于 本 征 函 数 p(z)| 是 一 
个 复数 ， 它 的 复 共 轿 c* 也 会 是 这 个 方程 的 本 征 值 [对 应 于 本 征 函 数 *(z)]。 相 
应 地 ， 除 了 衰减 的 波 ， 流 函数 方程 将 总 有 一 个 增长 波形 式 的 解 。 因 此 ， 对 
于 无 黏 性 流体 ， 将 稳定 情形 定义 为 只 发 生 阻 尼 振 荡 的 情形 是 没有 意义 的 。 
因此 ， 必 须 改 变 基 于 考虑 基本 类 波 解 的 稳定 性 定义 。 稳 定性 现在 必须 定义 
为 没有 增长 的 类 波 扰动 〈 故 而 稳定 性 判 据 是 ， 对 于 任意 上 &， 瑞 利 方程 仅 有 实 
的 本 征 值 c) 。 

克服 所 有 这 些 困 难 通常 的 方法 要 回 到 完整 的 奥 尔 - 索 末 非 方程 (2.28) 。 
这 里 ， 我 们 通过 仔细 研究 四 阶 方程 〈2.28) 在 > 一 0 时 〈 即 ， 在 Re 一 
co 时 ) 的 渐 近 行为 选择 简化 的 方程 (2.29) 解 的 描述 中 性 振荡 的 合适 分 支 ， 
以 及 Im c 关 0 的 有 物理 意义 的 波动 解 。1" 

特别 地 ， 用 这 种 方法 发 现 方 程 (2.29) 的 有 物理 意义 的 增强 和 衰减 
波动 解 彼 此 不 共 斩 ， 并 且 在 某 些 情形 ， 这 些 解 必须 通过 将 z 的 不 同 定 义 域 
的 不 同 表 达 式 “ 粘 在 一 起 ”来 构建 [ 见 ， 例 如 ，Lin (1955) 8%; Stuart 
(1963); Shen (1964) 和 Reid (1965)]。 当 然 ， 这 种 无 务 稳 定性 理论 的 方法 相 
“SPRL, MATE (2.29) 相对 简单 的 优点 实际 上 已 经 丧失 了 。 然 而 ， 同 样 的 
问题 还 有 另 一 种 方法 ， 人 允许 使 用 相对 简单 的 无 攻 方 程 。 这 将 在 后 面 讨 论 。 

现在 让 我 们 给 出 平面 平行 无 黏 流 稳定 性 理论 的 主要 结果 。 瑞 利 的 重要 
工作 (上 面 提 到 过 〉 是 这 个 理论 的 出 发 点 。 特 别 地 ， 早 在 1880 年 ， 他 就 证 
明了 如 果 U”(z) 在 流动 中 的 每 个 地 方 都 不 为 零 ， 那 么 简化 方程 (2.29) 不 可 


zz F=0) ， 对 于 非 奇 异 的 下 可 以 得 到 
fw- + Ie} =0. 


zı 


这 个 方程 表明 在 c 为 实数 时 (所 以 c 不 会 在 U 的 范围 之 外 ) FREBRY. 

进一步 注意 到 ， 对 于 ca A 0 虚 部 的 复数 c = ci 十 ic2， 上 面 的 积分 关系 表明 c1 = Rec 不 会 
位 于 U 的 范围 之 外 (这 个 结果 也 是 首先 由 瑞 利 证 明 的 ) 。 最 后 ，Howard (1961) 对 同一 个 积 
分 的 实 部 和 虚 部 的 简单 处 理 给 出 了 半圆 定理 。 这 个 定理 指出 ， 所 有 Im c > O 的 c 位 于 
复 c 平 面 的 一 个 圆心 为 实数 点 (Umax + Umin) "FEN (Umax 一 UVimin) 的 半圆 上 ， 所 以 ce 的 任意 
本 征 值 ， 无 论 实 的 还 是 复 的 ， 一 定位 于 圆心 为 (Umax 十 Uimin) 半 径 为 (Umax 一 Umin) 圆 内 或 
圆 上 。 

17 我 们 注意 到 在 中 性 波 的 情形 (具有 实数 的 ce) ， 我 们 仅 需 要 在 奇 点 z = zo fy ihe EB 
性 ， 在 那里 引入 了 一 个 额外 的 “内 边界 层 ”。 
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能 有 Im c 关 0 的 复 本 征 值 。 这 个 定理 的 证 明 非 常 简单 。 把 方程 (2.29) 
为 这 种 形式 


U"p 
U 一 Ci 一 lco2 
FEU BIH KM I$ Mz = 积分 到 z = zo (Kn Anew, E 
那里 p(z) 等 于 零 ) 我 们 得 到 


ol k2 = 0, 


22 


22 
112 2 2 (太一 cl + ic2)U" |p|? 
k dz 4 dz =0. 2.30 
[iPP | Ae Pas (2.30) 


Zi Zi 


“ico £0, KANTEA EA KU” (2) FE 21 Me RAEE SA a ARE 
为 零 。 因 此 我 们 得 到 了 引用 的 结果 。 多 年 来 人 们 普遍 认为 ， 瑞 利 定理 给 出 
了 理想 流体 的 平面 平行 流动 《其 速度 分 布 没有 拐点 ) 的 稳定 性 的 完整 证 明 
(在 没有 增长 扰动 的 意义 下 ) 。 “我 们 注意 到 ， 对 于 = 0 的 理想 流体 ， 从 
运动 方程 的 观点 来 看 ， 任 何 速 度 分布 U(z) 都 是 允许 的 ， 这 与 条 性 流体 的 情 
不 同 。) 然而 ， 这 实际 上 是 误导 的 。 方 程 (2.29) 和 高 阶 导数 变 为 零 有 
关 的 奇异 性 导致 出 现 连 续 的 本 征 值 c 谱 《除了 通常 的 分 立 谱 ) ， 而 连续 谱 本 
征 值 的 本 征 函 数 是 “广义 函数 ”， 即 它们 不 满足 通常 施加 在 本 征 函 数 上 的 
条 件 ( 例 如 ， 它 们 可 能 含有 狄 拉 克 5 函数 ) 并 且 经 常 不 被 注意 〈 特 别 地 ， 
瑞 利 定 理 的 证 明 只 涉及 简单 的 离散 本 征 值 ) 。 有 趣 的 是 ， 瑞 利 知道 连续 谱 
本 征 值 的 存在 [(1894) 第 2 卷 ，391-400 页 ]， 但 其 重要 性 被 完全 忽略 ， 直 到 最 
近 。 如 果 我 们 限制 于 分 立 谱 ， 那 么 瑞 利 方程 〈2.29) 的 边 值 问题 对 于 每 个 
固定 的 通常 只 有 有 限 数 量 的 本 征 函 数 。 因 此 这 些 函 数 的 集合 明显 是 不 完 
备 的 (例如 ， 对 于 库 埃 特 流 ，U” = 0， 没 有 在 两 个 边界 为 零 的 本 征 函 数 。 
后 面 我 们 将 看 到 这 个 情况 经 常 发 生 ) 。 然 而 ， 如 果 我 们 也 考虑 c 的 连续 谱 
部 分 ， 那 么 我 们 必须 首先 精确 定义 相应 的 本 征 函 数 指 的 是 什么 ， 并 研究 它 
们 t 一 co 的 行为 ， 然 后 我 们 必须 证 明 得 到 的 函数 系 是 完备 的 ， 这 不 是 个 简 
单 的 任务 。 所 以 ， 实 际 上 ， 仅 考虑 基本 的 类 波 扰动 的 无 儿 流 稳定 性 的 证 明 
不 仅 从 瑞 利 定理 出 发 ， 而 是 需要 额外 的 复杂 程序 。 


在 这 方面 ，Case (1960a, b) 和 Dikiy (1960a, b) 互 相 独 立地 指出 ， 对 于 
无 黏 稳定 性 的 分 析 ， 放 弃 考 虑 方程 2.27) 形式 的 基本 类 波 解 是 有 利 的 。 
相反 ， 应 该 求解 右边 为 零 〈 即 v = 0) ， 初 始 条 件 为 Ww(z, z,0) = polz, z) 
偏 微分 方程 (2.26) 的 一 般 初 值 问题 [这 是 我 们 之 前 提 到 的 无 务 稳 定性 问题 
的 第 二 个 方法 |。 两 个 作者 都 用 对 时 间 的 拉 普 拉 斯 变换 求解 初 值 问题 ， 得 
到 了 拉 普 拉 斯 积分 形式 的 解 , t > ce 的 渐 近 行为 可 以 用 复 变 函 数理 论 的 通 
常 方法 研究 。 相 应 拉 普 拉 斯 积分 中 的 被 积 函 数 也 可 以 用 于 精确 确定 方程 
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(2.29) 的 本 征 函 数 集 (连续 谱 和 分 立 谱 ) ; 这 个 函数 集 的 完备 性 自动 满足 
《因为 任意 初 值 问题 的 解 可 以 用 它 展开 ) 。 然 而 ， 如 前 所 述 ， 考 虑 满足 方 
FE (2.29) 的 基本 类 波 解 对 于 稳定 性 的 研究 是 相当 不 必要 的 ， 因 为 初 值 问题 
的 一 般 解 在 t 一 oo 的 行为 立即 决定 了 流动 是 否 稳定 。Case (1960a) 和 Dikiy 
(1960b) 互 相 独 立地 概述 了 这 个 事实 的 证 明 : 在 所 有 情况 下 ， 方程 (2.26) 
的 初 值 问题 的 增长 解 只 有 当 相 应 的 方程 (2.29〉 有 分 立 的 Im c > 0 的 复 本 
征 值 <〈 或 多 个 分 立 的 实 本 征 值 co) 时 才 存 在 。 更 准确 地 说 ， 它 们 也 概述 了 
分 立 谱 与 不 稳定 性 相关 的 证 明 〈 而 %(z, >, 姓 的 拉 普 拉 斯 积分 表示 在 连续 谱 
处 ， 在 t 一 co 时 总 是 以 1/t 豪 减 ) 。 根 据 瑞 利 定理 ， 如 果 分 布 U(z) 没 有 抛 
点 ， 那 么 方程 (2.29) 的 复 本 征 值 不 存在 。Lin (1955) 第 8.2 节 描述 的 对 方 
FE (2.29) 更 仔细 的 研究 表明 ， 流 动 中 U”(z) 符 号 的 变换 对 于 存在 存 粹 实 的 
本 征 值 c 也 是 必要 的 ;， 换 句 话 说 ， 在 速度 分 布 没有 拐点 时 ， 方 程 (2.29) 根 
本 没有 分 立 的 本 征 值 。 所 以 Case 和 Dikiy 的 结果 给 出 了 一 般 地 由 瑞 利 定理 
推导 的 速度 分 布 无 拐点 的 无 务 平 面 平 行 流动 稳定 性 的 第 一 个 严格 证 明 。 
有 趣 的 是 ， 对 于 理想 流体 的 平面 库 埃 特 流 的 特殊 情形 ， 这 里 描述 的 方法 
早 在 Orr (1906-1907) 就 被 使 用 了 ， 他 解决 了 这 样 的 流动 中 对 于 小 扰动 的 一 
般 初 值 问 题 ， 证 明了 解 总 是 衰减 的 [参见 Drazin, Howard (1966) 第 28 页 ]， 然 
而 ， 后 来 Orr 的 这 个 结果 被 搁置 一 边 。Dikiy 和 Case 也 证 明了 [特别 参见 Case 
(1961)] 对 于 完整 的 方程 2.26) ， 初 始 条 件 为 W(z, z,0) = polz, z) 的 问题 的 
解 在 v 一 0 时 总 是 趋向 于 同样 问题 的 简化 方程 的 解 。 所 以 ， 在 这 方面 ， 初 值 
问题 也 比方 程 (2.28〉 的 边 值 问 题 有 相当 大 的 优势 ， 其 中 完整 方程 的 特征 
值 和 特征 函数 和 简化 方程 的 特征 值 和 特征 函数 之 间 没 有 简单 的 连续 [参见 Lin 
(1961) 和 Lin，Benney (1962)]。 对 无 和 儿 流 体 动力 学 稳定 性 的 研究 的 初 值 问 
题 方 法 的 广泛 综述 可 以 在 Drazin，Howard (1966) 中 找到 ; Case 和 Dikiy 仪 
仅 给 出 概述 的 这 个 领域 中 一 些 结果 的 严格 证 明 由 Rosencrans，Sattinger 
(1966)〈 在 额外 的 限制 条 件 下 ) 给 出 。 


U U 
a b 


图 13 具有 一 个 拐点 的 两 类 速度 分 布 。 


现在 让 我 们 假设 速度 分 布 有 一 个 拐点 ， 即 U"(z) 至 少 在 一 个 点 为 零 。 根 
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据 瑞 利 定理 ， 对 于 无 黏 平面 平行 流动 的 不 稳定 性 ， 这 个 条 件 是 必要 的 但 不 
是 充分 的 。Fjgrtoft (1950) 和 Helland (1953) 注 意 到 不 稳定 性 必须 的 一 个 非 
常 简单 的 更 强 的 条 件 。 为 了 得 到 这 个 条 件 ， 我 们 必须 把 方程 〈2.30) 的 实 部 
加 上 虚 部 乘 以 因子 (cl - Us)/c2, FEU, = U(z0) 是 拐点 处 的 速度 值 。 于 是 
我 们 得 到 


SS 


22 22 


n" _ 2 
Ta DOVON = [U+ HieP ae <0. 


(U —c)?+e¢ 
所 以 ， 不仅 UV”(z) 必 须 在 某 点 z = oo FS, MAU (U 一 0) 在 流 场 的 
某 处 必须 为 负 。 特别 地 ， 如 果 U(z) 是 单调 函数 并 且 U”(z) 仅 在 一 个 点 z0 为 
零 ， 那 么 对 于 不 稳定 性 ， 不 等 式 U”(UV 一 Us) < 0 必须 在 每 个 > A 0 都 满 
足 《〈《 故 而 ， 例 如 ， 有 具有 如 图 a 所 示 速 度 分 布 的 流动 可 能 是 不 稳定 的 ， 但 
具有 图 b 速 度 轮廓 的 流动 总 是 稳定 的 ) 。 这 个 新 的 不 稳定 性 必要 条 件 一 
般 也 是 不 充分 的 。 例 如 ，Tollmien (1935) 证 明了 在 z1 < z < 22,2, < 0 < 
z2 层 中 速度 分 布 为 U(z) = sinz 的 流动 是 稳定 的 ， 如 果 2 一 < T， 尽 
E Fjørtoft-Hølland 条 件 在 这 里 成 立 [ 参 见 Drazin，Howard (1966) 第 35 页 ] 。 
然而 ， 在 同一 篇 文章 中 ，Tollmien 证 明了 速度 分 布 存 在 一 个 拐点 对 于 一 个 
非常 重要 情形 中 的 不 稳定 性 是 充分 的 : 具有 对 称 速 度 分 布 的 渠 流 和 具有 
图 a 所 示 形 式 的 速度 分 布 的 边界 层 类 型 的 流动 [也 参见 Lin (1955)8.2 节 ; Shen 
(1964)G.7 节 和 Drazin, Howard (1966)]。 对 于 所 有 这 种 流动 ，U”(z) 在 某 点 
为 零 表 明 Fjgrtoft-Hglland 条 件 也 满足 ， 并 且 瑞 利 方程 (2.29〉 有 Im c> 0 的 
本 征 值 c<。Rosenbluth, Simon (1964) 给 出 了 不 稳定 性 的 另 一 个 必要 条 件 ， 这 
个 条 件 在 只 有 一 个 拐点 的 单调 分 布 U(z) 情 形 下 也 为 充分 条 件 。 


Case，Dikiy 和 Rosencrans，Sattinger 的 结果 表明 ， 瑞 利 方程 的 连续 谱 
一 般 (甚至 总 是 ) 稳定 的 。 所 以 对 非 攻 清流 体 的 各 种 平面 平行 流动 不 稳 
定性 特征 的 研究 等 价 于 找到 相应 瑞 利 方程 的 所 有 分 立 的 本 征 值 和 本 征 函 
数 。 这 个 本 征 值 问题 在 光滑 变换 的 函数 U(z) 的 情形 难以 显示 求解 。 然 而 ， 
当 U(z) 为 分 段 线 性 多 边 形 分 布 时 ， 可 以 找到 不 同 z 区 域 稳定 性 方程 的 指数 
解 ， 并 使 用 U(z) 角 上 自然 的 “连接 条 件 ” 得 到 显 式 的 本 征 值 关系 。 这 个 方 
法 首先 被 亥 姆 霍 效 《用 于 切 向 速度 不 连续 性 的 情形 ) 、 开 尔 文 和 瑞 利 [ 特 
别 参见 瑞 利 (1984) 经 典 著 作 第 2 卷 ，XXI 章 ] 使 用 ; Drazin, Howard (1962, 
1966) 和 Michalke, Schade (1963) 最 近 也 使 用 了 这 个 方法 。 
电子 计算 机 的 引入 改变 了 这 个 情形 ; 现在 甚至 在 光滑 分 布 0V(z) 的 情 
也 容易 数值 求解 瑞 利 方程 的 本 征 值 问 题 。 这 种 解 的 很 多 例子 可 以 在 Drazin， 
Howard (1966)II.4 节 和 Betchov, Criminale (1967) 的 综述 中 找到 ， 那 里 有 原 
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始 参 考 文献 。 

具有 U(z) = sech”z, 一 00 < z < oo 的 Bickley 射 流 和 IT(z) = 0.5(1 + 
tanhz), 一 00 < z < co 双 曲 正切 自由 边界 层 情形 的 结果 和 Sato (1960), Frey- 
muth (1966) 和 其 他 人 《他 们 测量 了 在 射流 和 射流 边界 层 中 由 喇叭 的 声音 引 
入 的 人 工 扰 动 的 增长 ) 得 到 的 实验 数据 进行 了 比较 [ 见 Michalke，Freymnuth 
(1966) 的 综述 ]。 

最 初 的 比较 结果 是 令 人 满意 的 ， 但 更 详细 的 研究 表明 ， 实 验 数据 在 某 
些 方面 与 计算 结果 有 偏差 。 一 种 可 能 的 解释 是 ， 这 个 理论 严格 考虑 了 随时 
间 增 长 的 类 波 扰动 ， 而 在 实验 中 ， 我 们 有 沿 平 均 流 动 方向 上 增长 的 时 间 周 
期 扰动 。 为 了 用 这 个 理论 来 解释 实验 数据 ， 我 们 用 扰动 相 速 度 把 时 间 增 长 
率 线性 变换 为 空间 增长 率 〈 如 Schubauer, Skramstad 首 先 对 黏 性 边界 流 做 的 
那样 ， 我 们 稍 后 将 讨论 这 个 工作 ) 。 然 而 ， 正 如 Gaster (1962, 1965) 所 解释 
的 那样 ， 这 种 变换 并 不 严格 。 基 于 对 具有 固定 的 〈《 实 ) 频率 w = kc 和 未 知 
的 本 征 值 〈 通 常 为 复数 ) 的 瑞 利 方程 (2.29) 的 本 征 值 问题 研究 的 时 间 周 
期 性 的 空间 增长 扰动 的 理论 更 适合 描述 这 些 实验 数据 。Michalke (1965b) 对 
双 曲 正切 剪 切 层 以 及 Betchov, Criminale (1966, 1967) 对 一 些 无 笑 射 流 和 尾 流 
发 展 了 这 样 的 理论 。 对 于 所 有 适中 的 Strouhal 数 St = w6/Uo〈 其 中 6 和 是 
边界 层 厚 度 和 射流 速度 的 典型 值 ) ，Michalke 的 计算 结果 和 Freymuth 
(1966) 的 实验 结果 符合 得 非常 好 。 对 于 更 大 的 Strouhal 数 ， 有 必要 考虑 
真实 速度 分 布 对 双 曲 正切 的 偏离 〈 见 Michalke (1968a) 关 于 不 同 速 度 分 布 的 
自由 剪 切 层 中 空间 增长 的 扰动 的 工作 ) 。 

在 流体 具有 随 高 度 〈( 即 随 z 坐 标 〉 变 化 的 密度 的 情形 ， 即 使 粘 灌 系数 
不 为 零 ， 我 们 也 将 磁 到 无 犁 平面 平行 流动 不 稳定 性 研究 中 出 现 的 同样 的 困 
难 ， 也 就 是 ， 即 使 vy 承 0， 相 应 的 奥 尔 - 索 末 非 方 程 在 U(z) = c 的 点 也 会 有 一 
个 奇 点 [ 见 ， 例 如 ，Dikiy (1960a)]. 18 

因此 ， 我 们 没有 理由 将 选择 多 值 节 的 适当 分 文 的 恒定 密度 规则 转 
移 到 这 种 情形 ， 如 Schlichting (1935b) 所 做 的 。 在 所 谓 瑞 利 - 泰勒 不 稳 
定性 理论 中 研究 了 变化 密度 的 重 流体 水 平稳 态 层 的 不 稳定 性 [ 见 ， 例 
W, Chandrasekhar (1961) 第 X 章 ; Selig (1964)]。 目 前 ， 对 于 水 平 运动 的 
黏 性 非 均 质 流体 的 结果 是 非常 不 完备 的 [参见 Drazin (1962)]。 我 们 必须 注 
意 ， 在 变 密度 的 情形 ， 由 于 相应 的 本 征 函 数 系统 的 不 完备 性 ， 即 使 > 和 0， 
在 不 考虑 连续 谱 的 情况 下 ， 将 不 稳定 性 判 据 的 确定 化 为 本 征 值 问 题 也 是 
不 合理 的 。 因 此 ， 对 于 密度 随 高 度 变 化 的 流体 流动 ， 无 论 对 于 ” = 0 还 
Fev 了 0， 严格 的 稳定 性 分 析 都 要 求 研究 相应 初 值 问 题解 在 t 一 00 的 渐 近 行 


实际 上 ， 如 果 除了 非 零 条 灌 系数 ， 我 们 也 考虑 非 零 热传导 系数 ， 那 么 我 们 将 再 一 次 得 到 
个 通常 的 在 主 项 系数 中 没有 任何 奇异 性 本 征 值 问题 (这 一 次 是 六 阶 的 )。 
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为 。 这 个 解析 问题 非常 困难 ， 这 个 领域 所 取得 的 进展 是 非常 近期 的 ， 而 且 
仅 在 > = 0 的 假设 下 《〈 即 对 于 理想 流体 ) 。 


所 以 ，Eliassen, Holland, Riis (1953) 以 及 后 来 Dikiy (1960a) 和 Case (1960b) 更 
精确 地 研究 了 填 满 无 界 半 空间 并 且 具 有 线性 速度 分 布 ， 密 度 指数 衰减 的 非 


均匀 重 流体 的 二 维 流 动 ， 其 扰动 的 流 函 数 初 值 问题 解 的 渐 近 行为 。 他 们 证 


明 ， 正 如 理想 流体 平 


长 的 扰动 的 意义 下 ) 


面 平行 流体 的 情形 ， 在 此 情形 ， 仅 当 存 在 方程 (2.27) 


式 的 幅度 增长 〈 即 Im c > 0) 的 类 波 扰 动 时 才 会 出 现 不 稳定 性 《在 存在 增 


o 


根据 G. I. Taylor 在 1915 年 对 特征 值 问题 的 研究 结果 [但 发 表 得 晚 得 多 ， 


正 的 Richardson 数 Ri 
(1960, 1959) 著 名 的 
(在 所 示 的 意义 下 ) 


题 在 0 < Ri < 1/4 时 没有 分 立 本 征 解 ， 而 当 Ri > 1/4 只 有 稳定 本 征 解 。 


见 Taylor (1931)]， 加 上 最 近 Dikiy (1960c) 和 Dyson (1960) 独立 进行 的 对 
合流 超 几 何 函数 零点 的 行为 更 严格 的 数学 分 析 ， 可 以 知道 ， 对 于 所 有 


(不 仅 对 于 Ri > 1/4， 如 Prandtl (1949) 和 Schlichting 
和 综述 文章 所 断言 的 ) ， 这 样 的 非 均 匀 流 体 的 流动 
是 稳定 的 。 实 际 上 ， 在 这 个 情形 ， 相 应 的 本 征 值 问 


后 来 ，Miles (1961) 使 用 了 一 个 类 似 的 方法 研究 了 具有 实际 的 任意 密度 分 


布 p( 引 [对 于 所 有 z，p(z) < 0， 密 度 随 高 度 单 调 下 降 ] 和 任意 单调 速度 分 
布 U(z) 的 无 黏 非 均 质 重 流体 一 般 的 平面 平行 流 。Miles 展 示 了 ， 在 这 种 情 


况 下 ， 不 稳定 扰动 的 存在 也 会 导致 不 稳定 波 以 方程 (2.27) 形式 的 流 函 数 


存在 。 此 外 ， 他 仔细 研究 了 这 种 流动 中 可 能 的 类 波 扰 动 ， 结 果 能 够 证 明 ， 
如 果 所 讨论 的 流动 在 所 有 点 有 Ri > 1/4， 那 么 它 肯定 是 稳定 的 (Goldstein 
(1931) 和 Drazin (1958) 关 于 变 密度 理想 流体 的 某 些 特殊 流动 中 的 类 波 扰 动 
的 工作 包含 了 最 后 这 个 结果 的 特殊 情况 ) 。Howard (1961) 也 借助 一 些 


积分 不 等 式 ， 类 似 瑞 利 使 用 的 ) 更 简单 地 证 明了 Miles 的 一 般 结果 和 更 
般 条 件 〈 不 限制 速度 和 密度 分 布 ) 的 结果 。 在 同一 个 工作 中 也 对 一 般 的 


变 密度 流动 证 明了 半圆 定理 (事实 上 ， 这 个 定理 最 初 是 在 这 种 一 般 情形 


下 证 明 的 ) 。 此 外 ， 


Case (1960c) 也 分 析 了 半 平 面 z > 0 中 密度 指数 增加 的 


无 运动 理想 流体 中 扰动 初 值 问 题解 的 行为 。 他 自然 地 发 现 一 个 随时 间 无 
限 增长 的 解 〈 见 上 面 的 2.4 节 ) ， 并 且 估 计 了 其 最 大 增长 率 。 对 密度 随 z 增 
长 (速度 梯度 不 为 零 ) 的 流体 中 扰动 的 初 值 问题 的 分 析 的 其 他 一 些 例子 也 
可 以 在 Eliassen, Holland, Riis (1953) 的 工作 中 找到 。Miles (1963) 和 Howard 


(1963) 仔 细 研 究 了 具有 密度 分 层 的 一 些 特殊 平面 平行 流动 中 的 类 波 扰动 。 


他 们 证 明了 “稳定 性 交换 ”原理 《〈 见 2.6 节 ) 仅 在 某 些 非常 特殊 的 条 件 下 成 
并 ， 而 (k, Ri) 平 面 中 的 不 稳定 性 区 域 可 能 有 一 些 不 相连 的 部 分 组 成 。 
对 《在 各 种 力 场 作用 下 的 均匀 和 不 均匀 流体 ) 无 么 平面 平行 流动 稳定 


性 理论 的 详细 讨论 可 


以 在 Drazin, Howard (1966) 杰 出 的 综述 中 找到 。 


2. 流体 动力 学 不 稳定 性 和 灌流 转 据 


用 性 流体 平面 平行 流动 不 稳定 性 的 一 般 理 论 


现在 让 我 们 加 
度 p 不 变 。 在 此 情 


到 
BS ， 奥 尔 - 索 末 非 方程 (2.28) RIE T 


更 复杂 的 符 性 流体 流动 的 情形 。 和 通 


a 
mH 


一 样 ， 假 设 密 
核心 作用 。 这 是 一 


个 具有 纯 分 立 谱 的 非 奇 异 方程 。 所 以 没有 理由 怀疑 方程 (2.26) 的 任何 解 


可 以 用 方程 (2.27) 


lz 式 的 “平面 波 ” 的 又 加 表示 。” 这 里 我 们 可 以 把 注 


意 力 完 全 集中 在 奥 尔 - 索 末 非 方 程 (2.28) 的 分 立 谱 的 通常 本 征 值 问题 的 


研究 上 。 这 样 一 个 研究 的 第 一 批 尝试 是 大 约 1910 FF hh 
Sommerfeld, R. von Mises, L. Hopf et al.) 对 具有 线性 速度 分 布 的 平 
(使 用 不 非常 严格 的 数学 方法 ) 进行 


埃 特 流 的 特殊 情 


了 结论 ， 这 样 的 流动 对 于 所 有 雷诺 数 都 稳定 。 这 个 结果 一 方 
然 ( 因 为 Orr (1906-1907) 已 经 严格 证 
定 的 ， 而 黏 滞 自 然 假 设 是 起 稳定 的 作用 
知 流动 对 于 足够 大 的 雷诺 数 转换 为 清流 的 经 验 事实 矛盾 。 
初 ，Prandtl (1921) 和 Tietjens (1925) 考虑 了 速度 分 布 由 直线 段 组 成 的 流 
动 稳定 性 的 问题 。 
意 雷 诺 数 《无 论 多 么 小 ) 都 是 不 稳定 的 。 在 这 几 年 中 ， 海 森 保 使 
生 的 重要 工作 (1924) 出 现 了 。 在 这 项 
得 到 了 一 个 结果 ， 在 当时 似乎 是 自 相 矛盾 的 (但 是 正确 的 ) 。 通 


= 


动 对 于 4 


用 小 扰动 方法 研究 平 


工作 中 ， 


多 人 (W. Orr, A. 
HE 
pH). HESS Bl 


条 看 起 来 非常 


明了 在 没有 秋 消 时 ， 库 埃 特 流 是 稳 
H) ， 但 兄 一 方面 ， 习 


n> 


它 明 显 和 所 有 已 
在 20 世纪 20 年 代 


他 们 得 到 了 最 出 乎 预料 的 结论 ， 在 存在 番 清 时 ， 这 种 流 


看 泊 肃 叶 流 稳定 4 


过 详细 


究 相 应 的 奥 竹 


*- 索 末 非 方程 解 在 大 Re《〈 即 小 >) 


黏 滞 时 对 于 小 扰动 稳定 的 泊 肃 叶 流 ， 


的 渐 近 行为 ， 没 有 


在 黏 兆 流 体 的 情形 对 于 足够 大 的 雷诺 


数 将 变 得 不 稳定 。 海 森 堡 的 结果 时 通过 复杂 的 数学 步 又 在 物理 而 不 是 数 


学 ) 水 平 上 严格 得 到 的 ， 毫 不 奇怪 ， 
泊 击 叶 流 动 稳定 性 的 证 明 也 持续 发 表 了 许多 年 〈 显 然 


它 在 很 长 一 段 时 间 引 起 严重 的 怀疑 ， 


= 


最 后 一 个 这 种 “证 


据 ” 是 C. L. Pekeris 在 1948 年 给 出 的 ) 。 番 滞 引 起 的 不 稳定 性 这 一 非常 有 
趣 的 现象 的 物理 机 制 是 Prandtl 在 20 世 纪 20 年 代 提 出 的 ， 但 直到 很 久 以 后 才 


变 得 清晰 易 懂 [Lin (1955) 第 4 章 ， 另 外 参见 Betchov, Criminale (1967)] 。 
在 Tollmien (1929) 的 工作 中 ， 小 扰动 方法 被 用 于 研究 边界 层 流动 的 
稳定 性 ， 这 种 流动 被 考虑 未 平面 平行 的 ， 速 度 分 布 有 直线 和 抛物 线段 组 


成 。Tollmien 第 一 个 得 到 了 (k, Re) 平 面 上 把 稳定 扰动 和 不 稳定 扰动 
开 的 中 性 稳定 性 曲线 的 形式 。 后 来 ，Tollmien (1930，1947) 和 Schlichting 
果 推 广 到 任意 速度 分 布 。 在 1944-1945 年 ，Lin 
E 论 进行 了 批判 性 的 重新 思 


(1933a,b，1935a) 把 这 
(1945) 对 平面 平行 流 稳定 性 的 整体 怪 
究 了 基本 算 例 ， 改 进 了 Tollmien 和 Schlichting 的 数值 结果 。 然 而 ， 这 


些 结 


区 域 分 


考 ， 重 新 研 


2 然而 ， 我 们 必须 注意 到 这 种 表示 的 可 能 性 的 严格 证 明 看 起 来 仅 


Haupt (1912) 在 一 篇 非 


常 老 的 文 


中 进行 了 而 


究 ， 或 许 也 在 Schensted (1960) 未 发 表 的 学 


前 没有 理由 认为 这 个 问题 已 经 完全 解决 了 。 


立论 文中 有 看 


究 。 所 以 
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奥 尔 - 索 末 非 方程 《2.28) 解 的 渐 近 分 析 的 方法 的 复杂 性 导致 即使 到 现在 ， 
所 得 到 的 这 些 结果 在 某 些 方面 也 是 不 确定 的 。 困 难 在 于 ， 所 使 用 的 渐 近 序 
列 通 常 在 U(z) 一 c = 0 的 点 z 有 奇异 性 ， 而 初始 方程 在 这 个 点 是 正常 的 。 所 


以 ， 寻 找 一 致 收敛 的 渐 近 展开 的 问题 引起 了 人 们 极 大 的 兴趣 ， 但 这 种 展开 


的 表述 遇 到 了 很 大 的 困难 [ 见 ， 例 如 ，Lin， 


许多 最 近 的 结果 可 以 在 Stuart (1963)、 
中 找到 ， 也 参见 Goering (1959)、Chen， 


Benney (1962)]. 


奥 尔 - 索 末 非 方程 解 的 各 种 渐 近 近似 的 精细 数学 分 析 的 广泛 领域 中 


Shen (1964) 和 Reid (1965, 1966) 
Joseph, Sparrow (1966), Graebel 


(1966). Betchov, Criminale (1967) 附 录 II、Tam (1968) Huppert (1968). 


我 们 已 经 指出 ， 严 格 来 说 ， 竹 性 流 
流 和 泊 肃 叶 流 的 组 合 。 因 此 ， 从 考虑 这 
殊 平 面 平行 流动 是 自然 的 。 让 我 们 首先 
流动 对 于 任意 无 穷 小 扰动 都 是 稳定 的 ， 
这 一 事实 还 没有 得 到 严格 证 明 。 这 个 问 


体 的 平面 平行 流动 只 能 是 库 埃 特 
两 个 例子 开始 研究 颖 性 流体 的 特 
考虑 平面 库 埃 特 流 。 现 在 ， 这 种 
eH ABE. Ail, ws, 
E IK & BUF AE FH AR EE A HL HR 


开 来 研究 极限 情况 〈 通 常 是 Re 非常 大 的 情形 ) ， 使 用 直接 数值 方法 来 
计算 适中 参数 下 的 本 征 值 和 本 征 函 数 。 这 个 方法 首先 由 Southwell，Chitty 
(1930) 发 展 [ 然 而 ， 他 们 把 注意 力 集 中 在 纯 虚 的 本 征 值 ， 信 守 “ 稳 定性 交换 


原则 ”]。 最 近 ， 随 着 渐 近 近似 技术 的 改进 和 计算 机 数值 计算 的 应 用 ， 这 种 


方法 得 到 了 广泛 的 发 展 。Grohne (1954) 做 出 了 一 个 最 重要 的 贡献 ， 他 发 现 


了 在 给 定 上 和 Re 的 平面 库 埃 特 流 中 存在 一 系列 类 波 扰动 模式 ， 并 计算 了 
二 个 最 低 模式 的 复 本 征 值 c = c(k, Re)。 对 于 所 有 k 和 Re， 所 有 这 些 本 征 值 


对 应 于 cs = Im c < 0 的 阻尼 振荡 。Grohne 给 出 的 对 一 个 固定 k 的 十 二 个 函 
数 c = cz(Re) 的 形式 也 可 以 在 Shen (1964) 和 Betchov, Criminale (1967) 中 
找到 [尽管 必须 记 住 ，Grohne 的 数值 结果 和 后 来 Gallagher, Mercer (1964) 的 
计算 符合 得 不 非常 好 ]。 在 最 后 使 用 计算 机 的 数值 工作 Riis (1962)[ 他 也 研究 


具有 线性 速度 分 布 的 非 均匀 番 性 流体 9 
(1962, 1964). Deardorff (1963). Birikh 


É], Hains (1967), Ponomarenko (1968c) 和 其 他 工作 中 ， 只 发 现 了 阻尼 振 


PIŠ] Gallagher, Mercer 
(1965)[ 他 特别 考虑 了 小 Re 值 的 情 


荡 。 所 以 非 第 有 可 能 平面 库 埃 特 流 中 不 存在 不 稳定 扰动 ， 尽 管 目前 这 个 问 


题 还 不 能 认为 已 经 板 上 钉 钉 ， 因 为 还 没有 穷尽 整个 参数 空间 ， 这 用 渐 近 估 
计 没 法 处 理 。 显 然 ， 对 于 任意 雷诺 数 ， 具 有 U(z) = Az 和 方程 (2.28) 的 本 


法 ) 这 个 方程 所 有 纯 虚 的 本 征 值 e 满 足 不 


征 值 的 唯一 严格 数学 结果 是 Dikiy (1964) 给 出 的 ， 他 证 明了 〔 没 有 用 数值 方 


等 式 c < —k/Re (其 中 Re 是 雷诺 


Bl, HRA REA, = 五/2 和 流动 的 最 大 速度 UV = 2AH EX) 。 这 个 结 


果 特 别 地 表明 ， 在 这 种 情况 下 ， 在 满足 “稳定 性 交换 原理 ”的 情况 下 ， 不 


可 能 发 生 向 不 稳定 的 转变 ， 但 这 不 能 保证 


不 稳定 性 一 般 来 说 是 不 可 能 锯 


2. 流体 动力 学 不 稳定 性 和 灌流 转 拨 


平面 泊 肃 叶 流 动 的 情况 更 令 人 满意 。 这 里 林家 撼 基于 一 个 特殊 类 型 对 
于 大 Re 的 渐 近 展开 的 仔细 计算 证 实 了 海 森 堡 对 这 种 流动 在 足够 大 〈 但 有 
限 的 ) Re 时 的 基本 结论 ， 并 且 可 以 得 到 Im c(k, Re) = 0 形式 的 中 性 稳定 性 
曲线 。 之 后 这 个 问题 由 Thomas (1953) 在 相应 本 征 值 问题 数值 解 的 帮助 下 
重新 进行 了 研究 ，Shen (1954)、Lock (1955)、Nachtsheim (1964), Grosch, 
Salwen (1968) 和 其 他 人 也 使 用 改进 形式 的 渐 近 展开 和 /或 更 好 的 计算 机 进 
行 了 研究 。 所 有 这 些 计 算 的 结果 互相 符合 得 较 好 《〈 见 例如 图 14) 。 足 够 
大 的 Re 的 平面 泊 肃 叶 流 的 不 稳定 性 也 由 Krilov (1964) 严 格 证 明 ， 没 有 使 用 
数值 方法 。Shen (1954) 使 用 Lin 的 方法 计算 了 一 组 稳定 曲线 Im c(k, Re) = 
常量 的 形式 ， 这 定义 了 一 组 具有 给 定 增长 率 的 平面 泊 肃 叶 流 的 扰动 [ 参 
见 Lin (1955)、Shen (1964)、Betchov, Criminale (1967)]。Grosch, Salwen 
(1968) 后 来 重复 了 同样 的 计算 ， 他 们 的 结果 和 Shen 的 结果 符合 得 很 好 。 


Lin’s calculation 
Lock’s calculation 


he %3 


图 14 (k,Re)*F E EPH i a HY ft AY HE H k AIER, Ae Lin 
(1945) 和 Lock (1955) 的 计算 。 


Lin 和 Lock 发 现 的 “中 性 曲线 ”Im c(k,Re) = 0,Re = UA, /vN Æ 
A ERPF, U 是 未 扰动 流 的 最 大 速度 ) 如 图 14 所 示 。 临 界 雷 
诺 数 Recr( 对 应 于 这 条 曲线 最 左边 的 点 ) 大 约 等 于 6000〈 根 据 Lock 的 
工作 ) , 5300 (根据 Lin 的 工作 〉 。 在 两 个 计算 中 ， 这 都 对 应 于 ke & 
1/H, (Thomas 得 到 了 接近 的 值 Rec 5780 和 k ~ 1.02/ 可 ， 而 根据 Nachtsheim，Reer ~ 
5767, ker œ% 1.02/H1, *8#Grosch, Salwen, Reer © 5750, ker œ 1.025/H1) ào 
“Re > co， 中 性 曲线 的 两 支 (上 下 两 分 支 ) 都 趋向 于 零 ( 上 分 支 渐 
近 正 比 于 Re-1/1ii1， 而 下 分 支 正比 于 Re-!7) 。 所 以 ， 随 着 Re 增 大 ， 具 有 
固定 (但 不 太 大 的 ) 的 扰动 首先 位 于 稳定 区 〈“ 即 ， 他 们 衰减 )， 然 
后 位 于 不 稳定 区 ， 然 后 最 终 再 次 位 于 稳定 区 。 从 这 个 我 们 看 到 为 什么 
在 Re 一 co (Bly > 0) 极限 ， 流 动 变 得 对 任意 扰动 都 稳定 。 


Grohne (1954) 证 明了 奥 尔 - 索 末 非 方程 对 于 基本 泊 肃 叶 分 布 情形 的 本 

征 值 也 有 更 高 的 模式 。 他 计算 了 最 低 的 十 二 个 复 本 征 值 c = c(k, Re) 并 
且 发 现 所 有 这 些 模式 ， 除 了 第 一 个 〈 这 是 上 面 提 到 的 所 有 作者 都 研究 
过 的 唯一 一 个 模式 ) ， 都 是 强烈 衰减 的 。Grohne 对 平面 泊 肃 叶 流 的 一 些 
结果 在 Shen (1964) 和 Betchov，Criminale (1967) 重 新 提 到 。 后 来 ，Grosch， 
Salwen (1968) 重 新 计算 了 这 些 更 高 模式 的 本 征 值 和 本 征 函 数 。 他 们 得 到 了 
和 Grohne 的 结果 定性 上 完全 相符 《但 定量 上 不 太 接 近 ) 的 结果 。 
最 一 般 的 严格 稳 态 的 黏 性 流体 平面 平行 流动 是 在 有 一 个 运动 上 壁 的 平 
掉 渠 中 出 现 的 纵向 压强 梯度 不 变 的 组 合 的 平面 库 埃 特 - 泊 肃 叶 流 动 。 这 种 流 
动 的 速度 分 布 可 以 写 为 无 量 纲 形式 ,Ui(z1) = (4 一 Az 一 (4 一 24)z?,0 £ 
a £1, Ha = 2z/ 万 四 (2) = U(2H)/U(0.5H), A = (1) 是 正比 
于 上 壁 的 速度 的 无 量 纲 参量 ， 从 纯 泊 肃 叶 流 的 4 = 0 变化 到 纯 库 埃 特 流 
的 4 = 2. Potter (1966) 和 Hains (1967) 研 究 了 这 种 库 埃 特 - 泊 肃 叶 流 的 稳 
定性 ， 他 们 的 结果 互相 吻合 。 根 据 他 们 的 结果 ， 在 泊 肃 叶 流 上 闭 加 库 埃 
特 流 总 是 起 到 了 稳定 的 作用 ， 极 大 地 增 大 了 Rec。 例 如 ， 把 上 壁 的 速度 
从 零 〈 对 于 泊 肃 叶 流 ) 变 为 最 大 泊 肃 叶 速 度 的 10% 导 致 Recr 增 加 236%。 
当 4 达 到 大 约 0.55， 平 面 库 埃 特 - 泊 肃 叶 流 表 观 上 变 得 对 所 有 无 穷 小 扰动 稳定 
( 即 Recr 趋 向 于 无 穷 大 ) ， 在 达到 4 = 2 的 线性 速度 分 布 之 前 很 久 。 

Potter (1967) 对 于 具有 Ui(z1) = (A-1)27+Az141,0 > 21 > —1, U1 (21) = 
Uy (—21),0 < z1 < 1 形式 的 对 称 抛物 线 无 量 纲 速 度 分 布 的 模型 流 的 情形 得 到 
了 类 似 的 结果 。 这 里 ，4 = 0 也 对 应 于 泊 肃 叶 流 ， 增 加 A 对 应 于 增加 Recr。 
对 在 所 有 雷诺 数 的 所 有 无 穷 小 扰动 完全 稳定 性 表 观 上 在 4 ~ 0.437 时 达到 
( 即 在 达到 4 = 1 时 的 对 称 线 性 速度 分 布 之 前 很 入 〉。 

秀 性 流体 平面 平行 流 稳定 性 的 进一步 结果 。 边 界 层 流动 的 情形 

现在 让 我 们 考虑 平板 上 边界 层 流 动 中 流动 最 重要 的 情形 。 根 据 1.4 节 
的 结果 ， 因 为 边界 层 的 厚度 增长 相对 缓慢 而 且 垂 向 速度 远 小 于 水 平 速 
度 ， 所 以 在 此 情形 我 们 也 可 以 以 相当 好 的 精度 使 用 平面 平行 流 的 稳定 性 
理论 是 合理 的 。”? 所 以 在 他 们 的 计算 中 ，Tollmien 和 Schlichting 花 了 相 
当 大 的 力气 在 速度 分 布 等 同 或 接近 布 拉 休 斯 分 布 的 平面 平行 流 的 稳定 性 
上 《图 2，1.4 节 ) 。 结 果 ， 他 们 可 以 画 出 中 性 曲线 Im c(k, Re) = 0， 即 确 
定 (k, Re) 平面 上 不 稳定 区 域 的 边界 ， 根 据 他 们 的 数据 ， 这 条 曲线 近似 
和 图 14 中 的 曲线 In c(k,Re) = 0 有 相同 的 形式 。 临 界 雷 诺 数 Res* er = 


2 几乎 〈 但 不 是 严格 ) 平面 平行 流 的 奥 尔 - 索 末 非 方程 中 的 附加 项 的 效应 的 一 些 初 步 估计 
(这 使 得 这 个 假设 是 部 分 合理 的 ) 最 早已 经 由 Pretsch(1941a) 得 到 。 后 来 ， 其 他 人 也 研究 了 
这 个 问题 ， 如 Reid (1965) 和 Betchov, Criminale (1967) 第 54 节 所 讨论 的 ， 在 那里 可 以 找到 其 
他 参考 文献 。 然 而 ， 平 面 平行 近似 在 准 平行 流 稳定 性 研究 中 的 精确 性 目前 还 远 远 没有 确定 ， 
支持 这 种 近似 的 主要 论据 是 理论 结果 和 实验 数据 之 间 非 常 好 的 一 致 性 。 


TH 
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(UX). FOE (1.53) 定义 的 边界 层 的 唯一 厚度 ， 根 据 Tollmien 
的 计算 等 于 420， 根 据 Schlichting 的 计算 等 于 575。 

根据 方程 1.56) ， 这 意味 着 Rezu = (Uz/v)o = 0.6 x 10° R 
HiTollmien) , Reser = 1.1 x 105〈 根 据 schlichting) 。 这 些 数值 比 2.1 节 
给 出 的 那些 低 ， 因 为 失 稳 不 一 定 伴 随 向 汕 流 状态 的 转换 。 在 失 稳 的 点 ， 仅 
产生 一 些 增长 的 振荡 ， 随 着 向 下 游 运动 而 放大 。 对 于 一 些 更 大 的 z 值 ， 产 生 
向 充分 发 展 汕 流 的 转换 。 

然而 ， 另 一 方面 ， 得 到 的 Reu 值 自身 不 能 看 着 证 实 了 Tollmien-Schlichting 理 
论 ， 所 以 毫 不 奇怪 早 在 G. IL Taylor (1938) 就 就 表达 了 应 用 这 个 理论 到 
边界 层 中 的 真实 流动 〈 实 际 上 不 是 平面 平行 的 ) 的 合法 性 的 怀疑 。 然 
而 ，Schubauer, Skramstad (1947) 用 边界 层 流动 的 例子 对 Tollmien-Schlichting 理 
论 进行 的 直接 实验 验证 基本 证 实 了 这 个 理论 的 所 有 推论 ， 表 明 对 其 
正确 性 的 怀疑 是 没有 根据 的 。 在 此 之 后 ，Lin (1945) 和 Shen (1954) 重 复 
了 Tollmien 和 Schlichting 的 计算 ， 再 次 得 到 了 Resx,cr = 420。 然 而 ， 他 们 得 
到 的 中 性 曲线 的 形式 和 之 前 发 现 的 稍 有 不 同 〈 他 们 的 结果 如 图 15 所 示 ) 。 
更 近 的 时 候 ， 同 样 的 问题 被 不 同 的 研究 者 在 机 器 计算 的 辅助 下 重新 研究 了 
多 次 [ 见 Betchov，Criminale (1967) 的 综述 ， 也 参见 Reid (1965)]， 没 有 发 现 
与 Lin 和 Shen 的 结果 有 限制 不 同 。 


SR 


Kegs 


图 15 对 于 平板 上 方 边界 层 ，(k, Res*) 平 面 上 中 性 曲线 的 形式 。 


Schubauer 和 Skramstad 的 实验 是 在 华盛顿 特区 的 美国 国家 标准 局 的 一 
个 有 极 低 初始 满 流 的 风 洞 完成 的 。 这 个 风 洞 的 参数 UV'/U 在 采取 了 谨慎 的 
措施 后 可 以 保持 在 0.0003 一 0.0002 的 量 级 。 这 被 证 明 非 常 重要 ， 因 为 有 些 
数据 显示 ， 当 UJU 值 超过 0.002( 即 对 于 所 有 较 老 的 实验 中 得 到 的 值 〉， 

边界 层 中 辐 汕 流 的 转换 明显 受到 这 种 自由 流 扰动 的 强烈 影响 和 2.2 节 中 描 
述 的 泰勒 的 方案 一 致 ， 或 者 作为 Criminale (1967) 研 究 的 自由 流 和 边界 层 流 
动 相互 作用 的 另 一 种 机 制 的 结果 |]。 然 而 ， 当 UJU < 0.002， 转 换 主 要 是 
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正弦 形式 的 随机 三 维 扰动 引起 的 ， 在 一 定 条 件 下 ， 扰 动 幅度 向 下 游 增 大 ， 
和 线性 扰动 理论 的 推论 一 致 。 早 在 1940 年 ，Schubauer 和 Skramstad 就 通过 
仔细 的 热线 风速 仪 观测 证 明了 存在 这 种 规则 的 振荡 。 后 来 ， 为 了 更 准确 
地 验证 理论 推导 ， 他 们 在 边界 层 中 放置 了 一 条 薄 金 属 带 ， 通 过 电磁 铁 引 入 
振荡 ， 产 生 固定 频率 w 的 人 工 扰动 。 他 们 成 功 证 明了 速度 的 中 性 的 〈 既 不 
增长 也 不 衰减 几乎 纯正 弦 波 动 对 应 于 稳定 图 中 中 性 曲线 的 点 。 美 国 国家 
标准 局 的 其 他 人 在 随后 一 些 年 重复 了 Schubauer 和 Skramstad 的 经 典 实验 ， 
证 实 了 之 前 的 发 现 〈( 参 见 Betchov, Criminale (1967) 第 VI 章 ) 。Wortmann 
(1955) 也 使 用 水 作为 流体 ， 使 用 特殊 的 流动 可 视 化 技术 进行 了 类 似 的 实 
Io Burns, Childs, Nicol, Ross (1959) 也 做 了 类 似 的 实验 ， 使 用 放置 在 流体 
中 镀 银 的 薄片 代 蔡 热线 风速 仪 观测 速度 扰动 的 > 分量 引起 的 照射 到 薄片 上 的 
光束 的 反射 光 的 振荡 。Wortmann 和 Burns 等 人 的 观测 得 到 了 和 $Schubauer， 
Skramstad 的 结果 符合 很 好 的 结果 。 

为 了 将 实验 数据 和 理论 推论 相 比 较 ， 方便 的 是 考虑 具有 固定 的 〈( 实 ) 
频率 w 和 变化 的 (一 般 来 说 复 的 ) 波 数 的 = ike ol) 形式 的 时 间 周 
期 性 扰动 ， 代 蔡 通 常 的 具有 固定 的 〈 实 ) 波 数 k 的 方程 (2.27) 形式 的 空间 
周期 性 扰动 。 换 名 话说 ， 研 究 流动 中 一 个 固定 点 处 设置 的 给 定 频 率 w 的 扰 
动 治平 板 的 空间 变化 〈 即 随 z 增 大 ) 是 合适 的 。 在 Schubauer-Skramstad 实 
验 的 时 候 ， 仅 发 展 了 空间 周期 性 扰动 的 理论 ， 所 以 这 些 作 者 简单 第 将 时 间 
变化 率 用 扰动 相 速 度 的 方法 线性 转换 未 空间 增长 率 。 然 而 ， 如 果 有 色散 ， 
这 个 过 程 是 不 严格 的 ， 看 起 来 更 合理 的 是 用 群 速度 而 不 是 相 速度 把 z 从 时 
间 增 长 率 转 换 为 空间 增长 率 。Gaster (1962, 1965) 后 来 研究 了 这 个 问题 ， 
他 证 明了 对 于 边界 层 中 具有 相对 小 的 放大 率 的 扰动 〈 群 速度 和 相 速 度 大 
致 相等 ) ，Schubauer-Skramstad 变 换 有 相当 高 的 精度 ， 即 它 是 有 道理 的 
(也 参见 Betchov, Criminale (1967), 第 53 节 ) 。 男 一 方面 ， 使 用 了 现代 计 
算 机 后 ， 从 未 知 复 c( 具 有 不 变 的 实 k) 的 本 征 值 问题 转变 为 未 知 复 k〈( 具 
有 不 变 的 实 w) 的 本 征 值 问题 并 不 会 产生 任何 额外 的 困难 。 所 以 ， 训 不 
奇怪 在 1964-1966 年 间 很 多 研究 者 独立 进行 了 布 拉 休 斯 边界 层 中 空间 增长 
扰动 的 数值 稳定 性 计算 《所 有 这 些 参考 文献 和 一 些 结果 可 以 在 Betchov， 
Criminale 的 第 53 节 找到 ) 。 


A(1959) [MJ F (w, Re) 平 面 上 具有 理论 中 性 曲线 Im k(w,Re) = 0 的 中 性 
扰动 的 频率 〈 借 助 Shen (1954) 数 据 的 相 速 度 变 换 得 到 ) 的 比较 。 理 论 和 
实验 的 一 致 性 是 完全 令 人 满意 的 。 在 这 方面 ， 我 们 注意 到 ， 空 间 周 期 
扰动 和 时 间 周 期 扰动 的 中 性 曲线 总 是 精确 相同 的 ， 因 为 如 果 Im c = 0， 

那么 我 们 有 Im w = Im ke = 0。 图 17 给 出 了 Schubauer，Skramstad 的 和 
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图 16 平板 上 方 边 界 层 在 (w, Res*) 平 面 上 中 性 曲线 的 计算 形式 以 及 中 性 振荡 
频率 的 实验 数据 。 


中 性 扰动 有 关 的 波 数 相 联 系 的 数据 。 这 些 数据 也 非常 好 地 位 于 理论 曲 
线 上 。 使 用 1959-1964 年 通过 数字 计算 得 到 的 理论 曲线 蔡 代 图 15 所 示 的 旧 
的 曲线 时 〈 这 条 新 曲线 可 以 在 Betchov，Criminale 的 书 中 找到 ) ， 这 种 一 
致 性 甚至 要 稍 好 一 些 。Schubauer 和 Skramstad 测 量 的 空间 增长 率 Im k = 
ko(w, Re) 也 和 理论 计算 的 结果 符合 得 非常 好 。 数 据 和 理论 推导 比较 的 进 一 
步 材料 可 以 在 Lin (1955)、Schlichting (1959, 1960)、Dryden (1959), Stuart 
(1963)、Shen (1964) 和 Betchov, Criminale (1967) 的 综述 中 找到 。 

人 们 也 对 很 多 其 他 边界 层 分 布 〈 例 如 ， 对 应 于 流 过 弯曲 表面 或 
者 存在 有 利 或 不 利 的 压强 梯度 ， 对 应 于 流体 在 有 吸入 的 多 孔 板 上 流 
动 ， 对 应 于 壁面 射流 等 等 ) 的 中 性 曲线 和 稳定 图 进行 了 类 似 的 计算 。 
这 些 计 算 的 结果 可 以 在 Lin (1955)、Shen (1964), Reid (1965), Hughes, 
Reid (1965), Betchov, Criminale (1967) 和 其 他 很 多 文献 中 找到 。 刚 性 壁 


78 


图 17 平板 上 方 边界 层 中 中 性 扰动 的 波 数值 ， 


数据 。 


Ress 


根据 Schubauer 和 Skramstad 的 


> 间 具 有 非 二 次 速度 分 布 的 平面 平行 汇流 的 同类 型 结果 可 以 在 Birikh 


(1966) 和 Chen, Sparrow (1967) 中 找到 。 
有 趣 的 是 ， 得 到 的 中 性 曲线 的 形式 相当 依赖 于 速 / 
点 ( 即 和 8 是 否 在 某 个 z 变 为 零 ) 


公司 


平面 泊 肃 叶 流 或 布 拉 体 


何 具 有 增 大 的 雷诺 数 的 


RE DAR xe A E A 
在 后 一 种 情形 ， 稳 定 图 上 的 中 性 曲线 和 
斯 边界 层 〈 见 图 14 和 图 15) 情形 有 相同 的 特征 ， 即 
“Re 一 co， 它 的 两 个 分 支 被 拉 向 横 坐 标 。 所 以 ， 当 速度 分 布 没 有 拐点 ， 任 
固定 波长 〈 或 固定 频率 ) 的 扰动 最 终 会 变 得 稳定 。 
然而 ， 当 速度 分 布 确实 有 一 个 拐点 ， 中 性 曲线 的 上 分 支 
有 限 的 渐 近 值 〈 见 图 18) ， 这 个 湖 


在 Re 一 co 会 有 一 个 


ij 近 值 的 纵 坐 标 取决 于 拐点 到 壁 的 距离 。 


换 名 话说， 存在 一 个 波长 (或 频率 ) 范围 ， 无 论 雷 诺 数 的 值 有 多 大 ， 相 应 


的 扰动 是 不 稳定 的 。 显 然 ， 这 与 速度 分 布 


题 所 起 的 决定 性 作用 直接 相关 。 


到 目前 为 止 ， 我 们 仪 
上 面 提 到 的 所 有 这 些 结果 和 最 低 的 本 和 
于 Grohne (1954) 在 平面 库 埃 特 和 y 


烈 衰减 的 高 阶 模式 。 然 而 ， 目 前 对 这 些 高 阶 本 条 


这 些 模式 的 信息 对 于 看 


有 具有 重要 意义 。 实 际 上 ， 这 里 我 们 必须 考虑 一 个 


拐点 的 存在 对 无 黏 不 稳定 性 问 


述 了 边界 层 流动 中 的 中 性 和 不 稳定 扰动 。 认 为 
模式 相关 ， 并 且 也 存在 一 个 类 似 
白 肃 叶 流 情形 发 现 的 一 系列 无 穷 多 个 强 
FE 模 还 一 无 所 知 。 关 于 所 有 


究 在 初始 时 刻 引 入 流动 中 的 空间 局 域 化 扰动 的 命运 


4 有 相当 一 般 性 初始 条 件 


(分 解 委 对 所 有 = ellnathoukent)y,, (ky, ky, 2) 形式 和 


的 积分 ， 其 中 = (k? 十 如 )! 人 2， 指 数 n 表 示 模 式 数 ) 


的 所 有 证 据 都 表明 ， 只 有 第 一 个 模式 是 不 稳定 的 ， 其 人 


所 以 我 们 有 理由 希望 ， 


对 于 足够 大 的 r 值 的 渐 近 估计 ， 


起 重要 作用 。 


然而 ， 相 应 的 近似 难以 处 理 ， 因 为 我 们 


的 初 值 问题 。 因 为 现 有 


空间 周期 性 本 征 模 


由 模式 都 是 衰减 的 ， 
只 有 n = 1 的 展开 项 
对 奥 尔 - 索 末 非 方程 


的 本 征 函 数 知 之 甚 少 ， 甚 至 对 于 第 一 个 模式 也 是 如 此 。 上 所 以 在 Criminale， 
Kovasznay (1962)[ 男 见 Betchov, Criminale (1967)] 考 虑 


的 布 拉 休 斯 边界 层 中 
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图 18 对 于 速度 分 布 有 一 个 拐点 〈 例 如 ， 对 于 存在 逆 压 强 梯度 的 边界 层 ) 的 
Wis, (k, Re) 平 面 上 中 性 曲线 的 示意 形式 。 


三 维 局 域 化 扰动 初 值 问题 的 具体 例子 中 ， 作 了 一 些 相 当 粗 糙 的 简化 假设 ， 
所 得 结果 与 试图 检验 这 个 理论 的 Vasudeva (1967) 的 实验 数据 不 太 接 近 。 然 
而 ，Criminale,，Kov&sznay 的 解 的 定性 特征 和 实验 结果 符合 得 很 好 。Tam 
(1967) 的 计算 也 是 如 此 ， 他 使 用 了 Case (1960a) 和 Dikiy (1960b) 的 方法 ， 证 
明了 略微 超 临 界 平 面 流 动 中 强烈 局 域 化 的 “点 状 ” 扰 动 在 向 下 游 运动 时 
发 展 为 三 维 满 流 王 ， 很 多 实验 者 观测 到 了 这 种 斑 。 另 一 方面 ，Iordanskiy, 
Kulikovskiy (1965) 对 足够 大 雷诺 数 下 二 维 流动 中 二 维 局 域 化 [在 (x,z) 平 面 
中 的 ] 扰 动 的 演化 进行 了 非常 一 般 性 的 渐 近 分 析 。 他 们 假设 波 数 在 中 性 曲 
线 Im c(k, Re) = 0 的 分 文 趋 向 于 零 并 得 出 结论 ， 在 此 情形 ， 局 域 化 的 扰动 显 
然 必 须 在 流动 的 任何 有 限 区 域内 随 t 一 oo 衰减 ( 另 见 Kulikovskiy (1966) 的 
相关 文章 ， 分 析 了 有 限 长 度 渠 中 的 平面 泊 肃 叶 流 的 稳定 性 ) 。 
无 界 空间 中 茶 些 平面 平行 流动 的 稳定 性 

作为 分 布 有 拐点 的 流动 的 具体 例子 ， 让 我 们 考虑 无 限 空间 -co < z < 
oo 中 的 平面 平行 流动 ， 它 的 速度 分 布 为 


4L0 


= Gl TP (2.31) 


U(z) = Upsech” = 


〈 见 图 19a) 。 根 据 Schlichting 和 Bickley 的 计算 (例如 ， 见 Schlichting (1960) Goldstein 
ee 57 节 ) ， 这 种 类 型 的 方程 代表 了 层 流 平 面 射 流 〈 从 沿 着 z = 

,2 一 = 0 的 无 限 洲 线 性 出 口 喷 出 ， 进入 充满 同样 流体 的 空间 ) 中 纵向 速 
Pihu = 【的 相似 解 。 这 里 参量 Im 和 五 仅 相对 较 弱 地 依赖 于 z， 而 横 
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2/H 2/H zy a/ | 
Lp b | A | A 
a b c d 
图 19 无 界 空间 中 一 些 平面 平行 流动 的 速度 分 布 的 示意 图 : a. 平面 射流 ; b. 


具有 切 向 速度 间断 的 流动 ，c. d. 两 个 不 同 速度 的 平面 流 的 混合 层 。 


向 速度 ws = w 和 纵向 分 量 相 比 为 小 。 所 以 具有 分 布 (2.31) 的 平面 平行 
流动 可 以 考虑 为 远离 出 口 的 平面 射流 模型 。 在 这 方面 ， 其 稳定 性 已 经 被 
很 多 作者 研究 过 [特别 是 Curie (1956)、Tatsumi, Kakutani (1958)、Howard 
(1959)、Klenshow, Elliott (1960) 和 Soprunenko (1965)]. 


一 如 既往 ， 对 于 具有“〔2.31) 分 布 的 流动 ， 确 定 (k, Re) 平 面 上 的 中 性 曲 
线 导致 了 对 相应 奥 尔 - 索 末 非 方程 (2.28) 本 征 值 问题 的 研究 。 这 种 流动 的 
无 界 性 使 得 相 比 刚性 壁 之 间 渠 流 的 情形 ， 可 以 对 计算 进行 一 些 简化 (因为 
在 此 情形 只 需要 考虑 方程 (2.28) 的 在 无 穷 远 处 衰减 的 解 ) 。 此 外 ， 由 于 分 
AB (2.31) 的 对 称 性 ， 这 个 情形 的 所 有 本 征 函 数 p(2) 可 以 分 为 相对 z 为 偶 的 
和 奇 的 ， 对 应 于 反对 此 和 对 称 的 速度 扰动 。 因 为 实验 和 粗略 的 理论 估计 [ 参 
见 例如 Petrov (1937)] 表明 偶 的 p(z) 扰动 总 是 不 稳定 的 ， 在 详细 计算 中 我 
们 可 以 仅 限 于 0 < z < oo 区 域 以 及 边界 条 件 p(00) = w(co) = 0 和 ww(0) = 
ow(0) = 0。 用 Curie (1956) 和 Tatsumi, Kakutani (1958) 两 种 不 同方 法 计算 
的 结果 如 图 20 所 示 。 我 们 看 到 他 们 一 般 符合 得 很 好 (除了 在 小 k 值 的 区 
域 ， 在 那里 Curle 的 方法 不 够 精确 ) 。 这 些 结果 也 被 Kaplan 的 机 器 计算 所 
证 实 ， 他 同时 得 到 了 稳定 曲线 Im co(k,Re) = 常量 [| 见 Betchov, Criminale 
(1967)]。Soprunenko 的 数值 结果 和 图 20 的 数据 有 小 的 偏离 〈 相 当 小 ) ， 但 
它们 含有 很 多 额外 的 信息 〈 例 如 ，Soprunenko 也 研究 了 对 称 速度 扰动 ， 发 
现 Reu + 90， 即 比 反 对 称 扰动 的 Reu 大 ， 如 所 预期 的 ) 。 根 据 图 20， 随 
着 Re > oo, MAk < 2/ 瑟 的 扰动 都 是 不 稳定 的 。 此 外 ， 当 Re 增 大 ， 不 稳定 
波 数 的 区 域 单调 扩大 。 所 以 ， 医 灌 的 增 大 对 扰动 仪 有 稳定 作用 (和 没有 抛 
点 的 速度 分 布 的 流动 的 情形 不 同 ) 。 这 里 的 Recr 被 证 明 非 常 小 (这 对 于 有 
拐点 的 速度 分 布 的 流动 也 是 典型 的 ) 。 由 Klenshow 和 Elliot 仔细 的 数值 计 
算 ，Reu = (2#) © 3.7 和 kcr © 0.25/H (我 们 注意 到 对 于 真实 的 射流 ， 
通常 在 不 能 考虑 为 平面 平行 射流 的 流动 区 域 得 到 Re ~ 4) 。 所 考虑 的 流动 
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的 理 


员 自 己 和 Soprunenko 通 过 扬声器 在 平 
据 。Sato 和 Sakao 的 实验 数据 弥散 非常 大 ， 但 平均 值 和 理 六 


果 不 冲 突 。 


图 20 对 于 平面 射流 (k,Re) 平 


Al NY 


(1956) All Tatsumi, Kakutani (1958) Mit. 


Yamada (1964)% 
0) 多 边 
分 布 的 拐角 处 具有 自 
在 此 情形 ， 对 于 反 
扰动 ， 
得 相当 好 。 
存在 。 每 个 模式 对 
Ree All ker ffi « 

Te Ft 
+oo 时 , U(z) + Up, 


更 有 趣 的 是 ， 
应 


然 “ 匹 配 条 件 
对 称 速 度 扰 动 ，Reu ~ 4 和 Ku © 0.25/H, 
有 光滑 速度 分 布 的 射流 的 结果 符合 
Yamada 解 释 了 反对 和 
个 特殊 的 中 性 曲线 ， 


Reg ~ 20 Mkea ~ 1/H, M4 


究 了 具有 ( 当 |z| < HNU(z) = 
速度 分 布 的 平面 射流 的 理想 eae 性 ， 他 使 用 了 在 速度 
”的 相应 的 奥 尔 - 索 末 非 方程 。 


面 上 中 性 曲线 的 形 


论 结果 和 Sato, Sakao (1964) 的 实验 数据 进行 了 比较 ， 这 些 是 由 实验 人 


流 中 引入 的 人 为 扰动 的 发 展 的 数 
企稳 定性 计算 的 结 


Tatsumi—Kakutani 
calculation 
Curle calculation 


2 


log Re 7 


乡 式 ， 根 据 Curie 


， 当 |z| > H 时 U(z) = 


他 发 现 
称 


而 对 于 对 


动 是 具 


有 图 19b 所 示 分 段 速度 分 布 的 理 


速度 不 连续 
定量 对 应 于 两 个 平 
层 流 混合 区 。 如 已 经 提 到 
候 ， 具 有 图 19b 和 19c 所 示 
效 、 开 尔 文 和 瑞 利 严格 证 


的 平面 。 


明了 。 


的 不 稳定 性 现在 也 得 到 了 非常 详细 的 研究 [ 见 ， 


更 实际 的 同样 类 型 的 分 布 如 
看 平行 流动 〈 一 个 以 不 同 速度 在 另 一 个 上 面 流动 ) 的 
的 ， 在 忽略 顾 性 考虑 理想 流体 流动 稳定 
的 速度 分 布 的 流动 的 不 稳定 性 很 早 就 被 交 姆 霍 


具有 图 


ie Bi HE 


lessen (1950) 4% 


完了 具有 图 19d 中 那 


尔 和 对 称 类 型 本 征 模 序 列 的 
只 有 第 一 个 模式 导致 上 面 提 到 


js 间 中 速度 分 布 U(z) 有 一 个 拐点 的 另 一 种 重要 类 型 的 流动 在 z 一 
2 = 一 00 时 , U(z) 一 —Uo。 
想 化 流动 。 这 个 流动 描述 了 切 向 


El, Av 


这 种 类 型 最 简单 的 流 


它们 


图 19c 和 19d 所 示 ， 


生 的 时 


19d 所 示 分 布 的 无 猪 流 体 的 流动 
例如 Michalke (1964)]。 考 
分 布 的 流动 的 稳定 性 。 
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然而 ，Lessen 的 结果 只 考虑 了 具有 足够 大 雷诺 数 的 情形 并 实际 上 展示 
了 Reu < 20[ 在 Lin (1955) 中 ， 由 此 错误 地 假设 了 在 此 情形 Recr 接 近 20]。 后 
来 ，Esch (1957) 数 值 地 研究 了 具有 图 19c 所 示 函 数 U(z) 的 奥 尔 - 索 末 非 方 程 
(2.28) 对 于 所 有 Re 的 本 征 值 问题 。 他 第 一 个 发 现 了 有 具有 这 种 速度 分 布 的 
流动 实际 上 对 所 有 Re 都 不 稳定 。 再 后 来 ，Tatsumi, Gotoh (1960) 证 明了 这 
个 结果 与 Esch 研 究 的 分 布 的 特殊 形式 无 关 ， 而 是 和 很 宽 范围 的 分 布 有 关 ， 
对 应 于 两 个 平行 流 的 平面 混合 区 [尽管 Lessen, Ko (1966) 研 究 了 类 似 于 平 四 
混合 器 的 半 射 流 的 稳定 性 ， 它 们 数值 地 得 到 了 图 20 所 示 形 式 的 中 性 曲线 和 
量 级 为 几 的 非 零 Rec]。 对 于 平面 混合 区 ，(k, Re) 平 面 上 的 中 性 曲线 的 一 般 
ÉI 《和 Tatsumi, Gotoh 的 推导 一 至 如 图 21 所 示 。 这 幅 图 给 出 了 Betchov， 
Szewczyk (1963) 对 具有 双 曲 正切 速度 分 布 U(z) = Uotanh(z/ 五 )( 如 图 19d 所 
示 ) 的 奥 尔 - 索 末 非 方程 数值 积分 得 到 的 结果 。 积 分 的 详细 步骤 和 很 多 其 他 
结果 可 以 在 Betchov, Criminale (1967) 第 13 节 找到 。 


Hp 
Q5 NN 
g 10 20 30 40 ke 


图 21 对 于 两 个 平面 平行 流 之 间 的 混合 层 ，(k, Re) 平 面 上 中 性 曲线 和 不 稳定 
DX Jak 阴影， 的 位 置 ， 根 据 Betchov, Szewczyk (1963). 


泊 肃 叶 流 和 其 他 轴 对 称 流 的 稳定 性 

圆 管 中 泊 肃 叶 流 的 不 稳定 性 和 向 水 流转 换 的 问题 可 能 是 与 本 节 开 头 所 
描述 的 Osborne Reynolds 的 经 典 实验 紧密 相关 的 最 有 趣 的 稳定 性 问题 。 然 
而 ， 这 个 问题 也 是 非常 困难 的 ， 我 们 在 这 个 领域 的 知识 现在 仍然 相当 贫 
乏 。 所 以 ， 我 们 应 该 以 对 轴 对 称 流 的 一 般 分 析 《〈 有 一 些 在 轴 对 称 射流 和 尾 
流 中 的 应 用 ) 开始 我 们 的 讨论 ， 仅 在 最 后 涉及 圆 泊 肃 叶 流 的 特殊 情形 。 

首先 ， 让 我 们 考虑 一 般 的 稳 态 轴 对 称 流 ， 即 具有 速度 U(y,z) = U(r),r = 
( 妨 十 驼 )12 的 平行 流 ， 它 在 每 个 地 方 都 平行 于 z 轴 ， 仅 依赖 于 距离 轴 y = 
z= 0 的 距离 7。 应 用 小 扰动 理论 ， 我 们 必须 使 用 柱 坐 标 (x,7, yp)。 线 性 化 
方程 组 的 系数 将 不 依赖 于 z 和 ww， 于 是 这 里 可 以 假设 速度 和 压强 扰动 的 
PRANUE = F e pe y = glei eee 《参见 方程 
(2.13) ，2.6 节 ) 。 把 这 些 表 达 式 带 入 方程 ， 我 们 得 到 一 个 和 通常 一 样 复 
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杂 的 本 征 值 问题 ， 和 问题 (2.14) - (2.16) AS (但 当然 不 相同 〉。 

在 考虑 平面 平行 流动 的 稳定 性 时 ， 我 们 首先 假设 雷诺 数 非常 大 ， 可 以 
忽略 甸 性 ， 即 把 流体 看 作 理 想 流体 。 让 我 们 对 轴 对 称 流 做 同样 的 操作 。 
那么 ， 我 们 的 本 征 值 问题 就 大 大 简化 ， 从 扰动 幅度 的 线性 化 方程 中 消去 函 
Bf’. fPAlg (和 速度 的 轴 向 、 环 向 分 量 以 及 压强 有 关 ) ， 我 们 得 到 下 面 的 
Af) (r) = (7) 的 方程 : 


Dana E ge eee ( nu ) z 


3 dr |n? +k?r? dr dr \ n2 4 k2r2 


其 中 和 通常 一 样 ，c = wk 是 这 个 问题 的 本 征 值 。 这 个 方程 由 Rayleigh 
(1892) 给 出 ， 他 也 建立 了 轴 对 称 情形 理想 流体 流动 的 流体 力学 稳定 性 理 
论 [也 参见 Batchelor，Gill (1962) 重 要 的 文章 和 Schade (1962) 对 轴 对 称 流 稳 
定性 的 一 般 分 析 ]。 相 应 的 边界 条 件 指出 ， 在 流动 的 刚性 (圆柱 ) 边界 
上 ，F(7) = 0， 对 于 无 界 流 当 r 一 co, F(r) 一 0， 而 在 围绕 轴 r = 0 的 流动 
WHE, mknA1, F(0)=0, MRn=1, FOER. 

(7) 的 瑞 利 方程 在 除 以 UV 一 ca, FEU FI SIEG, SATA A REIN Ke 
部 进行 积分 ， 得 到 


六 J lar) PQ" (r)dr = 0, 


其 中 co = Imc, g(r) =rF(r)/(U-c), Q(r)=rU'/(n?+k?r?), miri Mr xt 
流动 的 边界 〈 没 有 排除 m = 0 和 /或 r = co 的 情形 ) 。 所 以 ， 存 在 复 本 征 
值 c〈 即 增长 的 类 波 扰动 ) 的 必要 条 件 是 &'(”) 应 该 在 流动 的 某 点 变 号 〈 这 个 
条 件 也 是 瑞 利 首先 给 出 的 ) 。 例 如 ， 在 圆 泊 肃 叶 流 〈V(m ~ R -— r’) 中 ， 
增长 的 非 轴 对 称 无 香 扰 动 是 不 可 能 的 。 泊 肃 叶 流 中 轴 对 称 扰动 (n = 0) 的 
情形 的 例外 之 处 在 于 Q' 严 格 等 于 零 〈 类 似 于 UV 严格 等 于 零 的 平面 平行 库 埃 
特 流 ) 。 这 个 情形 的 (7) 的 瑞 利 方程 根本 没有 本 征 解 。 

不 稳定 性 的 这 个 必要 条 件 和 平面 平行 无 斐 流 不 稳定 性 的 速度 分 布 拐 点 
的 必要 性 明显 类 似 。Fjgrtoft-Hglland 对 于 平面 平行 流 更 强 的 必要 条 件 在 革 
对 称 流 稳定 性 理论 中 也 有 一 个 简单 对 应 : 如果 Us 是 8' 变 号 之 处 的 速度 ， 那 
么 只 有 不 等 式 Y'(U — Us) < 0 在 流 场 中 某 处 成 立时 才 可 能 存在 一 个 复 本 征 
值 c[ 相 应 的 证 明和 Fjgrtoft-Hglland 条 件 类 似 。 见 Batchelor, Gill (1962)]。 瑞 
利 也 证 明了 ci = Re c 不 能 位 于 U(7) 的 范围 之 外 。 此 外 ，Howard 的 半圆 定 
理 ( 对 于 平面 平行 主流 动 (primary flow) ， 限 制 了 可 能 的 c 值 在 复 c 平面 
上 的 范围 ) 对 轴 对 称 主流 动 也 是 正确 的 《有 严格 相同 的 公式 ) [Batchelor， 
Gill (1962)]。 最 后 ，Tollmien (1935) 的 结果 展示 了 平面 平行 流 的 无 黏 不 稳 
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定性 最 简单 的 必要 条 件 在 很 多 重要 的 情形 也 是 充分 的 ， 可 以 转换 到 轴 对 称 


流 [ 见 Schade (1962)]. 


坚 无 疑问 ，Case 和 Dikiy 关 于 平面 平行 无 条 流 中 扰动 


初 值 问题 的 结果 也 可 以 对 轴 对 称 流 证 明 ， 虽 然 这 个 问题 显然 没有 被 任何 人 


研究 过 。 


如 果 我 们 忽略 c 值 可 能 的 连续 谱 《 这 一 般 来 说 是 明显 稳定 的 ， 
形 的 相似 性 ) ， 对 特定 无 攻 流 的 不 稳定 性 特征 的 研究 等 价 于 


平面 平行 情 


基于 与 


找到 (7) 的 瑞 利 方程 的 分 立 本 征 值 和 本 征 函 数 。Batchelor，Gill (1962) 对 
具有 平 顶 分 布 ( 即 ， 如 果 r AR, U(r) = V6， 如 果 r > R, U(r) = 0) 和 
更 真实 的 V(r) ~ (r? + RE 形式 的 射流 轮廓 的 理想 射流 研究 了 这 个 问 


题 。 在 后 一 


情形 ， 只 有 m = 1 的 扰动 是 不 稳定 的 。Sato, Okada (1966) 对 


FU (r) = Uo -ee-b"” 形 式 分 布 的 轴 对 称 尾 流 得 到 了 类 似 的 结果 。 这 里 不 稳定 
扰动 也 仅 在 n = 1 时 存在 。Sato 和 Okada 计 算 了 不 稳定 扰动 的 增长 率 ， 将 结 


性 计算 。 


这 个 领域 中 台 


Hg EL ae 得 


值 问 题 异 常 


了 不 依赖 于 p 的 儿 


现在 让 我 们 回去 考虑 更 
(1962) 简 单 考 虑 了 轴 对 称 射 流 中 番 滞 对 轴 对 称 扰动 稳定 性 的 效应 ， 但 
名 大 多 数 工作 都 与 圆 泊 肃 叶 流 的 研究 有 关 。 相 应 的 本 征 
完 都 只 考虑 了 特殊 情况 。 人 们 特别 关注 
由 对 称 扰动 (n = 0) 的 情形 Sexl (1927a, b)、Presch 


杂 ， 所 以 所 有 下 


果 和 在 细 长 尖 尾 轴 对 称 体 尾 流 中 人 工 扰动 演化 的 实验 数据 进行 了 比较 。 理 


论 和 实验 符合 


PA af S ah PA 


得 相当 好 。Michalke, Schade (1963) 也 进行 了 轴 对 称 射流 稳定 


流体 轴 对 称 流 的 稳定 性 问题 。Gill 


(1941b)、Pekeris (1948)、Belyakova (1950). Corcos, Sellars (1959)、 Sexl, 


Spielberg (1959). Gill (1965a) 和 其 他 一 些 人 研究 了 这 个 特殊 问题 。 在 所 有 


情形 只 发 现 了 衰减 的 本 征 模式 。Gill (1965a) 综 合 评价 了 以 往 的 研究 成 果 ， 


FEDRA HE K) 频率 w 和 未 知 〈 复 ) k 的 本 征 值 问题 的 数值 解 计算 了 


一 些 扰动 的 空间 衰减 率 ， 并 将 它们 和 Leite (1959) 关 于 管 流 中 接近 轴 对 称 的 


人 工 周 期 扰动 的 衰减 的 实验 数据 进行 了 比较 。 
该 领域 的 大 多 数 研究 者 确信 管 中 的 泊 肃 叶 流 (类似 平 面 
库 埃 特 流 ) 对 于 无 穷 小 轴 对 称 扰动 在 所 有 雷诺 数 下 都 是 稳定 的 。 
们 必须 注意 到 ， 关 于 这 个 事实 的 严格 证 明 的 情况 比 平 


增长 的 轴 对 称 解 ， 


差 一 些 。 
到 


— 


扰动 [例如 , k = 0 的 不 依赖 于 z 的 ， 


目前 为 止 ， 在 求解 圆 


因为 还 没有 找到 扰动 方程 的 


看 库 埃 特 流 的 情况 稍 


泊 肃 叶 流 中 非 轴 对 称 扰动 Cn AO) 行为 的 一 
般 问 题 方 面 只 迈 出 了 第 一 步 。 到 1968 年 ， 只 研究 了 非常 特殊 的 非 轴 对 称 


或 者 u(x,t) = 0 的 。 见 Kropik (1964), 


在 哪里 可 以 找到 更 多 文献 。 所 有 这 些 扰 动 也 看 起 来 是 稳定 的 。 所 以 ， 


通常 认为 圆 


管 中 的 


A N Hh dit ot A 


E 意 无 穷 小 扰动 都 是 稳定 的 ， 这 里 的 不 稳 


定性 只 有 引入 有 限 振幅 的 扰动 时 才 会 发 生 《〈 换 名 话说， 圆 泊 肃 叶 流 时 一 
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个 具有 硬 激励 的 E 
已 经 在 2.1 节 和 2.4 节 提 到 了 这 一 点 。 然 而 ，Lessen，Fox， 


据 非 常 吻合 ， 我 1 


激 系统 ) 。 这 个 想法 三 


与 管内 层 流 状 态 持续 性 的 实验 数 


Bhat, Liu (1964) 的 实验 结果 ， 以 及 特别 是 Fox, Lessen, Baht (1968) 的 实验 


流 圆 泊 肃 叶 流 中 


小 振动 叶片 ) 人 工 产生 环 向 
在 向 下 游 传 播 时 的 变化 ， 


结果 对 这 个 问题 的 这 个 观点 的 正确 性 提出 了 一 些 质疑 。 这 些 研 究 者 在 层 


(通过 平面 平行 于 管 轴 、 和 运动 方向 与 主流 动 方向 垂直 的 


周期 性 扰动 的 一 阶 模式 (n = 1) 。 观 察 扰动 
岂 们 发 现 了 衰减 和 增长 的 扰动 (以 及 几乎 中 性 


的 扰动 ) 。 通 过 改变 流动 的 雷诺 数 和 叶片 的 震动 频率 ， 他 们 成 功 地 得 到 
了 (w, Re) 平 面 上 实验 的 中 性 曲线 (对 应 于 具有 固定 的 实 w 和 未 知 的 复 k 的 正 


比 于 eit+2thz-%) 的 扰动 的 本 征 值 问题 )。 中 性 曲线 在 形式 上 类 似 于 图 16 所 
示 的 曲线 (但 更 光滑 ) ， 相 应 的 Reu 值 大 约 为 2130。 所 以 ，Fox 等 人 假设 
当 Re 大 于 大 约 2130 时 ， 圆 泊 肃 叶 流 对 m 
定 。 表 面 上 看 ， 这 个 假设 似乎 并 不 是 完全 不 可 能 。 这 是 因为 当时 对 描述 
AEN Hit An A 0 的 扰动 的 行为 的 耦合 
解 一 无 所 知 。 然 而 ，Lessen, Sadler, Liu (1968) 针 对 n = 1 的 情形 对 这 个 问 
题 仔 细 的 数值 研究 表明 这 个 问题 存在 几 个 本 征 模式 ， 但 所 有 模式 在 Fox， 
Lessen, Bhat (1968) 发 现 的 不 稳定 的 波 数 和 雷诺 数 范围 内 都 是 衰减 的 。 


所 以 ， 在 这 个 n = 1 的 扰动 范 


= 1 的 无 穷 小 非 轴 对 称 扰动 不 稳 


常 微 分 方程 组 的 复 本 征 值 问题 的 


围 内 不 存在 线性 不 稳定 性 。 此 外 ，Lessen 等 


人 研究 了 对 应 于 大 得 多 的 Re 值 〈 高 达 Re = 30000) 的 (k, Re) 平 面 上 的 有 限 
部 分 ， 也 没有 观察 到 不 稳定 性 ， 或 者 任何 在 更 大 雷诺 数 时 不 稳定 性 的 迹 
象 。Lessen 等 人 没有 考虑 n > 1 的 扰动 ， 但 他 们 提出 了 一 些 定性 的 论证 ， 表 
明 这 种 扰动 比 n = 1 的 扰动 更 稳定 。 他 们 的 预期 与 Salwen, Grosch (1968) 的 


发 现 非常 一 致 ， 他 们 


给 出 了 n < 5 的 扰动 行为 的 数值 研究 结果 。 他 们 发 现 对 
于 Re < 10000， 没 有 不 稳定 性 。 所 以 现在 清楚 了 ，Fox, Lessen 和 Bhat 观 察 
到 的 不 稳定 性 不 是 由 于 无 限 小 扰动 的 线性 不 稳定 性 导致 的 ， 圆 泊 肃 叶 流 对 


于 任意 无 限 小 扰动 稳定 的 假设 现在 看 起 来 还 是 非常 可 能 的 。 


(具有 不 等 于 零 的 环 向 速度 分 量 V(r)) 转动 轴 对 称 流 的 稳定 性 问题 在 


很 多 方面 和 平行 轴 对 称 流 的 问题 类 似 。 一 个 这 种 问题 已 经 在 2.6 节 中 详细 考 


Æo Pedley (1967) 和 Michalke, Timme (1967) 研 究 了 这 个 问题 的 两 个 其 他 特 


殊 情形 。[ 具 有 速度 U(y,z) = (7, wp) 的 ] 平 行 于 z 轴 但 依赖 于 两 个 变量 的 一 般 
平行 流动 的 稳定 性 理论 由 Hocking (1968) 7] 


F 始 。 


2.9 有限 扰 动 的 稳定 性 ; 扰动 的 增长 和 向 清流 的 转 拨 
下 ， 上 面 讨论 的 小 扰动 理论 允许 从 理论 上 确定 层 流失 稳 的 


在 许多 情况 1 


条 件 。 这 些 结果 可 以 解释 一 些 和 应 流转 换 有 关 的 重要 事实 。 然 而 ， 非 常 清 
楚 的 是 ， 失 稳 本 身 并 不 构成 转换 ，2.5 节 到 2.8 节 讨论 的 线性 理论 最 多 只 是 


描述 了 汕 流 转换 最 开始 的 过 程 ， 但 不 能 给 出 这 个 过 程 的 完整 图 像 。 此 外 ， 
对 于 某 些 重要 的 流动 ， 例 如 ， 两 个 平面 之 间 的 库 埃 特 流 或 者 管 中 的 泊 肃 叶 
流 ， 原 则 上 小 扰动 理论 不 能 帮助 我 们 理解 实验 中 观察 到 的 汕 流 转换 ， 因 为 
这 些 流动 对 于 所 有 无 限 小 扰动 明显 是 稳定 的 。 另 一 方面 ， 例 如 ， 在 两 个 平 
板 之 间 的 泊 肃 叶 流 《接近 平面 渠 中 的 真实 流动 ) 的 情形 ， 尽 管 表明 可 能 失 
稳 ， 但 稳定 性 理论 表明 Reu. 比 转换 发 生 时 大 得 多 。Davies，White (1928) 的 
数据 表明 平面 泊 肃 叶 流 的 转换 实际 上 发 生 在 Re = UH /v ~ 1000， 而 根据 
线性 理论 ，Reu ~ 6000。 最 后 ， 转 动 圆柱 之 间 流 动 或 从 下 面 加 热 的 静止 状 
态 流体 失 稳 后 产生 的 运动 ， 和 边界 层 流动 的 平面 泊 肃 叶 流 之 间 的 根本 区 别 
不 能 从 线性 扰动 理论 的 观点 来 解释 。 所 有 这 些 事实 都 要 求 我 们 重视 建立 一 
个 更 完整 的 湛 流 起 始 的 非 线 性 理论 。 目 前 ， 这 还 处 于 发 展 的 初级 阶段 。 
有 限 扰 动 的 能 量 平衡 
研究 受到 有 限 幅 度 扰 动 的 流动 的 稳定 性 最 简单 的 方法 和 源 自 O. Reynolds 
(1894) 的 “能 量 方法 ”的 使 用 有 关 [ 故 这 比 小 扰动 理论 古老 ]。 这 个 方法 的 实 
质 在 于 确定 给 定 流动 中 扰动 的 能 量 平衡 ， 以 确定 扰动 能 量 随 时 间 增 长 (或 
减少 ) 的 条 件 。 
令 Ui(z,t) 和 P(x,t) 为 未 扰动 流 的 速度 和 压强 ，w!(zx,t) Mp (x,t) 是 扰动 
的 速度 和 压强 。 在 此 情形 ， 两 个 场 w = Uj 十 忆 和 Ui 都 必须 满足 纳 维 - 斯 托 
克 斯 方程 (1.6) 和 连续 性 方程 〈1.5) [和 往常 一 样 ， 假 设 流 体 是 不 可 压缩 
的 ]。 将 wi; 和 Ui 的 方程 相 减 ， 我 们 得 到 下 面 的 扰动 速度 w= (ul, uh, ug) AT 
程 : 


ðu! Ou’ S Ou’. / 
Ua + Uy get tu = -SB + Vu 
a a aur P i (2.32) 
Ira = 0 


《这 些 方程 和 方程 组 〈2.7) 的 不 同 仅 在 于 在 第 一 个 中 存在 一 个 忆 的 非 线性 
项 ， 这 在 线性 理论 中 是 被 忽略 的 ) 。 然 后 ， 方 程 组 (2.32) 第 一 个 方程 乘 
以 wi/2， 对 i 求 和 然后 将 结果 对 整个 流动 区 域 积分 ， 我 们 得 到 能 量 平 衡 方 
程 ， 这 确定 了 扰动 总 能 量 随 时 间 的 变化 。 特 别 地 ， 如 果 流 动 发 生 在 以 刚性 
RE (移动 或 不 移动 ， 在 辟 上 w = 0) 为 边界 的 有 限 体积 中 ， 扰 动能 量 平 稀 方 
程 可 以 写 为 这 种 形式 


dE d/l F a a -vf dul \? 
ap ag GJE av) = fuga V 3 Dr; dV, 


(2.33) 
其 中 aV 是 体积 元 [O. Reynolds (1894) 和 Orr (1906-1907) 实 际 上 使 用 了 这 个 
区 式 ]。 同 样 的 结果 对 于 很 多 无 界 流 也 是 对 的 ， 例 如 ， 如 果 扰 动 对 所 有 相对 
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无 界 流 的 坐标 是 周期 性 的 ， 那 么 这 是 对 的 [在 此 情形 ， 方 程 (2.33) 沿 轴 的 
积分 必须 只 积分 一 个 扰动 周期 ]。 

方程 (2.33) 右边 第 一 项 描述 了 未 扰动 流 和 扰动 流 之 间 的 能 量 交 换 ， 通 
常 是 正 的 (能 量 通常 从 未 扰动 流传 输 到 扰动 )。 然 而 ， 右 边 第 二 项 描述 了 
Ai SRA ELAN. DTE (2.33) 右边 两 项 的 相对 值 将 确定 扰 
动能 量 减 少 还 是 增加 。 

现在 如 果 我 们 把 方程 (2.33) 变换 为 无 量 纲 量 ， 用 特征 长 度 L 度 量 距 
离 ， 用 特征 速度 U 度 量 速度 ， 用 L/U 度 量 时 间 ， 和 右边 第 二 项 中 的 有 量 纲 系 
数 v 变 换 为 无 量 纲 系数 1/Re。 所 以 ， 显 然 如 果 雷 诡 数 足够 小 ， 右 边 负 的 第 
二 项 会 超过 正 的 第 一 项 ， 任何 扰动 的 Eb 量 都 会 衰减 ， 即 流动 对 任意 幅度 的 
扰动 都 是 稳定 的 。 从 方程 (2.33) 开始 ， 我 们 可 以 得 到 Rec mn CERNE T 
“足够 小 的 ”雷诺 数 的 范围 ， 在 这 个 范围 内 任意 扰动 的 能 量 只 能 减 小 ) 以 
下 的 某 个 估计 。 所 以 ， 例 如 ，Serrin (1959) 证 明了 对 于 直径 DD 的 任意 有 界 区 
域内 的 任意 无 散 度 矢量 场 对 w (zx) 和 U(x) (w(x) 在 区 域 的 边界 上 为 零 )， 


不 等 式 
V 4 Umax 
fo) ov 2v fua 
g [wav 


成 立 ， 其 中 Uwax 是 场 U(z) 模 的 最 大 值 。 把 这 些 方程 带 入 方程 (2.33) ， 我 
们 发 现在 直径 DD 的 区 域 中 的 流动 中 ， 扰 动能 量 B( 四 显然 满足 不 等 式 
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(2.34) 
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E(t) < HO Oe 


使 得 
Reer min = (=) > V37 zx 5.44. 
cr min 


V 


Serrin 得 到 了 场 w (zx) 和 U (x) 类似 的 不 等 式 ， 对 应 于 最 大 直径 DD 的 任意 截面 
的 直 管 或 最 大 宽度 马 的 渠 中 的 流动 。 在 第 一 种 情况 下 只 需要 把 方程 (2.34) 
的 第 二 个 方程 中 的 常数 3r? 蔡 换 为 2r2， 第 二 种 情况 替换 为 2。Serrin 类 似 
地 证 明了 对 于 (任意 截面 的 ) 直 管 中 的 流动 ，Reu min > V2r % 4.43, 
对 于 平面 汇 中 的 流动 ，Recr min > 7 x 3.14。 后 来 ，Velte(1962) 改 进 了 
(2.34) 第 二 个 方程 类 型 的 方程 的 常数 系数 ， 证 明了 对 于 直径 D 的 有 界 区 
E, Rec min > V67 © 7.7， 对 于 直径 DD 的 直 管 ，Recr min > V4.77 & 6.8, 


对 于 宽度 为 DD 的 渠 ，Recr win > V3.77 ~ 6.0。 同 时 ，Velte 展 示 了 他 的 数 
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值 计 算 值 非常 接近 在 方程 〈《2.34) 类 型 的 一 般 不 等 式 帮助 下 ， 对 于 所 考 
虑 类 型 的 非常 一 般 的 区 域 所 能 得 到 的 最 大 值 。 再 后 来 ，Sorger (1966) 考 虑 
了 更 特殊 的 流动 区 域 〈 例 如 球 或 圆 的 内 部 或 者 量 纲 同心 球 或 圆 之 间 的 区 
域 ) ， 对 于 这 些 区 域 发 现 了 不 等 式 中 系数 的 精确 值 ， 因 而 进一步 改进 了 之 
前 对 于 更 广泛 类 型 的 稳定 性 问题 得 到 的 稳定 性 限制 。Sorger 的 结果 有 一 些 
和 Serrin (1959) 之 前 的 发 现 相 同 ， 对 半径 Ra 和 Rs 的 同心 圆柱 之 间 的 环 中 的 
场 w(x) 和 U(z) 也 可 以 得 到 同样 类 型 的 不 等 式 。 使 用 这 些 不 等 式 ，Serrin 得 
到 了 下 面 的 圆柱 之 间 库 埃 特 流 的 任意 扰动 的 稳定 性 的 充分 条 件 : 


[Q2 — Q| i 


V 


T 
Rı Ro In(R2/R1) 


< (R2 — R?) | (2.35) 


图 22 显 示 了 对 于 Taylor 进 行 实验 研究 的 情形 (Ri = 3.55, Ro = 4.03) , (Q1, Q2)F 
本 上 由 方程 《2.35) 描述 的 区 域 ， 以 及 相应 流动 对 于 无 穷 小 扰动 的 不 稳定 区 
域 〈 从 图 13a 转 换 而 来 ) 。 


图 22 对 于 泰勒 研究 的 圆柱 之 间 的 库 埃 特 流 ， 对 无 限 小 扰动 的 不 稳定 区 和 对 
任意 有 限 扰动 的 稳定 区 的 位 置 。 上 面 的 阴影 区 域 对 应 于 对 无 限 小 扰动 不 稳 
定 ， 而 对 应 于 阴影 带 的 点 的 流动 对 任何 有 限 扰动 都 确实 稳定 。 这 幅 图 中 连 
续 的 先 使 无 秀 流 体 情 形 不 稳定 区 域 的 边界 〈 参 见 图 13a) 。 


上 面 提 到 的 Serrin、Velte 和 其 他 人 的 结果 是 以 相当 简单 的 方式 得 到 
的 ， 并 且 非 常 具有 一 般 性 ， 但 它们 给 出 Recr min 非常 粗略 的 估计 ， 比 实 
验 数 据 低 了 几 个 量 级 (我 们 回想 一 下 ， 例 如 ， 对 于 直 管 ，Recr min 的 实验 
值 接 近 2000) 。Serrin 发 现 的 圆 库 埃 特 流 稳 定性 的 充分 条 件 后 来 被 Sorger 
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(1967) 用 更 严格 的 不 等 式 加 强 了 。 如 果 不 使 用 (2.34) 类 型 的 一 般 ( 但 粗 
BE) 的 不 等 式 ， 而 是 得 到 使 主流 动 的 能 量 注 入 和 黏 灌 作 用 导致 的 能 量 耗 
散 的 比值 最 大 的 扰动 w(x)， 可 以 得 到 更 好 的 结果 。 例 如 ， 让 我 们 考虑 平 
mz = 0 和 z = HZ EEU = U(z) 平行 于 z 轴 的 平面 平行 流 ， 为 了 简 
单 ， 取 扰动 w 也 是 二 维 的 : w = u(x, z, t), w(x,z, t) HH SES, 
有 Uwax = maxU(2) 度 量 速度 ， 用 五 /Umax 度 量 时 间 ， 我 们 可 以 把 一 般 的 能 
量 平衡 方程 (2.33) 重新 为 这 种 形式 


dE u? + w’? 
di 一 SJS mag 


z rae 1 Ow Ow'\? ; 
= -f| fw" wns ff (2 Du dadz, (2.33 ) 


Re = UmaxH/r. 


a 


| ‘Al 
SS 


1 连续 性 方程 方程 《2.32) 第 二 个 方程 ]， 我 们 现在 可 以 引入 流 函 数 w， 使 
得 w = —O0W/Oz, w = 0w/0x。 那 么 不 稳定 性 条 件 dE/dt > 0 可 以 写 为 


eee 


f [aw (Ayp)?dadz 


泛 函 了 yw] 在 所 有 可 能 的 满足 给 定 边界 条 件 的 yw 的 集合 上 的 最 大 值 在 此 情 
形 也 具有 1/Reu min 的 意义 《因为 对 于 小 于 这 个 最 大 值 倒数 的 雷诺 数 ， 扰 
动能 量 一 定 会 减 小 ， 当 然 仅 对 二 维 扰动 ) 。 可 以 预期 ， 以 这 种 方式 得 到 
的 Reu min 值 比 从 一 般 不 等 式 (2.34) (没有 考虑 特殊 形式 的 主流 动 ) 得 
到 的 更 大 。 然 而 ， 很 明显 ， 它 们 肯定 会 大 大 低 于 Recr min 的 真实 值 ， 因 为 
使 用 这 个 方法 ， 我 们 仅 考虑 了 一 个 时 刻 的 扰动 速度 场 ( 和 导数 dE/dt) ， 
没有 考虑 这 个 场 和 未 扰动 流动 速度 场 的 和 的 时 间 演 化 必须 满足 流体 动力 
学 方程 组 。 实 际 上 ，Lorentz (1907). Orr (1906-1907). Hamel (1911)、von 
Kármán (1924) 和 其 他 人 尝试 用 能 量 方法 ， 对 某 些 特殊 函数 y 得 到 了 [wj] 值 
《得 到 这 个 泛 函 相对 大 的 值 ) ， 或 通过 求解 相应 的 变 分 问题 〈 通 常 仅 对 一 
些 特殊 的 扰动 ) 确定 了 不 稳定 性 判 据 ， 这 些 结构 都 得 到 小 的 Rec min 值 〈 比 
实际 观测 到 的 Recr min 小 了 大 约 一 个 量 级 ) 。Petrov (1938) 分 析 这 个 事实 得 
出 结论 ， 考 虑 到 所 有 函数 的 时 间 变 化 ，Fw] 取 最 大 值 的 显然 在 任何 情况 下 
都 不 会 产生 动力 学 上 可 能 的 运动 。 所 以 能 量 方法 永远 给 不 出 Rec min 的 精确 
值 ， 只 适合 对 这 个 值 进行 初步 的 非常 粗略 的 估计 。 


= Fly). (2.36) 


ay 


有 趣 的 是 注意 到 类 似 的 方法 也 可 以 用 于 研究 热 对 流 问 题 ， 并 且 被 证 
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明 是 更 成 功 的 。Sorokin (1953, 1954) 和 Joseph (1965，1966) 展 示 了 这 个 事 
实 。 


在 对 流 问题 中 ， 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 显然 必须 由 布 西 涅 斯 死 方程 替代 
〈 见 1.5 节 ) 。 关 于 速度 成 分 鸣 布 西 涅 斯 死 方程 右边 的 额外 的 项 -967" 在 能 
量 平衡 方程 (2.33) 右边 产生 了 一 个 额外 的 项 ， 其 形式 为 


- zs = fun usT'aV — | (路 ) a V. (2.33") 


这 个 方程 中 额外 的 项 容易 用 不 等 式 


1/2 
gB / usT'dV < g6 | / usdV - f rav] < 2g6(EH)"? 


taiit AFH = TE eMneDe ahi HRI. 了 的 热传导 方程 和 流动 边界 
上 的 条 件 了 = 常量 . 〈 以 及 无 界 流 的 周期 性 条 件 ) 表明 强度 五 的 平衡 方程 为 


dH _ , ,OT ar’ m 
F f ug WV — JEE) V. (2.33”) 


TR, — f T'u pE dV < 2yY(BH)'2， 其 中 y = (YT)max 是 未 扰动 温度 
梯度 的 最 大 值 。 此 外 ， 如 采 在 流动 边界 上 7T" = 0， 那 么 可 以 证 明 下 面 类 似 于 
方程 (2.34) 第 二 个 不 等 式 的 式 子 : 


zal 
> ye 2dV = .34 
/ (ry d Td H (2.34 ) 


这 里 ， 对 于 直径 刀 的 有 界 流 区 域 ，a = 3， 对 于 宽度 DD 的 渠 流 ，a = 1 (在 后 
一 种 情形 ， 扰 动 必须 考虑 为 对 于 平行 于 渠 壁 的 平面 是 空间 周期 性 的 ， 并 且 
所 有 积分 只 对 一 个 周期 进行 ) 。 使 用 方程 《2.34) 和 上 面 提 到 的 其 他 所 有 不 
等 式 ， 不 难 从 两 个 平衡 方程 (2.33”) 和 (2.33!) 得 出 下 面 的 一 般 结果 : 


JEW + [on < [EO + CE oe 


其 中 Re = UmaxD/v, Ra = gByD*/vy, WEA = (5 一 Re?)/2ar? 为 正 ，6/ DD? 是 
(2.34) 第 二 个 不 等 式 右边 积分 之 前 系数 的 最 佳 值 ， 在 入 v/x < IN, € = 
》Z/D2， 在 X2zy/X > 1 时 ，& = x/AD?[ 参 见 Joseph (1965)]。 由 这 个 结果 得 


OF 
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到 ， 对 流 运 动 对 任意 速度 和 /或 温度 扰动 普遍 稳定 ， 如 果 


0<Ra< a 

对 于 没有 运动 的 水 平流 体 层 的 特殊 (a = 1, 6 © 3.77, Re = 0) 情 
形 ， 我 们 得 到 Racr min > 1.8574 © 180。 这 个 结果 容易 改进 。 实 际 上 方程 
(2.34) 的 第 一 个 不 等 式 在 其 左边 等 于 零 时 对 无 运动 流体 情形 明显 是 不 令 
人 满意 的 。 如 果 我 们 简单 地 忽略 方程 《2.33) 右边 第 一 项 并 重复 所 有 这 些 
论证 ， 那 么 我 们 得 到 两 倍 好 的 估计 : Rag min > 360〈 和 线性 理论 得 到 的 
值 Rac © 1708 比 较 ) 。 如 果 使 用 方程 (2.33) 右边 第 一 项 的 不 同 估计 [对 于 
静止 流体 得 到 零 ]， 也 可 以 在 对 (Ra, Re) 平 面 上 的 一 般 稳定 区 的 边界 的 估计 
和 Re 数 的 另 一 个 定义 [ 见 Joseph (1965, 1966)] 中 得 到 类 似 的 改进 。 


关于 对 流 稳 定性 极限 的 上 述 结 果 与 Serrin-Velte-Sorger 的 非 对 流 的 结 
果 类 似 : 它们 不 依赖 于 流动 几何 或 者 主 速度 和 温度 场 的 分 布 的 任何 特定 
细节 。 使 用 基本 流动 的 所 有 可 用 信息 ， 可 以 得 到 强 得 多 的 结果 。 鉴 于 
此 ，jJoseph 提 出 首先 国定 正 的 参数 / = Re/(Ra)l2 和 另 一 个 正 的 参数 \， 然 
DRS AH Sy E(t) + \ghH(t)] < 0 相 容 的 Re 的 最 大 值 ， 作 为 主流 动 的 特 
定 变 分 问题 的 解 。 如 果 Ra = Ra( 和 ,4) 时 这 个 问题 的 解 ， 那 么 我 们 容易 得 到 
Flew, RaQ, 由 沿 》 最 大 值 [ 即 Ra = max Ra( 和 ,1)]。 于 是 (Ra, Re) 平 面 
上 的 点 (Ray, wvVRa) 属 于 稳定 区 域 的 最 佳 边界 。 


对 于 无 运动 流体 纯 对 流 的 特殊 情形 ，Sorokin (1953, 1954) 发 展 了 简单 得 
到 的 同样 的 方法 ， 得 到 了 惊人 的 强 结果 。 为 了 简单 ， 让 我 们 仅 考 虑 宽度 DD 的 
以 刚性 平面 为 界 的 水 平流 体 层 的 情形 。 容 易 看 出 ， 导 数 生 [yy E(t) + Ag8H (t) 
在 和 = 1 时 取 最 小 值 。 所 以 我 们 必须 考虑 只 考虑 这 个 和 值 。 在 引入 温度 
量 纲 的 新 变量 v; = wi(yv/gBX)12 = wm -而 )x/Do6x2 和 无 量 纲 坐 
标 y; = zi/D 后 ， 条 件 


T HEE) + BHO] <0 


有 这 种 形式 


ai f wrav + ;/ = 人 + 3 (Fy dV > 0. 


4,9 


所 以 和 这 个 不 等 式 相 容 的 Ra 的 最 佳 值 ， 即 下 面 变 分 问题 的 解 的 Rac min 
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值 : 


1 
SS ee eee 
2 for dV = Ras aa) A Max 
其 中 最 大 值 时 在 函数 类 vw(y,t)、T'(y,t) 上 取得 的 ， 满 足 在 ys = 01, v = 
T'=0, div v = 0, 


OR 


使 用 变 分 法 的 一 般 技 术 ， 我 们 可 以 把 这 个 问题 归结 为 确定 偏 微分 方程 组 
的 一 个 特定 本 征 值 问 题 的 最 小 本 征 值 。 不 难 验 证 ， 这 个 本 征 值 问 题 和 从 下 
面 加 热 的 无 运动 流体 层 中 的 中 性 稳定 扰动 〈 即 ， 满 足 稳定 性 交换 原理 的 扰 
动 ) 情形 的 线性 稳定 性 理论 的 本 征 值 问题 一 致 。Sorrokin (1953) 证 明了 这 个 
事实 ， 他 同时 给 出 了 热 对 流 问 题 中 稳定 性 交换 原理 正确 性 的 一 个 非常 简单 
的 证 明 《〈 以 及 更 强 的 结果 ， 所 有 对 应 于 从 下 面 加热 的 无 运动 流体 中 的 小 扰 
动 理论 的 本 征 值 问题 特征 频率 wi 都 是 纯 虚 数 ) 。 后 来 Joseph (1965) 发 现 了 
同样 的 事实 。 位 置 的 最 小 本 征 值 Racr min 代 替 了 边界 值 问题 中 线性 扰动 理论 
的 参数 Ra。 因 此 ， 借 助 能 量 方法 所 能 得 到 的 最 佳 估计 和 与 存在 无 限 小 中 性 
稳定 扰动 相 容 的 Ra 的 最 小 值 ( 即 Racr min = Racer © 1708) 一 致 〈 因 为 Ra 不 
会 比 Rac 大 ) 。 我 们 看 到 ， 纯 对 流 情 形 的 能 量 方法 给 出 了 Racr min 的 精确 
值 ， 同 时 它 证 明了 ， 在 布 西 涅 斯 元 的 对 流 近 似 理 论 的 框架 内 ， 从 下 面 加 热 
的 流体 层 在 所 有 小 于 线性 扰动 理论 给 出 的 瑞 利 数 ， 对 任意 周期 性 扰动 〈 不 
仅 是 无 限 小 扰动 ) 稳定 。 

对 于 更 一 般 边 界 条 件 和 其 他 流动 区 域 的 纯 对 流 问 题 ，Sorokin 和 Joseph 给 
出 了 更 一 般 的 结果 。 在 所 有 情形 中 ，Reer min 都 和 线性 扰动 理论 给 出 的 值 吻 
合 。 特 别 地 ， 在 小 于 Racr 的 Ra， 不 存在 任何 幅度 的 稳定 扰动 ， 所 以 静止 状 
态 是 亚 临 界 瑞 利 数 下 布 西 涅 斯 克 方 程 唯一 的 稳 态 解 。Ukhovskiy, Yudovich 
(1963)、Howard (1963)、Sani (1964) 和 Platzman (1965) 用 各 种 方法 证 明了 
这 个 特殊 结果 。Joseph (1966) 也 详细 研究 了 从 下 面 加 热 的 平面 库 埃 特 流 
的 情形 。 他 发 现在 此 情形 ， 能 量 方法 的 变 分 技术 给 出 了 这 种 形式 的 稳定 
X: (Re)? + Ra < 1708。 值 得 注意 ， 对 于 纯 对 流 ( 当 Re = 0) ， 对 应 的 估 
it (Racr min © 1708) 是 严格 的 ， 而 对 于 纯 动力 学 问题 ( 当 Ra = 0) ， 这 
个 估计 (Recr min > 41) 很 糟糕 。 能 量 方法 对 热 对 流 问 题 的 应 用 的 其 他 例 
子 〈 对 应 于 存在 内 热源 的 流动 ) 可 以 在 Joseph, Shir (1966)、Joseph, Carmi 
(1966) 和 Joseph, Goldstein, Graham (1968) 中 找到 。 
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HARARE ATURE ATOR, pM, AV = Ët, Ay = 
Bw! 一丝 分 别 是 主流 动 的 涡 度 和 扰动 的 涡 度 ) 。 这 里 运动 方程 简化 为 一 个 涡 度 Aw = 
入 (下 十 多) 守恒 方程 : 


0 Ay Ow AY _ 3Y IAY 

Ot Oz Ox Ox Oz 
我 们 考虑 坐标 x 的 周期 性 扰动 ， 这 样 做 并 不 丢失 一 般 性 ， 因 为 结果 不 依赖 于 周期 的 长 度 ， 可 
以 取 为 任意 大 。 由 方程 (2.37) 马上 得 到 流动 的 总 能 量 E = 3 (Vw)?dxdz〔 对 dz 的 积 儿 
可 以 方便 地 取 为 一 个 周期 ) 对 时 间 守 恒 《〈 让 我 们 回想 一 下 我 们 在 考虑 零 黏 性 的 情形 ) 。 我 们 
也 知道 在 理想 流体 的 流动 中 ， 涡 度 人 Aw 是 守恒 的 ， 所 以 涡 度 的 任意 函数 B(Aw) 守 恒 。 于 是 ， 
WEE Ie = f f B( 人 Aw)dxrdz 不 随时 间 变化 [等 式 叶 = 0 容易 从 方程 (2.37) 得 到 ]。 


=0. (2.37) 


pan 


现在 让 我 们 假设 速度 分 布 U(z) = ABR. FRU (2) = -EE 4 0 对 所 有 zx 成 
立 ， 故 而 AW = 昱 时 是 z 的 单调 函数 ，A 亚 可 以 替代 > 作为 一 个 新 的 横向 坐标 。 特 别 地 ， 由 
此 ， 流 函数 亚 = 亚 (z) 也 可 以 考虑 为 Ayw 的 函数 


更 二 A(AW). (2.38) 


am 


在 讨论 不 变 积分 G = E+ J® 时 ， 我 们 应 该 证 明 单个 变量 B(s) 的 函数 可 以 取 为 这 样 的 
式 ， 使 得 流 函 数 (z,z) 的 泛 函 G[wy][ 满 足 在 渠 的 刚性 壁 上 w = 常量 .的 边界 条 件 ] 对 (zx, z) 
亚 (z)[ 即 对 于 所 研究 的 平面 平行 稳 态 流 ] 取 最 小 值 。 这 个 最 小 值 在 这 里 被 理解 为 具有 局 部 特 
征 一 一 相对 附近 流动 的 最 小 值 ， 和 基本 流 的 差异 为 小 扰动 。 然 而 ， 由 此 马上 可 以 看 出 ， 如 
RPA (x, z, 0) 很 小 ， 那 么 在 场 四 (x,z) 的 函数 空间 中 ，G[w] = GW(z) + y(x, z,0)] 
“等 值 线 ” (level line) 拓扑 上 呈现 出 围绕 极 值 点 % = B(z) 的 小 椭圆 的 外 观 。 因 为 Glwj] 是 
FEZ R, MARFA, Yz, z, t) = U(z) 十 录 (z 2 为 属于 一 条 给 定 “ 等 值 线 ”， 即 扰 
Bhp" (a, 2 加 在 所 有 时 间 都 是 小 的 。 为 了 使 上 述 断 言 更 加 严格 ， 我 们 还 必须 定义 如 何 测量 扰 
动 的 大 小 ， 即 我 们 必须 在 场 巡 (z, z) 的 函数 空间 引入 一 个 范 数 。 由 这 个 范 数 可 以 方便 地 得 到 
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一 阶 和 二 阶 变 分 方程 (在 下 面 引 入 ) 的 帮助 下 容易 证 明 ， 存 在 一 个 函数 中 ， 一 组 坐标 z, z 和 
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有 CBE 


pmj 


[的 稳定 性 


经 | 


明 适 


qa 


x 


waa 


) 流体 在 球 


上 的 分 


流动 ) 的 
wa 
(1965a)]。 


三 维 扰动 ， 


Yudovich (1965a) 


J FÁR 
Lyapunov X F faje 
又 流动 [参见 Dikiy (1965b)]. 
这 里 给 出 的 论 记 
FE 线性 流体 力学 方程 解 在 Lyapunov 意 义 下 稳定 性 


给 出 了 非常 不 同 


FE 被 证 明 是 不 


了 么 在 完整 的 


，U(z) 不 存在 拐点 也 
拐点 的 ) 分布 U(z) 的 平面 平 
Tollmien (1935)i 
多 具有 曲线 流 线 的 无 条 不 可 


TH AFCA AOE A 
虚 部 。 


现在 我 们 看 到 ， 


平行 流动 在 这 利 
在 此 情形 J 能 


意义 


口 


二 
HA 


FE 线性 
扰动 的 FP 


们 对 二 维 


里 论 中 ， 


已 在 所 有 + > 0 也 
I 范围 内 的 任何 情况 


RR ffi 


j 


m fat 


JI 


段 设 可 


以 换 


成 其 他 更 弱 的 条 件 


$ 


Fí 
然 ， 


a 


正明 


了 流动 在 Lyapunov 意 义 
也 仅 


民 于 二 维 扰动 ]。 


的 以 


KY 


i 体 二 维 流动 稳 定性 
证 明 被 证 明 适 用 于 理想 


J> 


到 


站 


够 的 。 它 只 能 得 
的 最 终 问 


ZA 


WATE, i 


E 明 了 容许 | 


流体 运动 方程 定常 解 稳定 性 
存在 性 和 非 线性 


程 本 和 


M) 。 


[ 值 
然而 ， 


在 这 个 


纳 维 - 


技术 。 J 


开道 的 理论 


对 流体 力学 稳定 性 研究 中 线性 化 的 容许 


门 的 证 


的 一 般 定 型 
斯 托 克 斯 方程 组 和 
[ 作 中 引入 了 复杂 得 多 的 速度 场 空间 中 的 范 数 ， 
于 是 ， 结 果 的 陈述 和 它 


E CRH, iE 
g 


明 都 显 地 相当 


发 展 的 线性 稳定 怕 


H FH 


EWE 


参见 Arnold (1965b)、 


] 线 性 化 来 
WN TE So TR LEF 


对 于 这 种 流动 〈 以 及 三 
少数 部 分 结果 ， 没 有 解 
Dikiy 


究 寿 性 不 可 压缩 


的 奥 尔 - 索 末 非 方 


解 在 Lyapunov 意 义 下 


笨拙 和 相对 缺乏 启 


性 的 研究 ， 


慎重 要 。 然 而 ， 这 不 是 非 线性 稳定 全 


用 途 。 当 然 ， 更 吸引 人 的 是 希望 借助 完整 的 非 线性 动力 学 方程 


的 稳定 性 的 一 一 对 
且 使 用 了 复杂 的 数学 
发 性 。 


对 于 严格 论证 高 度 
理论 的 主要 


得 到 关于 
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各 种 流体 流动 中 有 限 扰 动 行为 的 新 的 基本 物理 结果 。 雷 诺 数 ”1 小 于 线性 稳定 
性 理论 定义 的 临界 值 Recr = Reer max 的 流动 中 扰动 的 研究 (确定 给 定 幅 度 
的 有 限 扰 动 的 临界 雷诺 数 ) 和 Re > Ree 的 扰动 的 研究 (研究 根据 线性 理论 
指数 增长 的 弱 扰 动 的 进一步 演化 ) ， 都 是 有 趣 的 。 然 而 ， 目 前 ， 这 两 种 情 
都 只 有 少数 孤立 的 结果 ， 它 们 绝 大 多 数 只 和 稍微 不 同 于 Reu 的 雷诺 数 有 
关 [ 对 于 Re 的 允许 值 的 范围 的 更 精确 的 估计 ， 见 例如 Stuart (1960)]。 

关于 Re 接近 Reu 的 有 限 扰动 行为 不 依赖 于 流体 动力 学 方程 实际 形式 
的 最 一 般 结果 是 Landau (1944) 给 出 的 [也 参见 Landau，Lifshitz (1963) 第 27 
节 ]。 让 我 们 假设 Re > Rey, {HRe 一 Reu 很 小 。 因 为 当 Re = Rey, BACH 
现 一 个 “频率 ”w〔 虚 部 为 零 的 ) 的 扰动 ， 对 于 小 的 正 Re 一 Rew， 存 在 一 个 
速度 场 形 式 为 


u(x,t) = A(t) f(x) (2.39) 


的 无 限 小 扰动 ， 其 中 A(t) = et = eit, y = Imw > 0, 4Re > 
Ree, y 一 0〈 对 于 足够 小 的 Re 一 Reu，7 < |u 并 且 f(x) 是 相应 本 征 值 
问题 的 本 征 函 数 。 所 以 明显 A(t) 满 足 方程 


d|A/? 2 
= 24|Al”. 2.4 
it |A| (2.40) 


然而 ， 方 程 (2.40) 仅 在 线性 扰动 理论 的 框架 内 成 立 。 当 A(t) 增 大 ， 不 可 
避免 地 到 达 一 个 理论 不 再 正确 的 时 刻 ， 必 须 替换 为 更 完整 的 考虑 动力 学 方 
程 中 扰动 的 非 线 性 项 。 于 是 方程 (2.40) 右边 以 考虑 为 以 4 和 A* ( 星 
SRAM) 展开 的 第 一 项 。 在 随后 的 近似 中 (适用 于 较 大 的 t) ， 还 
需要 考虑 级 数 的 下 一 阶 项 一 一 三 阶 项 。 然而， 必须 考虑 运动 (2.39) 伴 
随 着 快速 《和 振幅 增长 典型 时 标 1/7 相 当 ) 周期 性 振荡 ， 由 4 人 (表达 式 中 
的 ez 因子 描述 。 我 们 对 这 些 周期 性 振荡 不 感 兴趣 ， 所 以 排除 它们 ， 将 表 
达 式 dl4l27d& 对 一 段 和 2r/wi 相 比 为 大 《但 和 1/7 相 比 为 小 ) 的 时 间 平 均 是 
方便 的 。 因 为 4 和 4* 的 三 阶 项 显然 都 含有 周期 因子 ， 它 们 在 平均 中 消失 。 
对 于 四 阶 项 ， 在 平均 后 仅 剩 下 一 个 正比 于 |4|4 的 项 。 所 以 ， 保 留 不 高 于 四 阶 
的 项 ， 我 们 得 到 这 种 形式 的 方程 


djAl? _ 2 4 

<a = AP 一 514| (2.41) 
(因为 平均 的 时 长 远 小 于 1/Y，|4? 和 |4|4 实 际 上 不 随 平 均 变换 ， 所 以 方程 
(2.41) 可 以 认为 是 平均 扰动 幅度 的 严格 的 方程 》。 系 数 6 的 符号 不 能 忽 


和 为 了 简单 ， 我 们 仅 谈论 雷诺 数 ， 尽 管 在 某 些 情形 ， 不 稳定 性 的 起 始 由 一 些 其 他 同类 型 无 
量 纲 参数 的 临界 值 的 转变 决定 。 


2. 流体 动力 学 不 稳定 性 和 满 流 转换 


略 。 一 般 来 说 ， 必 须 预 期 它 可 能 是 正 的 或 负 的 (也 可 以 为 零 ， 但 仅 在 非常 
少见 的 情形 ) 
方程 (2.41) 的 一 般 解 可 以 写 为 这 种 形式 


2yt 
a: (2.42) 
1 + ee 


其 中 C 是 积分 的 未 定常 数 。 由 方程 (2.42) 得 到 ， 如 果 6 > 0 且 |4(0)|? = 
TOs E Ph, 那么 振幅 4 的 会 首先 指数 增长 〈 和 线性 理论 一 致 ) ， 
然后 增长 速率 变 慢 ， 随 着 一 cc， 振幅 趋向 一 个 不 依赖 于 4(0) 的 有 限 
值 4(co) = (27y/6)22。 我 们 现在 注意 到 7 是 雷诺 数 的 函数 ， 在 Re = Reu 的 
时 候 变 为 零 ， 可 以 展开 为 Re 一 Reu 的 震级 数 《〈 后 一 个 事实 可 以 从 小 扰动 
理论 推导 ) ， 对 于 Re = Reu，6 关 0。 所 以 y ~ (Re - Rea) IF AMT 
的 Re — Reu，4(co) = |Almax ~ (Re — Rec)!/2。 

然而 ， 如 果 6 < 0， 方程 (2.41) 的 解 〈2.42) 在 t = [In(2y/C16|)]/27Y 形 
式 上 会 变 为 无 穷 大 。 因 此 ， 在 相当 早 的 时 候 ， 它 就 已 经 获得 了 那么 大 的 
值 ， 因 此 不 能 使 用 方程 (2.41〉， 这 个 方程 是 仅 保留 dA|?/qdt 对 |4|? 展 开 的 
前 两 项 得 到 的 。 在 这 种 情况 下 ， 最 终 的 幅度 4(co) 由 |4|2 的 更 高 次 窜 的 系 
数 确 定 ， 在 Re = Recr 时 不 为 零 。 所 以 无 论 Re 一 Reu 多 么 小 ，4(co) 都 将 
是 有 限 的 并 且 大 致 是 常量 。 在 此 情形 ， 方 程 〈2.41) 显然 不 适用 于 Re > 
Reu 的 过 程 的 分 析 ， 但 它 可 以 用 于 研究 Re < Rew 的 有 限 扰动 的 行为 。 
实际 上 ， 对 于 Re < Ree， 系 数 y 是 负 的 ， 即 (2.39) 形式 的 小 扰动 会 误 
减 。 因 为 方程 (2.41) 右边 第 二 项 [等 于 -5|4| 和 对 于 5 < 0 为 正 ， 所 以 ， 
对 于 足够 大 的 |4|?， 导 数 dl4|2/dt《〈 对 特别 选 定 的 时 间 段 平均 ) 会 变 成 正 
的 ， 即 对 于 Re < Recw 运 动 对 于 有 限 扰动 也 会 变 成 不 稳定 的 。 对 于 不 太 
大 的 可 以 使 用 方程 (2.41) 的 振幅 ， 如 果 |4| > (2471/16) REAS 
长 。 考 虑 到 |y| ~ (Rer 一 Re)， 我 们 发 现 对 于 给 定 振幅 |4| 的 扰动 ， 流 动 
对 于 Re > Reacr = Ree 一 a|4|* 是 不 稳定 的 ， 其 中 a > 0。 所 以 ， 在 此 情 
形 Recr min 小 于 线性 理论 给 出 的 Rec 值 。 然 而 ，Reer min 的 严格 演化 不 能 在 近 
似 方 程 (2.41〉 的 基础 上 得 出 ， 这 个 方程 只 适用 于 小 |4|， 因 为 这 个 演化 需 
要 对 任意 大 的 |4| 定 义 Rea cro 

现在 让 我 们 回 到 5 > 0，Re > Recr 的 情形 。 这 里 对 于 比 Recr 稍 大 的 Re， 
扰动 (2.39) 的 增长 可 以 描述 为 一 个 基本 振子 的 软 自 激 ， 最 终 导 致 建立 稳 
态 的 正比 (Re — Recr)!2 于 小 (但 有 限 〉 振幅 周期 振荡 。 这 里 一 个 基本 特征 
是 ， 方程 (2.41) 仅 定 义 了 这 些 振荡 的 幅度 ， 然 而 ， 相 位 没有 被 外 部 条 件 唯 
一 确定 ， 而 是 依赖 于 扰动 的 随机 初始 相位 ， 即 它 实际 上 可 以 是 任意 的 。 所 
以 这 样 的 振子 最 终 的 稳 态 振荡 情形 的 特征 是 存在 一 个 自由 度 〈 和 唯一 由 边 
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界 条 件 确定 故而 根本 没有 任何 E 
随 着 Re 进一步 
usl, t) PiE. WENU (x) 十 u(x,t) 


由 度 的 稳 态 层 流 的 情形 不 同 ) 。 


HK, KPA Ja H A 


FE 运 动 自己 可 能 变 得 对 小 扰 


的 最 终 值 ， 也 依赖 于 Re 一 Recr] 的 不 稳定 性 原则 上 可 以 借助 通常 


BEAT A 


的 流动 [其 中 是 扰动 (2.39) 


的 扰动 方法 


究 。 为 了 这 个 目的 ， 只 需要 研究 ua = e f(x, ERK HR 
性 方程 的 特 解 | 其 中 了 是 t 的 周期 为 2x /wi 的 周期 函数 | 并 确定 频率 w = wo, BE 
着 Re 增 大 ， 首 先 会 出 现 (对 于 Re = Re a) 一 个 正 的 虚 部 。 于 是 我 们 可 以 


预期 对 于 比 Re ec 大 的 Re， 这 个 频率 的 振荡 会 增 大 到 菜 个 有 限 大 的 极限 。 
所 以 ， 随 着 t 一 co 发 生 两 个 频率 2r/wl 和 2r/w? 的 准 周期 振荡 现在 有 两 个 自 


由 度 《〈 振 荡 的 相位 ) 。 
《 即 ， 导 致 振荡 状态 ) 。 


方程 ) 。 
Hid “Heh 


相位 的 所 有 可 能 集合 ， 


荡 的 相 po 的 取 值 2rpwzy/uwl 十 A2,n = 0, 1, 2, T 因为 单个 频率 wl 和 w? 通 常 


» EP 


Fa 


1 度 ， 变 得 非常 复杂 和 无 
环 ”， 其 中 流动 的 某 些 广义 坐标 假设 为 固定 值 
E 标 随时 间 变 换 (根据 p(t) = wt 十 a 形式 的 


随 着 Re 进一步 增 大 ， 一 系列 新 的 振子 随后 被 激发 
人 们 自然 会 认为 ， 相 应 的 “ 临 
间隔 将 不 断 减 小 ， 出 现 的 振荡 频率 将 越 来 越 高 ， 尺 度 越 来 越 小 。 
于 足够 大 的 Re， 运 动 会 有 非常 多 的 自 
动 对 应 于 相 轨 道 的 “ 极 F 
只 有 对 应 于 相应 振子 的 相位 的 4 


诺 数 之 间 的 
wR, Xt 
序 。 这 种 运 


~ 


环 ” 的 轨迹 占据 相 空 间 的 一 个 区 域 ， 对 应 于 振子 振荡 初始 
让 过 程 中 几乎 通过 这 个 区 域 的 所 有 点 。 事 实 上 ,在 
时 刻 刀 = 2zn/wi,n = 0,1,2,.….， 相 位 pi1(t) = wit 十 Qi 取 值 a1， 任 何其 他 振 


N 


是 不 可 通 约 的 (除了 最 不 可 能 的 非常 特殊 的 情形 )， 后 者 包含 的 值 在 约 化 
到 区 间 [0, 2z] 后 ， 将 与 此 区 间 中 任意 预先 指定 的 数 尽 可 能 接近 。 所 以 这 个 情 


水 他 


多 中 出 现 的 充分 发 展 的 庙 流 运动 拥有 确 


事实 : 随 着 时 间 推 移 ， 流 体 将 通过 尽 可 能 接近 任何 可 能 的 运 


定 的 “各 态 历经 性 ”， 揭 示 这 样 一 


这 些 一 般 性 考虑 是 天道 灌流 起 始 理 


基于 这 个 假设 ， 在 小 的 正 Re 


论 的 本 质 。 它 们 很 明显 ， 而 且 在 物 
理 上 令 人 信服 ， 但 不 严格 ， 不 能 被 认为 是 完备 的 。 实 际 上 ， 方 程 (2.41) 
Reu 值 ， 仅 有 一 个 不 稳定 扰动 被 激发 ， 尽 管 


在 Re > Rew 会 存在 很 多 这 种 扰动 并 且 它 们 之 间 的 相互 作用 可 能 


的 〈 见 ， 例 如 Eckhaus (1965)， 那 9 


Ti BCA ARF 


整 讨论 ) 。 也 有 数据 表明 ， 在 某 些 参数 的 
MJA? 方程 的 |4| 阶 项 起 到 了 重要 作用 ， 见 ， 例 如 Ponomarenko 
例外 情形 无 法 从 流体 力学 不 稳定 性 分 析 中 消除 。 
的 缺陷 是 ， 到 目前 位 置 ， 它 没有 在 
E FE PS di AA FE DR AI WL 


个 


线性 稳定 性 理论 


动 状 态 的 状 


是 相当 重要 


有 关于 朗 道 的 非 线 性 不 稳定 性 方法 的 完 
mIME, My = 0 而 且 6 = 0 (A 


(1965)) ， 


然而 ， 朗 道理 论 最 重要 
\ 体 情形 中 的 直接 计算 中 被 验证 ， 
由 肯定 不 是 普 适 的 。 所 以 ， 例如， 在 平 
对 称 扰 动 的 圆 泊 肃 叶 流 的 情形 ， 


看 库 埃 特 
定义 的 雷诺 


2. 流体 动力 学 不 稳定 性 和 消 流 转 所 


数 Recr = Recr max 显 然 等 于 无 穷 大 《〈 即 方程 (2.40) 是 无 意义 的 ) 。 
满 流 运动 必然 是 有 限 扰动 的 不 稳定 性 造成 


就 具有 非常 大 量 的 自 


| 度 。 


在 边界 层 滑 流转 损 情 


数 出 现 的 不 稳定 扰 


动 会 


22 


g ’ 而 或 许 从 一 开始 , mE 


因此 ， 
动 


被 


NI 


Ot 


ici 
况 下 ， 边 界 层 中 转换 的 数据 〈 我 们 下 面 将 要 讨论 ) 
这 里 所 描述 的 汕 流 形成 机 制 更 能 让 人 想起 流 过 有 
迹 的 产生 〈 见 上 面 的 2.2 节 ) 。 
力 ，6 < 0 并 且 不 同 阶 不 稳定 
多 数据 可 以 在 朗 道理 论 


性 的 临界 雷 
的 基础 


=j 
ML 7 


se 


i EME ANB 


Ss 


本 的 流动 的 临界 雷 


i, 


TAAG ThA CEG PE BEY 
没有 严格 的 数学 解 。 所 以 ， 定 理 比 较 朗 道 3 
据 仍然 是 不 可 能 的 。 

圆 库 埃 特 流 、 平 行 平板 之 间 的 自 


整 得 多 。 在 这 些 情 


a 下 


道 的 方程 (2.41) 和 它 的 一 些 推 


泊 肃 叶 流 和 从 下 方 加 热 的 流体 层 中 的 非 线 性 不 稳定 
在 上 述 两 种 情况 中 ，Re = Re, (或 Ra = Rae) 引起 的 运动 是 非 
稳 态 的 〈 即 wl = 0) 。 
为 不 稳定 运动 在 这 里 被 说 
的 > 坐标 和 第 二 中 情况 的 z 和 ?% 坐 标 ) 。 
而 不 是 对 时 间 平 均 。 
在 这 里 指 的 是 连续 


期 但 


于 Re > Ree 


Z] o 


扰动 “存活 ” 


PRIM, IX th Ul 
于 小 的 Re 一 Re, (或 Ra 一 Rag) ， 
(并 且 得 到 一 个 有 限 值 )。 
因 。 同 时 我 们 将 把 这 一 点 作为 
(2.41) 形式 的 具有 线性 理论 定义 


S， 线 性 
外， 我 们 将 更 详细 地 讨论 朗 道 理论 (或 者 更 准确 地 说 ， 
广 ) 应 用 到 这 三 种 流动 的 问题 。 


多， 有 可 能 这 个 事实 起 了 主要 作用 ， 在 茶 个 雷 ; 
带 到 一 个 更 高 雷诺 数 的 区 域 。 在 任何 ' 


然 ， 如 果 我 们 假设 对 于 流 过 一 个 物体 的 ; 
诺 数 互相 差不多 大 ， 那 么 这 个 过 程 
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也 不 符合 上 面 的 考虑 。 


民 大 刚体 的 流动 中 湛 流 
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计算 流 过 一 个 有 限 大 物 


仑 的 


框架 下 


也 是 一 个 极端 复杂 的 问 


1 对 流 和 平面 泊 


稳定 性 理论 可 以 得 到 


第 


FE 明 对 茶 些 空 


然而 ， 上 述 考虑 


二 个 更 


E 明 不 是 一 


E 论 和 


电流 中 转 拨 的 经 验 数 


肃 叶 流 的 研究 要 完 
相当 明确 的 结果 〈 见 上 


EE 
间 坐 标 是 周期 性 
所 以 ， 我 们 可 以 对 这 些 坐 标 平均 


HE AY SAR EH T, 
ee 
(或 Ra > Rag) ， 始 终 存在 连续 


的 波 数 k) 。 


性 效应 


J 
全 适用 于 这 些 情形 ， 因 
的 (第 一 种 情况 


因为 不 稳定 扰动 
严格 地 说 ， 对 
的 一 组 不 同 的 不 稳定 挑 


个 原则 问题 ， 因 为 数据 清楚 地 表明 ， 对 
总 是 只 有 一 个 具有 明确 定义 的 波 数 的 


22 然 而， 我 们 
域 CHS 
方面 ， 
抛物 线 分 布 就 可 
“部 分 非 线性 ” 
轴 对 
长 。 


以 
机 制 ， 基 


吉它 人 


Gill (1965b) 发 现 只 需要 轻微 改变 平 


于 这 个 假设 ， 


小 的 《 


有 还 没有 形成 抛物 线形 的 Hagen-Poiseuille 分 布 ) 解释 图 
下 库 埃 特 流 或 的 线性 速度 分 布 或 者 
门 从 对 无 限 小 扰动 稳定 变 为 不 稳定 。 所 以 人 
但 不 是 无 限 小 的 ) Ht 


我 们 将 讨论 后 面 这 一 点 的 可 能 原 
个 公理 ， 在 两 种 情况 下 ， 都 可 以 限于 研究 
的 固定 波 数 F 和 固定 w = 他 值 的 单个 扰 


注意 到 Tatusmi (1952) 和 尝试 在 轴 对 称 扰动 的 线性 理 


论 基础 上 ， 
中 汕 流 运动 


应 用 到 
的 起 始 。 
肃 叶 流 
也 提出 了 这 些 流动 不 稳定 
ti 动 〈 在 圆 泊 肃 叶 流 情形 
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度 分 布 小 的 所 


， 使 得 扰动 


可 以 在 通 
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动 。 


同心 圆柱 之 间 的 流动 和 从 下 方 加 热 的 流体 层 的 所 有 数据 显示 ， 在 特征 
无 量 纲 参数 的 亚 临 界 值 ( 即 对 于 Re < Rey 或 Ra < Rac) ， 不 存在 偏离 层 
流 库 埃 特 流 的 稳 态 运动 或 静止 状态 。 在 讨论 能 量 方法 在 热 对 流 问 题 中 的 应 
用 时 提 到 了 对 于 从 下 面 加 热 的 流体 层 ， 一 些 研究 者 借助 完整 的 非 线 性 动力 
学 方程 解 的 存在 性 条 件 严格 证 明了 这 个 结果 [ 即 Sorokin (1954). Ukhovskiy, 
Yudovich (1963)、Howard (1963)、Sani (1964)、Platzman (1965) 和 Joseph 
(1965)]。 转 动 圆柱 之 间 的 环 中 流体 相应 的 结果 即使 对 于 最 简单 的 轴 对 称 
流 ， 至 今 也 没有 得 到 严格 证 明 〈 尽 管 一 些 相 关 的 理论 推导 可 以 在 下 面 引 
用 的 工作 中 找到 ) 。 然 而 ， 毫 无 疑问 ， 这 个 结果 对 于 环 中 的 流动 也 成 
立 。 同 时 ， 对 于 Re = Rey (或 Ra = Raa) ， 在 两 种 情况 下 ， 明 显 会 发 
生 相 应 非 线 性 方程 的 稳 态 解 的 “分 支 ” (branching) 。 在 这 一 点 会 出 现 
额外 的 稳 态 解 ， 与 普通 解 的 不 同 是 存在 > 〈 或 者 z 和 y) 的 周期 项 ， 对 于 小 
的 Re — Re, (或 Ra 一 Rag.) 振幅 正比 于 (Re — Reo) [ER(Ra 一 Rag,)!/?]. 
所 以 ， 对 于 略微 超 临 界 的 雷诺 数 〈 或 瑞 利 数 ) ， 存 在 两 个 不 同 的 稳 态 解 分 
支 ， 在 临界 雷诺 ( 瑞 利 〉 数 相同 。 慢 慢 增 大 无 量 纲 参数 到 临界 值 以 上 ， 我 
们 可 以 达到 第 二 个 临界 值 ， 在 那里 会 出 现 一 个 新 的 稳 态 解 分 文 。 两 种 情形 
中 的 层 流 - 满 流 转换 可 以 理解 为 和 朗 道 提出 的 一 般 情 形 完 全 一 致 的 非 线 性 方 
程 稳 态 解 的 不 断 分 支 的 过 程 。 
从 现 有 的 关于 圆 库 埃 特 流 和 从 下 方 加 热 的 流体 层 的 实验 证 据 来 看 ， 这 
些 说 法 是 非常 可 信 的 〈 见 ， 例 如 Malkus (1954a) 和 Willis, Deardorff (1967) 
于 流体 层 中 分 立 转变 的 数据 ，Coles (1965) 和 Schwarz, Springett, Donnelly 
(1964) 关 于 圆 库 埃 特 流 中 分 立 转 变 的 数据 ) ， 尽 管 在 库 埃 特 流 中 向 非 稳 态 周 
期 情形 的 转变 看 起 来 也 是 重要 的 。 它 们 的 严格 证 明 一 定 是 转换 现象 的 严格 
数学 理论 的 第 一 步 。 之 后 还 必须 解释 为 什么 一 个 特定 的 解 在 物理 上 实现 ， 
而 另 一 个 可 能 的 解 没 有 实现 ， 为 什么 在 略微 超 临 界 的 无 量 纲 参数 值 的 实验 
中 只 观察 到 一 个 特定 的 波 数 k&， 尽 管 一 个 连续 的 k 值 在 数学 上 都 是 可 能 的 。 
然而 ， 即 使 是 这 第 一 步 也 不 简单 ， 需 要 用 先进 的 拓扑 和 泛 函 分 析 方 法 进行 
非常 繁琐 的 处 理 。 
Sorokin (1954) 第 一 个 写 出 了 关于 Ra = Rac: 的 非 线 性 布 西 涅 斯 克 方 程 
的 稳 态 解 的 分 支 的 一 般 结果 。 他 用 一 种 形式 化 的 展开 技术 证 明了 它 的 合 
理性 。 后 来 ，Sorokin (1961) 用 同样 的 形式 技术 分 析 了 有 界 流 动 区 域 (其 
中 的 流动 有 运动 的 壁 驱动 ) 中 的 分 文 现象 [随后 对 这 些 现象 进行 了 严格 的 
数学 分 析 ， 见 Yudovich (1967)]。Brushlinskaya (1965) 也 对 一 些 特 定 的 简 
化 “模型 ”流体 动力 学 问题 (可 以 用 有 限 的 常 微分 方程 写 出 〉 证 明了 相关 
的 现象 。 在 她 的 证 明 中 ， 她 大 量 使 用 了 有 限 维 方法 。Banach 空 间 中 算 子 方 


2. 流体 动力 学 不 稳定 性 和 消 流 转 所 


程 解 分 岔 的 一 般 拓 扑 理论 是 Krasnoselskiy 发 展 的 〈 见 ， 例 如 Krasnoselskiy， 
1964 ) ， 并 且 由 Velte (1964) 和 Yudovich (1965b) 首先 应 用 于 流体 动力 学 问 
题 。 后 来 ，Velte (1966) 用 同样 的 技术 证 明了 在 Qs = 0〈 即 外 圆柱 静止 的 情 
形 ) 的 圆 库 埃 特 流 中 ， 对 于 任意 选择 的 波 数 k， 在 临界 雷诺 数 Re = Re(k) tt 
现 另 一 个 形成 泰勒 涡 旋 的 稳定 解 分 文 。 同 时 ，Yudovich (1966a) Ivanilo， 
Yalovlev (1966) 类 似 地 证 明了 更 一 般 的 结果 (和 任意 = Q2/Q1 > 0 以 及 
更 高 阶 临界 雷诺 数 有 关 ) 。 圆 库 埃 特 流 分 支 解 具有 (Re 一 Rer) /7 RM 
展开 的 严格 证 明 首先 由 Kirchgasner 给 出 [ 见 Gorfler，Velte (1967)]， 他 使 用 
了 Lyapunov 和 Schmidt 在 20 世 纪 初 发 展 的 求解 非 线性 积分 方程 的 一 般 分 析 方 
法 。 


Yoduvich (1966b, 1967a,b) 结 合 Krasnosel’skiy 的 拓扑 方法 和 Lyapunov- 

Schmidt 的 分 析 方 法 详细 研究 了 从 下 方 加 热 的 流体 层 中 的 对 流 《〈 和 一 些 其 他 
对 流 问题 ) 。 他 证 明了 ， 当 Ra 绥 慢 增加 经 过 临界 值 Ract，(z,y) 平 面 上 出 现 
一 个 给 定 周期 的 两 个 新 的 稳 态 解 ， 两 个 解 都 有 (Ra - Racer)! KERB 
开 。 此 外 ， 平 衡 解 对 于 超 临 界 Ra 数 是 不 稳定 的 ， 其 他 两 个 解 对 于 同样 周期 
的 小 扰动 是 稳定 的 《故而 必须 考虑 不 同 周期 的 扰动 来 解释 六 边 形 元 胞 在 实 
验 所 展示 的 对 流 现象 中 的 特殊 作用 ) 。 
后 来 ，Ovchinnikova,， Yudovich (1968) 解 析 地 研究 了 两 个 同方 向 转动 的 
圆柱 之 间 的 圆 库 埃 特 流 的 情形 ，Kirchgassner 的 很 多 结果 的 严格 证 明 可 以 在 
这 篇 文章 中 找到 。 特 别 地 ，Ovchinnikova 和 Yudovich 用 小 间隙 近似 证 明了 
在 一 个 给 定 波 数 k， 库 埃 特 流 在 Re 数 〈 从 下 方 ) 达 到 临界 值 Recr(k) 时 变 得 
不 稳定 。 在 Re > Rew 时 ， 出 现 对 任何 轴 对 称 扰动 稳定 的 同样 周期 的 另 一 个 
稳 态 流动 ， 具 有 (Re 一 Recr)!2 的 窜 级 数 展开 。 这 些 作者 没有 用 小 间隙 近似 以 
外 的 方法 严格 证 明 这 些 结果 ， 因 为 它们 依赖 于 从 复杂 积分 得 到 的 两 个 销 娄 
为 正 的 性 质 。 然 而 ， 在 任意 固定 的 Re > Recr(k) 和 k， 这 些 常 数 可 以 数值 地 
计算 ，Ovchinnikova 和 Yudovich 考 虑 了 一 些 这 种 类 型 的 例子 (所 有 这 些 常 
数 都 是 正 的 ) 。 对 于 Re > Reg A AAW EH, Ovchinnikovafll Yudovicht4 
使 用 了 kk = ke 的 新 稳 态 流 的 数值 解 。 他 们 的 结果 和 已 有 的 实验 数据 以 及 
后 面 讨论 的 Davey (1962) 的 理论 结果 符合 得 非常 好 。Meyer (1967) 以 类 似 
方式 通过 直接 数值 求解 Re > Reu 的 圆 库 埃 特 流 〈 外 圆柱 固定 ，92 = 0) 
中 二 维 扰动 的 时 间 依 赖 方 程 计 算 了 力矩 。Meyer 的 数值 解 都 在 上 一 co 趋 
向 于 稳 态 ， 对 应 于 接近 Davey 计 算 的 力矩 。Ivanilov(1966，1968) 简 单 考虑 
了 Ra > Rau 的 从 下 方 加 热 的 流体 层 中 的 对 流 和 Re > Recr 的 转动 圆柱 之 间 
的 流动 QUN > 0) ， 他 证 明了 这 些 具 有 相对 接近 的 速度 和 能 量 扰动 值 的 
情形 中 存在 大 量 〈 明 显 不 稳定 的 ) 稳 态 流 状 态 。 

现在 让 我 们 讨论 一 种 更 基本 的 方法 ， 不 使 用 高 级 的 数学 级 数 〈 也 
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pA 


不 追求 数学 上 的 严格 ) ， 


非 严格 的 定量 解释 。 这 种 方法 主要 


有 具体 的 合理 近似 ) 得 到 六道 方程 (2.34) 类 型 的 方程 ， 


而 是 引用 动力 学 方程 对 现 有 的 实验 数据 进行 
是 直接 从 问题 的 动力 学 方程 (结合 


这 些 方程 描述 了 


根据 线性 理论 为 不 稳定 的 扰动 的 演化 。Stuart (1958) 和 Davey (1962) 考 


虑 了 和 圆柱 之 间 库 埃 特 流 有 关 的 问题 。 在 这 些 工作 中 的 第 一 个 中 ， 假 
itd = Ro — Ry & (Ri + R2)/2 = PRP， 并 且 仅 有 内 圆柱 转动 〈 角 速度 


为 Q1) 。 


微 随时 间 变 化 (故而 关于 幅度 A(t) 的 近似 方程 (2.39 适用 ) 。 于 是 ， 幅 
度 A(t) 对 时 间 的 依赖 可 以 容易 从 扰动 能 量 平衡 方程 ( 即 方程 (2.33) ， 流 体 
动力 学 方程 的 一 个 推论 ) 确定 。 所 以 ， 可 以 得 到 一 个 (2.41) 
(系数 y 和 5 用 泰勒 数 Ta、 雷 话 数 Re = Q1R1d/v、 波 数 k = ker 显示 地 表示 ) 
和 Chandrasekhar (1953) 计 算 的 对 应 于 本 征 


这 里 ， 代 蔡 雷 诺 数 ， 使 用 泰勒 数 Ta = w?Rid3/z2 ~ (Re)* 方 便 。 
库 埃 特 流 在 Ta > Tacr © 1708 变 得 不 稳定 。Stuart 进 一 步 假 设 差 Ta — Tacr 很 
小 (但 是 正 的 ) ， 在 t = 0 时 刻 ， 存 在 一 个 根据 线性 理论 不 稳定 的 z 的 周期 


性 扰动 。 他 也 假设 这 个 扰动 的 形式 〈 可 以 从 线性 稳定 性 理论 得 到 ) 仅 略 


函数 。 这 些 计 算 最 重要 的 结果 实际 上 


存在 不 稳定 扰动 相 


致 ， 意 味 着 存在 


个 有 限 值 |4|max 


值 问 题 (2.16) - (2.17) 的 本 征 
是 6 < 0。 这 个 结果 和 Ta < Tacht A 


ERAIN Fe 


= 2(7/6)/?, Txt 


于 小 的 Ta — Tac > 0, [Almay ~ (1 一 Tag Ta)? ~ (Ta 一 Tag)? 6 Se 


了 |Almax 和 不 稳定 扰动 的 空间 形式 ( 
圆柱 表面 的 摩擦 力 的 力矩。 他 得 到 


WEAR, 


即 施加 在 


1 线性 扰动 理 


论 给 


H) ，Stuart 也 能 够 


的 这 个 力矩 的 值 被 


证 明 直 到 大 约 10 倍 于 Tac 的 Ta 值 都 非常 接近 G. I. 泰勒 通过 直接 测量 得 到 的 


Davey (1962) 得 到 了 圆 库 埃 特 流 中 扰动 幅度 的 一 个 更 精 旭 
使 用 了 类 似 于 Stuart (1960) 和 Watson (1960) 的 方法 [人 
Davey 考 虑 了 w(z) = Af (r)ei** 


论 ]。 


E RAIHI AR H XT ER 


的 方程 ， 他 


由 们 的 工作 将 在 后 面 讨 


扰动 ， 由 于 动力 学 


方程 的 非 线 性 ， 也 会 阐述 更 高 次 谐 波 〈 正 比 于 e"?K2,n = 2,3,…) ， 这 种 扰 
动 对 7 的 这 种 形式 的 依赖 也 会 略微 随时 间 变 化 。 所 以 扰动 速度 场 这 里 写 为 这 


种 形式 


u' (x,t) = uo(r, t) 4 


CFE Puo(r, t) Hi 


- u(r, t)el** + u(r, tje”? + ... 


(2.43) 


述 了 扰动 对 库 埃 特 流 造成 的 扭曲 ) 。 进 一 步 ， 假 设 
当 t 一 œ, 方程 (2.43) HANA u(r AFE, MATIDA > 0， 这 
一 项 变 成 解 w = jir)eyt+iz， 由 线性 扰动 理论 定义 。 于 
的 正 t， 这 一 项 会 变 成 领头 项 ， 而 对 于 这 些 t 值 wi(7,) 可 以 写 为 


u(r, t) = A(t) f(r) 十 高 阶 项 . 


是 ， 对 于 稍 大 一 些 


(2.44) 
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把 方程 (2.43) 和 “2.44) 带 入 非 线 性 方程 (2.32) [而 不 是 像 Stuart (1958) 那 
样 使 用 单个 方程 (2.33)〉 ]， 我 们 可 以 马上 得 到 A(t#) 的 (2.41) 形式 的 方程 ， 
其 中 7 是 由 线性 扰动 理论 确定 的 ， 并 且 


6 = 6, + 69 + 63. (2.45) 


XH, & > OH T ME EIR RE TE AY SE ABR Ht u(r, tel’? (产生 了 扭 
曲 wo(7,t)) 流入 的 能 量 [实际 上 Stuart 的 工作 中 只 考虑 了 这 一 项 ， 忽 略 了 扰 
力 形式 的 变化 |]，55 描 述 了 基本 扰动 产生 的 高 次 谐 波 ，53 是 其 径 向 形式 的 扭 
曲 。 对 于 方程 (2.45) 右边 的 所 有 三 项 ，Davey 得 到 了 复杂 的 方程 (含有 相 
应 线性 理论 的 本 征 值 问题 的 解 ) 。 然 后 对 于 情形 ajd < Ro, Q2 = 0; b)d« 
Ro, 02/01 © 1; c)Ro = 2R1,02 =0， 他 数值 计算 了 这 些 项 的 值 。 在 所 有 情 
形 ， 系 数 5 都 是 正 的 ， 在 情形 a) 他 的 值 近似 和 Stuart 的 不 同 精确 的 计算 结果 
一 致 ， 在 情形 b) 和 c) 它 们 也 得 出 超 临界 条 件 下 的 力矩 值 ， 和 已 有 的 实验 数据 
符合 得 很 好 。 
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摩 探 力矩 的 计算 和 观测 值 之 间 的 符合 是 一 个 令 人 信服 的 证 据 ， 表 
面 Stuart 和 Davey 得 到 的 6 > 0 的 朗 道 方程 (2.41) 给 出 了 根据 线性 理论 不 稳 
定 的 轴 对 称 扰动 实际 增长 的 相当 精确 的 描述 。 然 而 ， 这 仍然 是 一 个 间接 证 
据 ， 因 为 不 是 幅度 本 喘 和 实验 比较 ， 而 是 根据 这 个 特征 计算 的 流动 的 积分 
特征 一 一 作用 于 圆柱 上 的 总 力矩 。 庆 道理 论 〈 以 及 Davey 的 计算 ) 在 转动 圆 
柱 之 间 的 流动 中 的 适用 性 的 直接 实验 验证 是 Donnelly, Schwarz (1965)[ 也 参 
见 Donnelly (1963) 和 Donnelly, Schwarz (1963)] 和 Snyder, Lambert (1966) 进 
行 的 。Donnelly 和 Schwarz 适 用 了 一 种 特殊 的 离子 技术 来 测量 流动 的 扰动 。 
它们 在 圆柱 之 间 的 空 际 填充 电解 液 CCl4 (其 中 不 转动 的 外 圆柱 半径 RR。 = 
2 cm， 使 用 了 不 同 半径 的 七 种 可 蕉 换 的 内 圆柱 ， 大 部 分 对 应 于 小 的 空 
Rd = Ra 一 R1 & Ro) ， 测 量 通过 它 到 达 一 个 收集 器 〈 它 可 以 匀速 沿 Oz 
运动 ) 的 电流 。 对 于 Ta > Tau， 在 圆柱 之 间 的 电解 液 中 会 出 现 一 组 规则 的 
稳 态 环 向 涡 旋 ， 其 速度 场 具有 w(z) = 4f(r)e**， 其 中 系数 4 是 朗 道 理论 
中 的 4(co) = Amax。 这 些 涡 旋 破 坏 电极 周围 的 带电 流体 层 ， 从 而 影响 通过 
电解 液 的 电流 。 在 计算 这 个 现象 和 时， 可 以 看 到 涡 旋 的 外 观 一 定 对 应 于 Aj = 
CAcoskz( 其 中 C 是 一 个 特定 常数 ) 形式 的 额外 一 项 当前 的 ;的 表达 式 的 
外 观 。 测 量 结果 证 实 了 ， 对 于 Qi1 > Qu = (v2Tacr/RiG): 人 2， 这 个 z 的 周期 
性 成 分 实际 上 是 存在 的 。 其 幅度 的 平方 (CA)? 直 到 远大 于 Q1 = Qer 都 正比 
FO? 一 02. ~ Ta 一 Tae 《和 朗 道 的 理论 预测 完全 一 至 ) ， 在 那 之 后 离子 
言 号 开始 剧烈 衰减 〈 见 图 23， 对 应 于 Ri = 1.9 cm 的 测量 。 这 些 曲 线 的 其 
他 例子 可 以 在 Donnelly, Schwarz (1965) 中 找到 ) 。 基 于 上 朗 道 理论 的 一 般 命 
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题 ， 我 们 可 以 假设 01 = Q2 wr 时 Amax ~ (Ta 一 Tacr)'2 的 尖锐 间断 和 泰勒 数 
的 “第 二 个 临界 值 ”Tas 有关 ， 此 时 环 向 涡 旋 变 得 不 稳定 ， 分 解 为 更 复杂 
的 扰动 。 


2 
(35) * 10” ampere? cm4 
N w A 
Q Q S 


N 
Q&Q 


lag 32 FH G96 IB 40 42 44 46 


2? rad? sec? 
图 23 转动 圆柱 之 间 的 电解 液 中 额外 电流 幅度 的 平方 (Aj)*? 对 内 圆柱 角速度 
的 依赖 [根据 Donnelly (1963)]。 


图 23 中 的 数据 仅 涉 及 朗 道理 论 的 最 终 幅 度 4(co) = 4max。 此 外 ，Donnelly， 
Schwarz (1963, 1965) 基 于 使 用 方程 (2.42) 给 出 了 方程 〈2.41) 的 另 一 个 验 
证 。 为 了 这 个 目的 ， 他 们 重新 方程 〈2.42) 为 这 种 形式 

A?(t) E e?r 
42 3+e2t’ 


(2.42!) 


其 中 未 定常 数 C 通 过 由 条 件 4(0) = 3Amax 选 择 时 间 原 点 而 成 功 消去 。Donnelly, 
Schwarz 随 后 做 了 一 系列 实验 ， 在 每 个 实验 中 ， 速 度 Q1 = 3 rad/sec (由 实 
验 条 件 来 看 是 亚 临 界 的 ) 被 突然 增加 到 图 23a 每 条 曲线 右边 所 示 的 值 。 结 
果 ， 出 现 幅 度 变化 正比 于 4(t) 的 离子 流 涨 落 。 在 对 应 于 幅度 4 = 34Amax 时 
刻 测量 的 这 个 离子 流 随 之 间 的 变化 和 从 方程 (2.42’) 对 于 每 条 曲线 右边 
所 示 的 7y 值 计算 的 点 一 起 画 在 图 23a 中 。 理 论 和 实验 符合 得 非常 好 。 对 应 于 
图 23a 中 每 条 曲线 的 7y 值 也 可 以 从 具有 给 定 R、Ra、91 和 sa = 0 值 的 线性 化 
方程 的 解 计算 [ 即 本 征 值 问题 (2.16) - (2.17) Jo JE (2.17) 中 相关 的 波 
数 k 可 以 选 为 等 于 kc:， 因 为 实验 表面 对 于 适度 超 临 界 的 Re 或 Ta 值 ， 泰 勒 涡 
旋 的 轴 疝 波长 仍然 近似 为 常量 ， 即 几乎 和 2r/ke 相 等 。 也 可 以 从 最 大 不 稳定 
性 判 据 选择 上 值 ( 即 ， 从 条 件 Im w = y = max) ， 对 于 适中 的 Ta -— Tacr, IX 
给 出 实际 上 相同 的 结果 。Roberts (1965) 进 行 了 > 值 的 这 种 计算 ， 得 出 的 结 
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果 和 从 图 23a 中 的 曲线 确定 的 y 值 符合 得 很 好 (再 次 证 实 了 y ~ (Ta — Tacr)» 
正如 从 图 23 的 数据 得 到 的 ) 。 


ion current 


0 20 40 60 


time (sec) 


图 23 a 在 速度 21 从 临界 值 以 下 突然 增加 到 各 个 超 临 界 值 情况 下 离子 流 
幅度 作为 时 间 的 函数 。 点 代表 每 条 曲线 右边 所 示 ?7 相 应 的 理论 曲线 〈 根 
据 Donnelly, Schwarz (1965)) 。 


Donnelly，Schwarz 辉 煌 的 实验 结果 基本 上 证 实 了 明道 提出 的 理论 概 
念 。 然 而 ， 定 量 来 看 ， 它 们 似乎 不 够 完备 。 方 程 (2.42) 由 一 个 单一 
参数 y， 因 此 图 23a 的 数据 仅 可 以 验证 这 个 参数 根据 线性 理论 的 计算 结果 
(以 及 关于 像 方程 (2.41) 这 样 具 有 正 的 系数 6 的 方程 正确 性 的 定性 结 
wW) 。 从 图 23 得 不 出 关于 6 值 的 结论 。 从 这 个 观点 来 看 ，Snyder, Lambert 
(1966) 的 结果 似乎 含有 更 多 信息 。 它 们 使 用 了 一 个 特殊 的 热电 阻 风速 计 ， 
测量 间隙 壁 上 的 总 速度 梯度 。 因 为 Davey 在 他 的 计算 中 仅 考 虑 了 轴 对 称 
扰动 ， 而 对 于 仅 稍 微 超 过 临界 值 Tau 的 Ta 值 ， 小 间隙 圆 库 埃 特 流 非 轴 对 
称 扰动 变 得 不 稳定 ，Snyder 和 Lambert 选 择 验 证 Davey 研 究 的 第 三 种 情形 
(Ro/R1 = 2,02 = 0) ， 对 于 大 的 Ta 一 Tac 值 ， 非 轴 对 称 扰动 会 产生 不 
稳定 性 。 在 他 们 的 装置 中 产生 了 一 个 小 的 轴 向 流 〈 对 应 的 轴 癌 雷诺 数 大 约 
为 2) ， 据 此 他 们 可 以 固定 速度 梯度 对 z 坐 标的 依赖 ，《〈 借 助 频 谱 分 析 仪 ) 
挑 出 正比 于 cos kz 的 基本 扰动 和 它 的 一 次 、 二 次 和 三 次 谐 波 。 他 们 发 现 得 到 
的 基本 扰动 和 一 次 谐 波 〈 正 比 于 cos 2kz) 的 幅度 和 基于 Davey 的 Y、6 和 02 值 
的 计算 结果 在 非常 宽 的 泰勒 数 Ta 范 围 ( 直 到 4Tac:〉 内 符合 得 很 好 。 

Stuart (1958) 和 Davey (1962) 的 理论 结论 与 Donnelly, Schwarz (1963, 
1965) 和 Snyder, Lambert (1966) 的 实验 数据 符合 得 很 好 ， 它 们 共同 很 好 地 摘 
述 了 轴 对 称 泰勒 涡 旋 的 非 线性 变化 。 然 而 ， 这 不 意味 着 可 以 认为 圆 库 埃 特 
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流 中 的 所 有 主要 非 线性 效应 都 被 理解 了 。 实 际 上 ， 很 多 研究 者 的 实验 [第 一 
个 是 Coles (1965)] 表 明 ， 随 着 雷诺 数 〈 或 泰勒 数 ) 增长 到 超过 临界 值 ， 转 变 
到 新 的 非 轴 对 称 流动 状态 看 起 来 非常 快 。Coles 证 认 了 一 整个 系列 的 从 一 个 
状态 到 另 一 个 状态 的 相继 的 分 立 转变 。 如 果 圆 柱 两 端 之 间 有 mm 个 涡 旋 ， 
个 涡 旋 有 一 个 环 向 波 数 n， 用 符号 my/m 表 征 流动 状态 ， 那 么 da 对 于 Q。 = 0 和 
增 大 的 转动 速度 01， 那 么 接 下 来 的 状态 在 非常 确定 〈《 和 可 重复 ) 的 速度 相 
AEH HL: 28/0〈 泰 勒 涡 旋 ) ; 28/4; 24/5; 22/5; 22/6 等 〈 在 所 有 25 个 不 
HRD) o S 其中， 在 所 有 mn £0 的 情形 ， 相 继 的 涡 旋 之 间 的 边界 有 类 似 波 
的 形式 。Coles 的 结果 和 其 他 研究 者 的 结果 有 些 不 同 。 于 是 ， 例 如 Schwarz， 
Springett, Donnelly (1964) 研究 了 一 个 长 得 多 《含有 多 达 260 个 泰勒 涡 旋 ) 
并 且 圆 柱 间 的 间隙 小 得 多 的 装置 中 的 库 埃 特 流 ， 发 现 了 向 m” = 1 的 非 轴 对 称 
态 的 第 一 次 转变 〈Ta 仅 超 过 Taw. 3-8%) 。 然 而 ， 重 要 的 是 注意 到 这 些 实验 
也 证 实 了 流动 的 非 轴 对 称 态 的 存在 。 

上 面 描述 的 实验 给 人 的 印象 是 ， 随 着 Ta CORR) 增 大 ， 对 于 相对 适中 
的 超 临 界 值 ， 轴 对 称 泰勒 涡 旋 变 得 对 具有 大 臻 相同 的 轴 辣 波 数 但 轴 向 相位 
不 同 〈 否 则 相继 的 涡 旋 之 间 的 边界 仍然 是 平 的 ， 不 是 波浪 状 的 。)〉 的 非 轴 
对 称 扰动 不 稳定 。 从 Davey Di Prima, Stuart (1968) 的 理论 计算 (其 中 使 
用 了 一 种 非 标准 的 方法 研究 小 间 隐 情形 泰勒 涡 旋 的 稳定 性 ) 也 得 到 相同 的 
结论 。 这 些 研究 者 假设 在 t = 0 时 刻 在 圆 库 埃 特 流 中 出 现 了 四 个 以 下 形式 的 
独立 扰动 : 


Acfo(r) coskz; Asfi(r) sin kz; Bo fo(r) coskze™?; B, fa(r)sinkze™?. 
(2.46) 

随 着 时 间 演 化 ， 所 有 四 个 幅度 4. = A(t) Ay = Alt) Be = B-(t)AIB, = 
Bs(t) 都 会 变化 ， 互 相 作 用 。 此 外， 它们 会 扭曲 基本 库 埃 特 流 速度 分 
布 ， 稍 微 改变 它们 的 形式 ， 产 生 高 次 的 轴 向 和 环 向 谐 波 。 如 果 假 设 速度 
Yu = w(7, p, 2 办 为 2? 和 o 的 传 里 叶 级 数 ， 就 可 以 研究 所 有 这 些 效应 。 把 
这 个 级 数 带 入 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 (同时 考虑 由 于 小 间 隐 近似 得 到 的 简化 
的 边界 条 件 ) ， 令 得 到 的 等 式 左右 两 边 的 传 里 叶 级 数 相 应 的 项 的 系数 相 
等 。 进 行 必 要 的 计算 ， 在 得 到 的 方程 中 仅 保 留 不 高 于 幅度 A4 和 B 四 次 方 的 
项 [对 应 于 仅 保留 方程 〈2.41) 右边 |4|? 和 |4|4 阶 的 项 |，Davey 等 人 得 到 了 
幅度 A。、As、B。、Bs 的 一 组 四 个 微分 方程 。 得 到 的 方程 组 在 形式 上 类 似 
于 下 面 给 出 的 方程 组 (2.49) Al (2.52) ， 但 复杂 得 多 ， 需 要 八 行 才能 写 
得 下 。 它 的 右边 含有 九 个 数值 系数 [方程 组 (2.52〉 的 y、a、 碳 和 52 那样 的 
33 如 2.6 中 已 经 注意 到 的 ， 对 于 在 所 有 雷诺 数 对 无 限 小 扰动 保持 稳定 圆 库 埃 特 流 的 情形 ， 


雷诺 数 的 增 大 导致 非常 不 同类 型 的 汕 流 转换 ， 特 征 是 在 流动 中 出 现 一 个 单独 的 滑 流 区 域 [ 参 
JLColes (1965)、Van Atta (1966)、Coles, Van Atta (1967)]. 


| ae 


2. 流体 动力 学 不 稳定 性 和 消 流 转 所 


类 型 |， 通 过 对 描述 单独 的 扰动 (2.46) 的 本 征 值 问题 (2.14) - (2.16) 解 
的 繁琐 处 理 来 定义 。Davey 等 人 研究 了 这 个 系统 对 于 超 临 界 Ta 值 的 所 有 稳 
态 解 。 其 中 一 个 解 自然 是 泰勒 涡 旋 流 ， 其 中 4。 = (27/8), As = Be = 
Bs = 0[ 这 里 y 和 5 和 方程 (2.41) 和 “(2.45) 中 的 相同 ]。 进 一 步 考 虑 对 泰勒 
涡 旋 小 扰动 的 情形 ， 即 假设 46(t) = (27/8)! +ac(t)，As = 4s(t)，B。 = 
Be(t)，Bs = Bs(t)， 其 中 a。、As。、B。、B, 的 幅度 小 ， 在 对 一 般 的 振幅 方程 
线性 化 后 得 到 新 的 方程 


dac dA, 加 

fe T 27ae, an 0 
dB. dB; 

d (yB + 7618/6) Be, uw (yB + yô28/8) Bs. 


这 些 新 的 方程 (在 线性 化 稳定 性 理论 的 框架 下 ) 确定 了 形式 为 (2.46) 对 泰 
勒 涡 旋 形 式 流动 的 扰动 的 时 间 演 化 。 这 里 ys 是 一 个 在 线性 化 理论 中 描述 非 
轴 对 称 扰动 时 间 演 化 的 系数 ， 正 比 于 exp[i(kz 二 mo)]，0p 和 02p 是 上 面 提 到 
的 九 个 系数 之 外 的 两 个 系数 ， 出 现在 振幅 方程 中 。 

因为 对 于 Ta > Tass y > 0，aclt) 是 衰减 的 。 结 果 ， 泰 勒 涡 旋 的 稳定 性 
或 不 稳定 性 是 由 yp + y618/5 和 YB 十 762B/6 的 实 部 的 符号 决定 的 。 

对 各 个 hk、n、Q1、Q22 和 R1、R2 精 确 计 算 系 数 ysB、61B 和 62B 似 乎 是 极 
端 复 杂 和 工作 量 巨 大 的 问题 。 因 为 这 个 原因 ，Davey 等 人 仪 考虑 了 02 = 
0, k= ker 的 情形 ， 引 入 了 一 些 简化 近似 。 这 里 ， 对 于 所 采用 的 近似 ， 对 于 
所 有 Ta 一 Tac > 0，RelyB 十 Y61B/6] < 0〈 即 ， 泰 勒 涡 旋 对 于 同 相 的 非 轴 对 
称 扰动 是 稳定 的 ) 。 同 时 ， 对 于 Ta/Ta ~ 1.08，Relyp 二 ybop/5] 变 为 正 的 。 
于 是 ， 泰 勒 涡 旋 对 于 仅 超 过 Ta8% 的 Ta 的 异 相 非 轴 对 称 扰动 不 稳定 C 
于 数值 计算 中 所 作 的 简化 ， 这 个 结果 只 能 看 作 Taz 大 小 的 粗略 估计 ) 。 
此 外 ，Rel[yB 十 Y52B/ 引 对 方位 角 方 同 波 数 n 的 依赖 相当 弱 ， 但 是 ， 一 般 来 
说 ， 可 以 认为 Relys + Y652B/ 引 随 n 的 增长 而 减 小 ， 故 而 对 于 n = 1 初始 不 
稳定 性 一 定 发 生 。 所 有 这 些 结论 和 Scwarz、Springett 和 Donnelly 在 更 类 似 
于 Davey 等 人 理论 假设 的 条 件 下 《假设 圆柱 无 限 场 ， 间 隐 很 小 ， 比 Coles 的 
实验 条 件 更 类 似 ) 的 实验 发 现 符合 得 相当 好 。 

当然 ，Davey 等 人 的 理论 不 是 非常 严格 一 一 他 们 仅 考 虑 了 特殊 形式 
(2.46) 的 四 个 扰动 的 相互 作用 ， 而 对 于 圆 库 埃 特 流 中 的 每 个 Ta > Tacs 
存在 无 穷 多 个 不 稳定 的 扰动 (对 应 于 不 稳定 波 数 k 的 区 间 ， 包 含 kc:， 随 Ta 一 
Tae 的 增 大 而 扩张 ) 。 因 为 这 个 原因 ， 即 使 是 “对 于 适中 的 正 Ta 一 Tacr» 
为 什么 圆柱 之 间 的 流动 会 出 现 强烈 > 周期 性 的 状态 〈 由 一 个 单独 的 波 数 K 值 
表征 ) ”这 个 问题 现在 也 不 能 认为 已 经 完全 解决 。 关 于 这 个 问题 的 一 些 一 
般 性 考虑 (不 使 用 特殊 形式 的 流体 力学 方程 ， 即 和 非 线 性 偏 微分 方程 描述 
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的 一 类 广泛 的 物理 过 程 有 关 ) 可 以 在 Ponomarenko (1968a) 中 找到 。 

现在 让 我 们 转向 数学 上 简单 得 多 的 从 下 方 加 热 的 流体 层 中 对 流 的 问 
题 。 我 们 已 经 指出 ， 对 于 Ra > Race， 描 述 静 止 状态 的 稳 态 解 是 不 唯一 
的 。 此 外 还 会 出 现 稳 态 元 胞 解 ， 幅 度 正比 于 (Ra — Rae)12[ 对 于 小 的 (Ra 一 
Rac)/Ral。 这 个 事实 和 这 个 想法 符合 得 很 好 : 对 于 Ra > Rac， 在 从 下 
方 加 热 的 流体 层 中 会 出 现 对 应 于 5 > 0 的 朗 道 模式 的 (空间 上 而 不 是 时 
间 上 的 ) 软 激 发 振荡 Sorokin (1954), Gor’kov (1957)、Malkus，Veronis 
(1958). Kuo (1961)[ 这 篇 文章 中 首次 使 用 了 一 种 数值 分 析 方 法 |、Bisshopp 
(1962) 和 其 他 人 研究 了 非 线 性 布 西 涅 斯 元 方程 额外 的 元 胞 解 。 重 要 的 是 ， 这 
些 非 线 性 对 流 方 程 的 稳 态 解 是 强烈 非 唯一 的 。 

让 我 们 从 Stuart (1958) 最 简单 的 方法 开始 ， 基 于 近似 假设 (2.39) [所 
谓 的 “形状 假设 ”]， 扰 动 形式 不 随时 间 变 化 并 且 和 Ra = Rac 时 出 现 
的 不 稳定 扰动 的 形式 一 致 。 于 是 ， 对 于 k = ke 的 方程 2.23) 的 每 个 
解 p(z1,7x2) 《描述 不 稳定 扰动 对 水 平 坐标 的 依赖 )， 通 过 平衡 方程 
(2.33) Al (2.33) 可 以 容易 得 到 (2.41) 形式 的 关于 幅度 A = A(t) 
的 方程 ， 其 中 7 ~ (Ra 一 Rae) 从 线性 扰动 理论 得 到 ， 而 4 和 描述 中 性 稳定 
的 无 限 小 扰动 的 本 征 值 问 题 的 本 征 函数 [参见 ， 例 如 Roberts (1966)] 有 关 。 
保持 Landau-Stuart 方 程 〈2.39) 的 假设 (“形状 假设 ”) 看 起 来 是 不 严 
格 的 ， 仅 适合 作为 Ra 略微 超过 Rae 的 一 阶 近似 。 然 而 ，Gor'kov、Malkus， 
Veronis, Kuo, Bisshopp 和 其 他 人 更 严格 的 方法 也 可 以 得 到 大 量 二 维 波 、 正 
LiF cos(kix1 + koxv2),k? + k? = k2. OMARE (rolls) ) 、 正 方形 元 胞 、 
六 角形 元 胞 等 形式 的 稳 态 解 。Schliiter, Lortz, Busse (1965) 发 展 了 对 于 适中 
的 Ra > Rau 值 [然而 适用 于 数 倍 于 Rau 的 Ra 值 ， 参 见 Busse (1967a)] 构 造 非 
线性 方程 稳 态 解 的 一 种 极端 一 般 性 的 方法 。 这 个 方法 使 用 了 小 参数 e 这 种 形 
式 的 震级 数 展 开 〈 和 Gorkov 以 及 Malkus,， Veronis 构 造 某 些 特殊 解 用 到 的 展 
FRAR) 


= 


NN 


ux) = eu) (ae) + eu® (x) + ..., 
T(z) = TY (a) + CTO (a) +... 
Ra = Rae t+eRa + Ra? +... 


QAR BOAT f ST A FE PI De ae AR BUTE, FP} ELBE RE AIF 
RIE BAG Blu) (ae). TO (i BE TT AB oP E 
阶 的 项 ， 可 以 得 到 一 系列 非 齐 次 偏 微 分 方程 。 众 所 周知 ， 这 种 非 齐 次 方 
程 组 只 在 满足 适当 的 存在 性 条 件 〈 即 ， 如 果 在 u(x)、T'(z) 对 的 空间 中 定 
义 了 标量 积 ， 方程 右边 必须 和 伴随 齐 次 方程 的 所 有 人 解 正 交 )〉 时 才 有 人 解 。 
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这 些 存 在 性 条 件 使 得 可 以 相继 地 定义 所 有 Rat")。 借 助 相 应 的 非 齐 次 方程 
的 解 ， 在 很 多 情形 可 以 唯一 地 确定 wu 中 (zx) 和 T(x),m = 2,3,... ORX 
Fu (a), TY (xz) 我 们 选择 一 些 合适 的 线性 化 问题 的 解 )， 最 终 我 们 可 以 
从 等 式 Ra — Rag = eRat + Ra 十 .… 定 义 参 数 e[ 特 别 参见 Segel (1966) 的 
调查 文章 中 将 这 种 方法 应 用 到 一 个 简单 模型 非 线 性 偏 微分 方程 求解 的 例 
he 


N 


ct 


Schliiter 等 人 研究 了 选择 零 阶 近似 wt (xz)、T (xz) 正比 于 函数 


p(T1, £2) Cn expli( (Wil + Km we) 2)| (2.47) 


HEAHEA GEP = 一 Ni = 1,2, On = ce i 
(K) = k = 常量 .) 。 在 此 情形 ， 二 阶 方程 A Fu, TO) 解 的 
存在 性 条 件 简 化 为 Rat? = 0 CARRIE en 量 ， 那 
Ae ~ (Ra— Racr)/?) 。 如 果 我 们 取 Rat = 0, PAu?) TOW HEX 
于 零 阶 近似 下 函数 (2.47) Ta eas 解 。 然 而 ， 三 阶 方程 的 解 的 
存在 性 条 件 不 仅 唯一 定义 了 Ra 了 3， 而 且 对 函数 p(z1,z2) 给 出 了 P 如 果 
我 们 在 方程 (2.47) 中 有 组 2 eR) 二 (kP, kP), kB, kO, WAIE 
线性 三 阶 方程 的 稳 态 解 仅 对 于 非常 罕 范 围 的 系数 |Ci|…,|Cw| 存 在 。 所 以 不 
是 每 个 线性 化 问题 的 解 都 可 以 成 为 非 线 性 对 流 方程 稳 态 解 的 零 阶 近似 。 
此 外 ，Schliiter 等 人 证 明 ， 可 以 用 于 构建 u(x)、T'(x) 以 e 所 有 阶 表示 的 稳 态 
阶 的 函数 gp(z1, x2) 的 数量 似乎 是 无 穷 大 。 所 以 ， 例 如 ， 所 有 存在 性 条 件 在 
“正规 情形 ”《 其 中 所 有 相 邻 上 矢量 间 的 夹 角 相 等 ，|C = … = |Cn|? = 
1/2V。 正 规 情 形 包 括 卷 、 方 形 元 胞 和 六 边 形 ) 容易 满足 。 这 甚至 对 于 更 
般 的 “ 半 正 规 ” 情 形 也 是 对 的 [参见 Segel (1965), Busse (1967c)]。 


对 于 远大 于 Rauw 的 Ra，Gor”kov, Malkus、Veronis、 Seblutor /A 
开 方 法 难以 使 用 。 在 这 些 情 形 ， 直 接 数值 方法 看 起 来 更 好 。 这 些 〈 基 
于 各 种 简化 近似 的 ) 数值 方法 被 用 于 找到 Kuo (1961)、Herring (1963, 
1964). Deardorff (1964), Fromm (1965)、Veronis (1966)、Busse (1966b)、 
(1966). Schneck, Veronis (1967), Plows (1968) 和 其 他 人 工作 eis 
件 和 不 同 Pr 值 的 布 西 涅 斯 克 方 程 的 特定 稳 态 解 〈 大 部 分 是 最 简单 的 二 
卷 ) 。 这 些 工作 中 得 到 的 纪 Se pts SO Us 
传 热 以 及 温度 和 速度 场 的 平均 特性 的 数据 符合 得 很 好 。 特 别 地 ， 值 得 注 
意 ， 所 有 这 些 研究 者 的 计算 都 表明 ， 大 Ra 下 平均 《〈 即 对 水 平 坐标 平均 ) 
温度 的 垂 向 分 布 和 Ra < Rac 时 看 到 的 线性 分 布 强烈 不 同 。 也 就 是 说 ， 随 
着 Ra 增 大 ， 流 体 层 中 一 个 厚 的 区 域 达 到 接近 等 温 的 状态 “这 个 区 域 的 厚 
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度 随 Ra 的 增 大 而 增 大 ) ， 平 均 温 度 的 几乎 所 有 变化 都 集中 在 靠近 流动 边 
界 的 两 个 注 的 热 边界 层 中 。 大 Ra 值 的 温度 场 的 特征 是 中 心 大 质量 的 接近 
等 温 的 流体 和 特定 的 蘑菇 状 等 温 线 。 当 Ra/Rau 大 于 几 ， 在 近乎 等 温 的 中 
心 区 域 中 会 出 现 一 个 小 的 正 垂 向 温度 梯度 《〈 即 温度 梯度 反 转 ) ， 这 是 个 有 
趣 的 细节 。 这 些 结果 在 Veronis (1966) 给 出 的 图 中 最 为 明显 。 然 而 ， 从 Kuo 
(1961) 开 始 的 所 有 其 他 研究 者 的 数据 中 都 可 以 观察 到 它们 。 流 体 层 厚 的 中 心 
区 域 CRa/Rac) 中 的 温度 梯度 反 转 也 由 Gille (1967) 在 精确 的 干涉 测量 的 帮 
助 下 在 实验 中 看 到 了 。 


现在 让 我 们 讨论 一 个 非常 重要 的 问题 ， 关 于 真实 的 物理 流体 层 中 唯一 
出 现 的 优先 扰动 模式 的 存在 性 。 这 个 问题 和 目前 还 远 没 有 完备 的 元 胞 对 流 
运动 的 稳定 性 理论 紧密 相关 。 如 我 们 从 2.7 节 看 到 的 ， 线 性 稳定 性 理论 得 
出 结论 ， 对 于 Ra > Rac 一 定 存 在 一 本 无 穷 大 的 不 稳定 无 限 小 扰动 (具有 
指数 增长 率 ) 的 集合 ， 对 应 于 不 稳定 性 首次 出 现 的 k = kc 周围 的 某 个 范围 
的 波 数 k 值 。 最 不 稳定 的 〈 即 增长 最 快 的 ) 扰动 将 对 应 于 一 个 确定 的 k 值 ， 
但 也 会 有 一 个 无 穷 大 的 这 种 扰动 的 集合 [因为 对 于 给 定 的 kx， 扰 动 的 水 平 形 
式 可 以 用 满足 方程 (2.23) 的 任意 函数 p(xz1, 272) 描述 |。 然 而 ， 实 验 表 明 ， 
在 每 一 组 特定 条 件 下 ， 总 是 只 会 产生 具有 严格 定义 的 形式 〈 对 应 于 将 水 
平面 分 割 成 一 组 规则 的 六 边 形 单元 ， 尽 管 还 有 其 他 可 能 性 ) 和 严格 定义 的 
有 限 振 幅 的 扰动 。 上 明道 的 理论 只 能 找到 这 种 稳 态 的 振幅 [借助 从 非 线 性 布 
西 涅 斯 克 方 程 得 到 的 方程 《2.41) ， 假 设 函 数 p(zl, zz) 已 知 。 参 见 Gor'kov 
(1957)]。 然 而 ， 这 个 理论 没有 说 明 为 什么 流体 中 从 来 没有 出 现 几 个 不 同 K 值 
的 扰动 ， 以 及 为 什么 在 给 定 k 的 所 有 扰动 中 ， 实 际 只 观察 到 一 个 确定 形式 
的 p(x1, 22)。Segel (1962) 的 计算 部 分 解释 了 一 些 情形 中 的 这 个 事实 ， 波 数 
不 同 的 扰动 之 间 的 非 线 性 相互 作用 ， 由 于 抑制 了 其 他 扰动 ， 可 能 导致 给 定 
波 数 的 扰动 的 剧烈 增长 。 在 这 个 工作 中 考虑 了 上 方 和 下 方 被 平面 自由 边界 
条 件 束缚 的 流体 层 中 两 个 不 依赖 于 za 坐标 的 卷 简 单 的 “对 相互 作用 ”。 换 
人 句 话说 ，Segel 研 究 了 一 种 扰动 的 演化 ， 速 度 分 量 ws(z,t) = us(E,7,¢,t), 
其 中 上 = zx1/H,n = 22/H,C =273/H, HEARNE, 


u3(x,t) = A(t) cos kê fı (C) + A(t) cos lE fo(C) + 小 的 补充 项 . (2.48) 


然后 ， 应 用 Stuart (1960) 和 Watson (1960a) 的 方法 〈 我 们 在 后 面 讨 论 ) ，Segel 在 
一 级 非 线性 近似 中 得 到 了 下 面 形式 的 函数 41 和 4s2 的 “幅度 方程 ”: 


da = yA- (6,4? + 6 A3) Al, 


2.49 
{GP = 12A2 — (P24? + 5243) Ad, (a 


2. 流体 动力 学 不 稳定 性 和 满 流 转换 


对 于 42 = 0 或 41 = 0， 者 显然 得 到 了 一 个 等 价 于 单个 扰动 幅度 的 朗 道 方程 
(2.41) 的 方程 。 方 程 (2.49) 显然 有 下 面 的 稳 态 解 : 


TA S A0, 
(A = 0, A2 = (2/52)72， 
(DA = (y1/61)!/?, Ao = 0, 
(V)4 = (162 — 4261)" (8182 — 6182)", A2 = (9261 — V12)? (6162 — 6182)”. 


这 些 解 的 稳定 性 可 以 用 微分 方程 稳定 性 理论 (或 非 线 性 振荡 理论 〉 的 通常 
方法 验证 。 可 以 发 现在 最 重要 的 情形 ,1 > 0,72 > 0,61 > 0,62 > 0， 由 
Æ (IID) 和 CID 之 一 的 稳定 性 得 出 (IV) 不 可 能 是 稳定 的 。 所 以 很 明显 
存在 一 大 类 情形 ， 其 中 最 终 状 态 只 含有 一 个 滚 转 〈 具 有 确定 的 波 数 ) 而 不 
是 两 个 的 混合 。 对 Ra 仅 略 微 超过 Rae 的 方程 的 更 详细 的 分 析 表 明 ， 如 果 第 
一 个 深 转 的 线性 理论 增长 率 超 过 第 二 个 深 转 的 增长 率 yo 的 两 倍 ， 那 么 在 
最 终 的 平衡 态 ， 仅 有 第 一 个 滚 转 出 现 〈 即 CID 是 唯一 稳定 的 稳 态 解 ) 。 
类 似 地 ， 如 果 7 > 271， 那 么 仅 有 解 UD 是 稳定 的 。 也 就 是 说 ， 如 果 根 
据 线 性 理论 ， 两 个 相互 竞争 的 主要 扰动 之 一 有 足够 大 的 优势 ， 那 么 只 有 这 
个 占 优势 的 扰动 会 出 现在 最 终 状 态 ， 而 不 占 优势 的 扰动 会 最 终 衰 减 。 男 一 
方面 ， 如 果 y <y < 2y2， 那 么 解 GD 和 CID 都 是 局 域 稳定 的 ， 最 终 
状态 是 〈II) R CID ， 依 赖 于 初始 条 件 。 然 而 ， 在 此 情形 ， 非 常 小 的 扰 
动 的 初始 条 件 更 有 可 能 是 最 终 对 应 于 解 〈II) 的 最 终 状 态 的 那些 条 件 [ 参 
见 Segel (1966)]。 在 这 个 意义 下 ， 上 有 具有 较 大 线性 增长 率 的 扰动 在 非 线性 理 
论 中 也 总 是 占 优势 的 。 原 则 上 ， 也 有 可 能 [对 于 方程 〈1.49) 中 的 某 些 系数 
值 | 一 个 稳定 扰动 和 一 个 不 稳定 扰动 ( 即 y1 > 0 和 ?7 < 0 的 情形 ) 的 相互 作 
用 会 导致 不 稳定 扰动 的 增长 和 最 终 建立 对 应 于 类 型 AV) 的 “混合 态 ”。 
在 机 械 驱 动 的 流动 中 有 时 也 可 能 碰 到 这 种 情形 (例如 在 平面 平行 流 中 
然而 ， 对 于 Ra 数 仅 略 大 于 Rac、 两 个 一 次 滚 转 都 不 稳定 O > 0. 72 > 0) 
的 热 对 流 问 题 ， 其 中 一 个 深 转 必然 会 衰减 。 这 在 某 种 程度 上 解释 了 为 什么 
扰动 之 间 的 相互 作用 导致 这 个 事实 ， 对 于 小 的 Ra 一 Race:， 在 所 有 不 稳定 
扰动 中 ， 仅 看 到 具有 一 个 确定 波 数值 5 的 扰动 。S$egel 对 于 更 一 般 的 N 个 平 
行 的 “ 非 重 复 ” 深 转 ( 如 果 k 和 1 是 两 个 波 数 ， 那 么 (k + 1)/2 在 所 考虑 的 波 
数 之 列 ) 的 情形 得 到 了 同样 的 结果 。 这 里 最 终 也 会 出 现 一 个 单一 的 扰动 ， 
如 果 其 中 一 个 滚 转 的 线性 增长 率 比 其 他 的 大 很 多 ， 它 必然 会 存活 下 来 参 
见 Segel (1966)]。Ponomarenko (1968a) 给 出 了 一 个 一 般 方 法 ， 处 理 对 于 给 
定 Ra > Rau， 从 一 整个 不 稳定 波 数 的 谱 中 选择 一 个 有 优势 的 波 数 的 机 制 的 
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图 23 处 于 接近 临界 瑞 利 数 的 深 转 的 稳定 性 范围 | 根据 Schliiter, Lortz, Busse 
(1965)]。 


现在 让 我 们 考虑 仅 具 有 波 数 k 的 扰动 。 这 里 也 出 现 了 选择 占 优势 的 
模式 的 问题 ， 因 为 有 一 组 无 穷 多 个 具有 水 平 波 数 k 的 不 同 扰 动 形式 。 然 
而 ， 在 固定 实验 条 件 下 进行 的 真实 实验 中 仅 观 察 到 一 个 这 种 形式 。 所 以 ， 
对 Ra > Rac 的 非 线 性 布 西 涅 斯 元 方程 不 同 稳 态 解 稳 定性 的 研究 非常 重 
要 。Schliiter, Lortz, Busse (1965) 进 行 了 最 完备 的 这 种 研究 。 这 些 作 者 考 
虑 了 略微 超 临界 的 瑞 利 数 下 从 水 平 形式 〈2.47) 的 无 穷 小 扰动 演化 而 来 的 
所 有 稳 态 解 ， 并 且 研 究 了 这 样 得 到 的 有 限 幅 度 的 元 胞 运动 对 类 似 形式 的 无 
穷 小 扰动 的 稳定 性 。 结 果 ， 他 们 得 到 了 一 个 相当 出 人 意料 的 结论 ， 除 了 最 
简单 的 二 维 滚 转 [对 应 于 方程 (2.47) INN = 1|， 所 有 元 胞 解 都 肯定 是 不 稳 
定 的 。 对 于 给 定 水 平流 数 k 的 深 转 的 例外 情形 ，Schliiter 等 人 证 明 ， 它 们 对 
有 具 有 同样 波 数 上 的 所 有 无 穷 小 扰动 是 稳定 的 ， 如 果 仅 有 这 个 波 数 属于 不 稳 
定 波 数 〈 根 据 线 性 理论 ) 。 最 终 ，Schliiter 等 人 研究 了 有 限 幅 度 的 二 维 滚 
转 对 水 平 波 数 应 Ak 的 无 穷 小 扰动 的 稳定 性 。 他 们 发 现 当 Ra 一 Rac, AE 
小 ， 波 数 k < kcr 的 滚 转 (其 中 ker 是 在 Racr 中 性 稳定 的 无 穷 小 扰动 的 波 数 ) 
不 可 能 对 任意 波 数 的 扰动 稳定 。 然 而 ， 如 果 k 比 ker 大 并 且 k 一 ke 足够 小 (处 
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于 Ra 一 Rau 的 量 级 ) ， 那 么 波 数 的 深 转 对 所 有 可 能 的 无 穷 小 扰动 都 是 稳定 
的 。Schliiter 等 人 找到 的 对 于 足够 小 的 差 Ra 一 Rag, > 0 的 稳定 二 维 深 转 的 整 
个 范围 如 图 23b 所 示 。 


20.000 


10.000 
5, 
| Unstable 
€ 
3,000 
2,000 Racrlk) 
1,000 


图 23 Pr = co 情形 中 对 于 一 个 很 宽 范 围 的 瑞 利 数 ， 滚 转 的 稳定 性 范围 [ 根 
据 Busse (1967)]. 


Schlüter, Lortz，Busse 的 结果 是 用 对 小 参数 e 展 开 的 方法 得 到 的 ， 仅 对 
接近 临界 值 的 瑞 利 数 成 立 。 对 更 大 瑞 利 数 的 布 西 涅 斯 克 方 程 的 解 的 稳定 性 
的 一 般 性 分 析 难 以 进行 。 然 而 ， 在 无 限 大 普 朗 特 数 的 特殊 极限 情形 下 ， 布 
西 涅 斯 克 方 程 经 过 了 相当 大 的 简化 ， 稳 定性 问题 变 得 易于 分 析 。 使 用 数值 
方法 ，Busse (1967b) 计 算 了 Pr = oo 的 布 西 涅 斯 元 方程 的 稳 态 解 〈 以 一 个 
很 宽 范围 的 Ra 数 的 深 转 的 形式 〉 并 且 借 助 通常 的 线性 稳定 性 理论 研究 ] 
这 些 解 的 稳定 性 。 他 发 现 稳定 深 转 对 应 于 (Ra, 有 ) 平 面 上 一 个 狭长 的 区 域 [ 见 
图 23c]。 对 于 所 有 小 于 22600 的 瑞 利 数 的 稳定 波 数 范围 限制 在 kc 附近 的 一 个 
小 的 带 中 os 值 ) 。 在 Ra = 22600， 布 西 涅 斯 克 方 程 的 所 有 
二 维 解 变 得 不 稳定 《至 少 在 Pr = oof) 。 重 要 的 是 注意 到 22600 的 值 和 实 
验 上 观察 到 Lee 中 ) 第 二 个 分 立 转 变 的 Ra 的 值 在 同一 量 级 。 

图 23b 和 图 23c 中 所 示 的 这 些 结果 定性 上 和 这 个 事实 一 致 ， 水 平 元 胞 的 
特征 尺度 在 瑞 利 数 增 大 时 没有 改变 太 多 。 然 而 ， 理 论 结 果 和 实验 发 现 之 
间 还 有 另 一 个 矛盾 。 理 论 认 为 ， 二 维 滚 转 是 有 限 幅 度 元 胞 对 流 唯一 的 稳定 
形式 。 实 际 上 很 多 研究 者 观察 了 这 种 二 维 对 流 元 胞 ， 包 括 Silveston (1958, 
1963), Koschmieder (1966), Chen, Whitehead (1968), Rossby (REK 
的 博士 论文 , REALCE, 1966) 和 其 他 人 。 然 而 ， 更 为 常见 的 是 元 胞 对 
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流 具 有 漂亮 的 规则 六 边 形 伯 纳 德 元 胞 的 形式 。 我 们 在 之 前 对 流 问题 的 讨论 
中 两 次 提 到 这 个 值得 注意 的 事实 。 现 在 我 们 必须 从 稳定 性 理论 的 观点 来 角 
释 这 个 事实 。 


这 个 解释 基于 发 现 布 西 涅 斯 元 近似 中 忽略 的 额外 效应 在 真实 的 实 
验 室 实验 中 通常 起 到 了 主导 作用 。 在 2.7 节 末尾 ， 我 们 提 到 了 表面 张力 
在 原始 的 伯 纳 德 实验 中 起 到 了 重要 作用 。 在 很 多 其 他 上 表面 被 空气 表 
四 约束 的 液体 层 的 实验 中 显然 也 是 这 样 | 参见 Koschmieder (1967)， 也 参 
见 Scanlon 和 Segel 相 应 的 理论 |。Koschmieder (1966, 1967) 和 Chen, White- 
head (1968) 的 实验 数据 也 表明 ， 发 生 对 流 的 水 箱 的 大 小 和 形式 对 于 对 流 模 
式 也 非常 重要 [也 参见 Davis (1969) 的 理论 ]。 然 而 ，Palm (1960) 可 能 是 第 一 
个 指出 通常 自由 对 流 的 布 西 涅 斯 死 方程 原则 上 不 能 提供 关于 六 边 形 元 胞 
对 流 的 基本 特性 令 人 满意 的 解释 。 他 以 Tippelskirch (1956) 的 实验 为 例证 
明了 他 的 论断 ， 这 些 实验 明确 显示 元 胞 计算 中 的 特征 是 由 黏 潇 系数 > 对 温 
度 了 的 依赖 形式 决定 的 〈 乔 dv/d7 < 0， 流 体 在 元 胞 中 央 升 起 ， 在 边缘 沉 
ke, Mdv/dT > 0， 流 体 在 边缘 升 起 ， 在 中 央 沉 降 ) 。 所 以 Palm 把 这 作 
为 他 更 复杂 的 方程 的 基础 ， 这 些 方程 也 考虑 了 可 能 的 > 对 T 的 依赖 〈 并 且 
估计 了 这 种 依赖 对 Rau 的 效应 ) 。 他 进一步 假设 在 初始 时 刻 ， 在 流体 中 出 
现 某 些 深 转 形式 的 “基本 扰动 ”〔 例 如， 正比 于 cos(kx2/ 理 ) = coskn, H 
中 7 = z2/ 瑟 ， 互 是 流体 层 的 深度 ， 不 依赖 于 = z1/ 吾 )， 在 这 上 面 施加 了 
一 个 弱 的 、 具 有 相同 波 数 矢量 k 的 “大 部 分 不 稳定 的 ) 各 种 其 他 小 幅 扰 动 的 
“背景 ”。 在 此 情形 ， 假 设 基本 扰动 和 其 他 扰动 的 “对 相互 作用 ”会 起 到 
基本 的 作用 是 很 自然 的 。 按 照 这 一 点 ，Palm 将 自己 局 限于 研究 具有 垂 向 速 
F£us(a,t) = ult, n, C OKD, FHC = za/ 瓦 具有 这 种 形式 


u3(€,7,¢,t) = [Ai(t) cos kn + A2(t) cos kıÇ cos kon] f (C), 
(2.50) 
kè +k? = k. 
RAR +k? = 有 如 的 扰动 显然 与 基本 扰动 关系 特别 密切 ， 因 为 这 些 扰 动 的 
平方 和 【它们 进入 了 流体 力学 方程 ) 可 能 再 次 产生 与 基本 扰动 形式 相同 的 
项 。 可 以 进一步 假设 这 些 扰动 和 基本 扰动 的 相互 作用 在 某 些 条 件 下 导致 二 
者 的 相互 放大 ， 于 是 只 有 这 些 扰动 最 终 起 到 了 重要 作用 。 在 这 种 启发 性 思 
考 的 基础 上 ，Palm 首 先 提出 考虑 特殊 情况 


ug(E,n,¢,t) = [A1 (t) cos kn + Aa(t) cos(V3kE/2) cos(kn/2)]f(C) (2.51) 


(因为 这 里 这 两 项 是 紧密 相连 的 ) 。 为 简单 起 见 ， 将 边界 条 件 限 制 为 物 
理 上 不 真实 的 两 个 恒温 自由 表面 之 间 的 “自由 -自由 ”情形 [Segel, Stuart 
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(1962)、 a bag 文 个 简化 ] 并 取 f(C) = 
sn 和 和，Palm 推 导 了 一 组 幅度 A1(t) 和 A2(t) 的 微分 方程 。 丢 掉 幅 度 的 比 三 阶 
高 的 项 之 后 ， 的 具有 这 种 形式 


dat = yA, — 1oA2— 6A3— (262— 61/2)A1A3, 


di2 = Ag — 0 Ay Ap — 62A3 — (462 — ô1)A? Ad, 


(2.52) 


Py. oy dn OAM, y~ Ra- Rag, o~ |dv/dT\[EWSegel, Stu- 
art (1962)|. RAZL Be PAE Git dik EE ee EB, 
于 不 依赖 于 温度 的 流体 [参见 方程 (2.49) ]， 这 些 方程 中 只 有 一 阶 项 和 三 阶 
项 。 重 要 的 是 ， 方 程 《2.52) 有 这 种 形式 的 简单 稳 态 解 


Ag = +2Ai1, (2.53) 


正好 对 应 于 六 边 形 棱柱 元 胞 。 此 外 ，Palm 证 明了 ， 当 o 40 (Bl 4dv/dT £ 
0 而 不 是 dqv/adT = 0) 只 有 这 种 形式 的 解 对 幅度 41 和 A 的 小 扰动 稳定 ， 所 
以 这 些 解 将 在 t 一 oo 极限 实现 。 因 为 ， 如 可 以 证 明 的 ， 实 验 观察 到 的 元 
胞 中 循环 的 方向 和 dx/aT 的 符号 之 间 的 简单 联系 对 应 于 这 些 稳定 解 ， 所 
以 Palm 得 出 结论 ， 这 些 结果 完全 解释 了 基本 的 实验 事实 。 


后 来 ，Segel, Stuart (1962)、Palm, Oiann (1964)、Segel (1965)、Busse 
(1967)、Palm, Ellingsen, Gjevik (1967) 和 Davis, Segel (1968) 批 判 地 重新 考 
虑 和 推广 了 Palm 的 理论 。 所 有 这 些 作者 也 都 以 扰动 理论 的 三 阶 近 似 为 起 
点 。 他 们 证 明了 Palm (1960) 的 某 些 结论 不 完全 正确 。 首 先 ， 他 们 发 现 方程 
(2.52) 的 解 〈2.53) 实际 上 仅 对 不 太 大 的 Ra 一 Rau 值 〈《 即 Ra 必须 小 于 某 
些 依赖 于 黏 滞 变化 的 典型 “尺度 ”c 的 Ral > Rau 值 ， 并 且 当 c 一 OF 
于 Rau) 是 稳定 的 。 此 外 ， 当 c 关 0， 那么 甚至 对 于 小 范围 的 亚 临 界 Ra 值 
( 即 ， 对 于 Rao < Ra < Rag,» Rac 一 Ra 为 c? 的 量 级 ) 也 会 存在 确定 的 
有 限 幅 度 的 六 边 形 稳 态 运动 ， 它 们 对 于 无 限 小 扰动 稳定 。 所 以 六 角形 
对 流 元 胞 对 所 有 有 具有 相同 水 平 波 数 的 无 限 小 扰动 稳定 〈 并 且 显 然 对 所 
有 和 气体 无 限 小 扰动 稳定 ， 没 有 例外 。 在 Rao < Ra < Ral， 参 见 Busse 
(1967c) 和 Ponomarenko (1968b)) 。 对 于 Ra > Ral， 幅 度 方 程 唯一 的 稳定 
解 是 对 应 于 二 维 滚 转 形 式 的 对 流 的 解 。 此 外 ， 滚 转 不 仅 在 Ra > Ral 对 于 所 
有 无 限 小 扰动 稳定 ， 而 且 对 于 更 宽 范 围 Ra > Raz 也 是 如 此 (其 中 Rac < 
Rag < Ral) 。 所 有 其 他 形式 的 对 流 当然 都 是 不 稳定 的 。 所 以 对 于 Rao < 
Ra < Raz， 仅 有 六 边 形 是 稳定 的 ， 对 于 Ra < Ra < Ral， 六 边 形 和 深 
转 都 是 稳定 的 ， 对 于 Ra > Ral， 仅 有 滚 转 是 稳定 的 。 当 瑞 利 数 Ra 缓 慢 
增长 ， 对 流 在 Rac 开始 增长 ， 并 且 具 有 稳定 的 稳 态 六 边 形 元 胞 的 形式 。 
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在 Ra = Ral， 六 边 形 对 流 变 得 不 稳定 ， 转 变 为 在 滚 转 ， 它 们 在 这 么 大 
的 Ra 是 唯一 稳定 的 对 流 形式 。 
随 着 瑞 利 数 减 小 ， 从 滚 转向 六 边 形 对 流 的 转变 发 生 在 Ra = Raz REE 
变 得 不 稳定 ) 并 且 在 Ra = Rao 经 过 了 对 流 衰减 。 我 们 看 到 ， 当 瑞 利 数 首 先 
缓慢 增 大 然后 缓慢 减 小 ， 一 定 会 看 到 一 个 消 后 效应 。 当 c 一 0 CBN RHE 
化 消失 ) ， 所 有 Rao、Rai 和 Ras 值 趋 铝 于 Racr， 结 果 变 得 和 Schliiter, Lortz, 
Busse 的 结果 相同 。 

上 面 讲 述 的 关于 黏 滞 变化 影响 的 结果 是 Segel (1965) 对 一 个 “自由 - 自 
由 ”边界 条 件 的 模型 和 一 个 特殊 医 灌 或 温度 依赖 形式 得 到 的 。 后 来 Palm,， 
Ellingsen, Gjevik (1967) 考 虑 了 所 有 可 能 类 型 (刚性 和 自由 平面 的 组 合 ) 
的 边界 条 件 ， 并 计算 了 这 些 情 形 的 所 有 “临界 值 ”Rao、Ral 和 Ra2。 
然而 ， 第 一 批 最 一 般 的 结果 是 Busse1962 年 在 他 的 毕业 论文 [后 来 很 久 才 
发 表 ， 见 Busse (1967c)] 中 得 到 的 。Busse 使 用 了 参数 展开 法 〈 如 上 上 所 述 
和 Schliiter 等 人 的 工作 有 关 ) 并 考虑 了 黏 性 、 热 传导 系数 、 定 压 比 热 和 热 
膨胀 系数 (对 于 “自由 ”和 “刚性 ”边界 条 件 的 所 有 组 合 ) 随 温度 的 轻微 
变化 。 他 发 现 ， 所 考虑 的 所 有 效应 都 暗示 统一 的 稳定 性 情况 ， 已 经 在 上 国 
仅 有 黏 滞 依 赖 于 温度 的 情形 中 描述 过 了 。 后 来 ，Davis 和 Segel (1968) 证 明 
了 ， 甚 至 在 具有 不 变性 质 的 流体 中 ， 六 边 形 元 胞 在 Ra 足够 接近 Rac 时 也 会 
出 现 ， 如 果 上 面 的 自由 表面 的 边界 条 件 允 许 变形 。Ponomarenko (1968b) 建 
并 六 边 形 对 流 元 胞 的 问题 的 一 种 非常 一 般 的 方法 ， 他 没有 使 用 特殊 形式 的 
动力 学 方程 ， 但 是 强调 了 幅度 方程 右边 的 二 阶 项 的 首要 作用 [可 以 注意 到 ， 
这 些 项 对 于 不 变 的 流体 性 质 为 零 ， 它 们 使 得 一 个 孤立 扰动 幅度 的 方程 区 别 
于 通常 的 朗 道 方程 (2.41) J. 

值得 注意 ， 实 际 上 在 Silveston (1958) 的 实验 中 观察 到 了 当 瑞 利 数 缓慢 
增加 到 临界 值 之 上 时 六 边 形 对 流 元 胞 转变 为 深 转 。 然 而 ， 完 全 验证 现在 已 
知 的 所 有 理论 预言 明显 需要 多 得 多 的 实验 工作 。 


平面 平行 流 和 边界 层 中 的 非 线 性 稳定 性 效应 。 满 流转 据 

现在 让 我 们 讨论 平面 平行 流 中 扰动 的 非 线 性 演化 。 我 们 首先 考虑 平 理 
泊 肃 叶 流 ， 其 优势 在 于 在 此 情形 线性 稳定 性 理论 时 完全 成 功 的 。 然 而 ， 非 
线性 分 析 被 证 明 要 复杂 得 多 。Meksyn, Stuart (1951) 进行 了 这 个 方向 的 第 
一 个 尝试 。 他 们 发 现 ， 基 于 一 些 简 化 假设 ， 在 平面 泊 肃 叶 流 中 存在 亚 临界 
有 限 幅 度 的 不 稳定 性 ， 即 ， 有 限 幅 度 |4| 的 二 维 扰动 的 临界 雷诺 数 比 线性 稳 
定性 理论 的 Recr 小 ， 随 着 |4| 的 增 大 而 减 小 。 这 个 结果 迫使 我 们 假设 6 < 0。 
另 一 方面 ， 在 后 来 Stuart (1958) 的 工作 中 ， 能 量 平衡 的 积分 方程 (2.33’) 
被 用 于 得 到 有 限 不 稳定 扰动 振幅 的 朗 道 方程 (2.41) 。 这 里 ， 基 于 其 他 简 
化 假设 (最 重要 的 是 ， 扰 动 的 空间 形式 不 随时 间 变 化 ， 和 线性 稳定 性 方 
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(1960) 和 Watson (1960a) 对 Re 接近 Reci 的 平 盏 


函数 形式 严格 相同 ) 发 现 6 > 0。 解 决 这 一 争议 的 愿望 促使 Stuart 
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的 行为 进行 了 更 完整 的 分 析 。Stuart-Watson 分 析 基 于 使 用 完整 的 动力 学 
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了 一 些 近似 ， 但 看 起 


E. Stuart, 


程度 上 在 Eckhaus (1965)2& F Ar A BET 2k 1 


FE 奥 尔 - 索 


HT (2.41) 形式 的 扰动 所 
161、62 和 6s 三 项 组 成 [和 方程 (2.45〉 中 的 项 意义 相 
同 ]。Meksyn, Stuart (1951) 和 Stuart (1958) 并 没有 正确 考虑 所 有 的 项 。 在 
P 只 近似 估计 了 6 和 63，62 被 完全 名 


H 得 到 了 扩展 和 支持 。Roynolds，Potter 
H 了 和 最 初 Stuart-Watson 方 法 紧密 相关 《但 适 于 处 理 


二 维和 三 维 


民 幅 方程 的 正确 


ERR H 


FE 奥 尔 - 索 末 非 


方程 《以 及 伴随 方程 ) 的 本 征 值 和 本 征 函 数 的 显示 表达 式 。 这 些 项 〈 以 及 


它们 的 和 6) 的 数值 计算 在 数值 分 析 中 是 


现代 的 高 速 计算 机 是 可 以 处 理 的 。Reynolds, Potter (1967) ME 
的 对 Stuart-Watson 方 法 的 修改 ] 和 Pekeris, Shkoller (1967)[ 基 于 Eckhaus 本 征 
独立 进行 了 相应 的 计算 。 这 两 篇 文章 的 结 
他 们 使 用 了 不 同 的 归 一 化 方法 和 不 同 的 振 
的 一 般 行 为 ， 在 (k, Re) Fi 


PR BURA 
(一 个 原因 
个 结果 有 相同 


H 7N 


值 。 


方法 


是 


q 


Reynolds 和 Potter 在 临界 点 (kcr, Recr) #ll(k, Re) 平 面 上 的 


个 非常 复杂 的 问题 ， 


然而 ， 用 
了 他 们 自己 


果 在 数值 上 不 相符 


幅 |4| 定 义 ) ， 但 两 


押 的 不 同 店 有 接近 的 6 = 6(k, Re) 比 


H J4 


生 稳定 曲线 


上 的 男 外 四 个 点 以 及 中 性 曲线 邻 域 的 两 个 点 计算 了 61、5。、63 值 和 6 = 


61 十 62 十 63。 他 们 发 现 51 
一 致 在 临界 点 和 中 性 


而 601 十 63 是 负 的 ， 这 个 结果 


i=} 


在 所 有 点 为 正和 之 前 Stuart (1958) 的 结果 完全 
曲线 上 分 支 的 点 0 是 负 的 ， 绝 对 值 比 9 大 得 多 [ 收 
和 Meksyn, Stuart (1951) 的 近似 推 


SB. dott 


EIEN, Må 同 量 级 。 所 以 5 = 61 + 0 二 03 在 临界 点 和 中 性 曲线 的 
上 分 支 是 负 的 〈 这 里 主要 由 基本 扰动 的 垂 向 分 布 的 扭曲 过 程 决定 ) 。 当 


可 


然 ， 最 重要 的 是 在 临界 点 


28 


动 比 无 限 小 扰动 更 早 地 失 稳 ( 即 存 在 3 


3 


i YH 


肃 叶 流 中 非常 不 太 可 外 


看 到 网 


那些 已 知 类 型 的 有 限 幅度 
而 ，Reynolds 和 了 Potter 在 
的 结 


H 4 


果 ( 也 被 Pekeris 和 Shkoller 的 数据 订 


| 的 结果 它 表明 平 
临界 有 限 


fl 


白 肃 叶 流 中 的 有 限 扰 


避 度 不 稳定 性 ) ， 在 平 
库 埃 特 流 和 从 下 方 加 热 的 流体 层 中 
严 临 春平 衡 态 〈《 和 实验 证 据 完 全 一 致 ) 。 
性 稳定 曲线 下 分 支 上 的 点 的 计算 得 到 了 令 人 吃惊 
E 实 )，6 在 这 些 点 是 正 的 (绝对 值 
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相对 较 小 ) 。 所 以 ， 如 果 扰 动 可 以 保持 非常 “纯净 ”《 即 较 大 波 数 的 贡献 

可 以 被 抑制 ， 显 然 这 在 实验 上 非常 难以 实现 ) ， 那 么 有 限 幅 度 的 周期 性 运 

动 理 论 上 在 平面 泊 肃 叶 流 的 情形 可 以 存在 。 
Pekeris 和 Shkoller《〈 使 用 在 中 性 曲线 附近 合理 的 方程 ) fit T (k, Re) 平 

而 上 一 个 延展 区 域 的 系数 6 = 6(k, Re)， 得 到 的 结果 一 般 来 说 和 Reynolds 和 Potter 的 

结论 。 他 们 的 主要 结果 在 图 23d 中 给 出 。 


Zone of 


f positive 5 


~< 


~~ 
一 
Po gs 


i 
0504, 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 
> 


图 23 d 对 于 平面 泊 肃 叶 流 情形 (k,Re) 平 面 上 正 的 y 和 正 的 的 区 域 [ 根 
据 Pekeris, Shkoller (1967)]。 


我 们 已 经 指出 ， 对 于 6 < 0， 上 明道 的 方程 〈2.41) 仅 对 于 Re > Rec 的 流 
动 中 的 扰动 得 到 物理 上 有 趣 的 结果 ， 在 6 > 0 的 情形 ， 仅 对 Re < Rec 的 流 
动 中 的 有 限 扰动 得 到 物理 上 有 趣 的 结果 。 对 于 6 > 0 和 Rec:， 这 个 方程 没 那 
么 有 趣 ， 对 于 6 < 0 和 Re > Reu， 它 快速 变 得 不 适用 。 因 此 在 两 种 情形 ， 
用 |4|? 的 里 展开 式 的 后 续 项 来 补充 这 个 方程 是 合理 的 。 考 虑 这 个 展开 式 的 所 
AD, dl Al? /地 的 一 般 方 程 显 然 有 这 种 形式 


dl4|? M 
w a (2.54) 
m=0 


《由 此 得 到 朗 道 方程 ， 如 果 我 们 只 考虑 右边 的 头 两 项 ) 。 平 面 平 行 流 中 
的 二 维 扰动 幅度 的 〈2.54) 形式 的 方程 是 Watson (1960) 借 助 特殊 的 展开 
技术 从 运动 方程 得 到 的 。 然 而 ， 这 里 ， 系 数 am,m > 1 的 表达 式 远 比 系 
Ma, = -0 复杂 ， 所 以 它们 的 计算 似乎 仍然 几乎 不 可 能 。 在 接 下 来 Watson 
(1962) 的 工作 中 ， 基 于 将 二 维 扰动 ww(z, 必 表示 为 4(z)Fz 必 的 形式 〈 其 中线 
PE REL ADA EY Ws PEA (ar) Fe tikr) 对 于 平面 泊 肃 叶 流 进行 了 类 似 的 分 析 。 


2. 流体 动力 学 不 稳定 性 和 满 流 转换 


这 里 得 到 了 4(z) 的 方程 ， 


然 有 同样 的 困难 。 


与 方程 (2.41) 和 (2.54) 的 不 同 仅仅 是 把 t 替 换 
为 z。 这 些 方 程 系 数 的 计算 与 时 间 依 赖 的 幅度 A(t) 的 方程 中 的 系数 的 计算 E 


对 很 多 其 他 类 型 的 平 


四平 行 流动 也 可 以 得 到 类 似 的 结果 。 作 为 一 个 
例子 ，Reynolds，Potter (1967) 研 究 了 不 同 相 对 强度 库 埃 特 成 分 (在 存在 
无 限 小 扰动 的 强度 范围 ) 的 组 合 平 


面 库 埃 特 - 泊 肃 叶 流 的 情形 [ 即 Potter 


(1966) 和 Hains (1967) 在 线性 稳定 


定性 理论 框 


些 流动 ， 


(k, Re) 平 面 上 的 临界 点 是 用 线性 稳定 性 理论 得 


架 内 研究 的 流动 ]。 对 于 所 有 这 
到 的 ， 非 线性 分 


析 仅 在 临界 点 进行 。Reynolds 和 potter 的 计算 表明 ， 对 于 所 考虑 的 所 有 流 


动 ，6 在 临界 点 为 负 ， 


主要 由 被 加 数 63 决 定 。 
的 依赖 非常 复杂 (由 两 个 局 域 极 小 〉。 


16| 对 流动 的 库 埃 特 成 分 的 强度 
当 Re > œ, 6 一 一 00 并 且 这 


然而 ， 


个 结果 使 得 即使 所 有 无 限 小 扰动 稳定 〈 即 ， 如 果 Recr = co) ， 有 限 扰动 也 


有 可 能 不 稳定 。 
AN SBE» 


和 Galerkin 的 数学 方法 联合 使 用 。 


E 
N 
al 


扰动 都 是 稳定 的 。 


基于 中 性 曲线 附近 的 特殊 展开 的 Stuart-Watson 方 法 不 适 


用 于 Recr = co 的 流体 流动 〈 例 如 ， 不 适用 于 平面 库 埃 特 流 ， 
据 ， 它 对 于 有 限 幅 度 的 扰动 显然 不 稳定 〉。 
面 库 埃 特 流 非 线 性 不 稳定 性 的 文章 中 ， 
结果 得 到 了 三 允 

刍 定 面 ”， 其 中 4 是 扰动 的 幅度 〈 以 平均 能 量度 量 ) 
结果 ， 如 果 Re < Ree min © 45000 平 面 库 埃 特 流 对 于 任意 《无 限 小 和 有 限 ) 
在 这 个 临界 值 以 上 
面 上 一 个 相当 小 的 区 域 出 现 。 所 用 的 粗略 方法 显然 不 足以 定量 得 到 严格 结 
果 。 然 而 ， 可 以 期 望 Kuwabara 的 结果 在 定性 上 是 对 的 。 


的 每 个 固定 Re， 


根据 实验 证 
所 以 在 Kuwabara (1967) 关 于 平 
Meksyn 和 Stuart (1951) 的 近似 方法 
维 空 间 (k, Re, 4) 中 的 “中 
。 根 据 Kuwabara 的 


不 稳定 性 仅 在 (k, 4) 平 


对 于 没有 刚性 边界 、 速 度 分 布 


有 一 个 拐点 的 自由 平面 平行 流 


(图 19 显 示 了 这 种 分 布 的 一 些 例子 〉， 
然 的 是 预期 这 些 流动 中 扰动 的 非 线 性 演化 可 以 在 理想 


所 以 看 起 来 比较 上 


线性 不 稳定 性 在 > = 0 时 也 发 生 。 


Reh reat ites & 内 解释 。Schade (1964) 进 行 了 这 个 方向 的 第 一 


尝试 ， 他 考虑 了 对 于 整个 空 
i 
它们 解析 地 确定 了 这 个 流动 的 5 
对 Schade 的 工作 的 讨论 ]。 


间 中 速度 分 布 为 U(z) = UVotanh(z/ 万 ) 的 理 
题 。Schade 引 入 了 一 些 简 化 假设 并 使 用 
也 参见 Michalke (1965a) 和 Stuart (1967) 
因为 这 样 得 到 的 6 值 是 正 的 ， 根 据 Schade 的 理论 ， 


具有 双 曲 正切 速度 分 布 的 自 


向 于 有 限 周 期 性 平衡 态 。 对 于 一 个 相对 接近 剪 切 层 ) 
结论 和 Michalke (1965a) 和 Stuart (1967) 类 似 地 得 到 的 


太 大 的 1 值 ) ， 这 个 
平衡 态 的 定性 性 质 和 Sato (1956, 1960)、 


1 驴 切 层 中 的 不 稳定 扰动 在 t 一 co 时 一 定 会 趋 


原点 的 区 域 (对 应 于 不 


Freymuth (1966)、Browand (1966) 


和 其 他 实验 符合 得 很 好 。 然 而 Schade 的 解析 结果 非常 可 疑 ， 因 为 他 的 一 些 
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假设 显然 不 对 [ 见 Michalke (1968) 的 综述 课程 对 这 个 问题 的 讨论 ]。 同 样 值 得 


注意 的 时 ，Schade 的 基本 流 不 会 被 扰动 改变 的 假设 和 Stuart (1967) 发 现 的 


具有 双 曲 正切 速度 轮廓 的 自由 剪 切 层 中 性 稳定 性 问题 的 非 线性 方程 的 严格 
解 矛 盾 。Schade 的 结果 和 Gotoh (1968) 也 不 一 致 ， 他 对 黏 性 流体 流动 考虑 了 


同样 的 问题 ， 发 现 常 数 5 作 为 雷诺 数 函 数 的 表达 式 在 Re 一 co 时 《〈 即 理想 流 
体 近 似 ) 不 趋向 于 有 限 极限 。 然 而 ，Michalke 已 经 注意 到 (在 给 本 书 作者 


之 一 的 一 封 信 中 ) ， 


对 Schade 工 作 的 一 些 反 对 意见 对 Gotoh 的 工作 也 适用 。 


所 以 不 能 认为 具有 双 曲 正切 速度 分 布 的 剪 切 层 的 朗 道 常 数 的 精确 值 的 问题 
CTC ETCH TTL ETE RAW) 已经 解决 了 。 


然而 ， 更 重要 的 是 ， 在 下 游 更 远 的 自由 剪 切 层 中 扰动 演化 的 所 有 数据 


都 显示 出 奇特 的 行为 ， 不 可 能 借助 任意 系数 6 值 的 扰动 幅度 的 朗 道 方程 来 
解释 。 实 际 上 ， 尽 管 在 边界 层 原点 附近 只 有 最 不 稳定 频率 的 那些 振荡 是 
显著 的 ， 但 在 更 下 游 的 地 方 也 会 出 现 一 些 其 他 谐 波 成 分 ， 在 更 远 的 地 方 ， 


频谱 变 成 连续 的 ， 自 由 剪 切 层 变 为 注 动 的 。 此 外 ， 当 频谱 中 出 现 额外 的 


谐 波 成 分 ， 可 以 观察 到 显著 的 效应 。 一 开始 ， 只 看 到 最 不 稳定 的 振荡 A 


而 称 为 基本 振荡 〉 的 具有 两 三 倍 基 频 的 更 高 次 谐 波 。 然 而 ， 在 更 下 游 的 


地 方 ， 也 会 出 现 频率 为 基 频 一 半 的 亚 谐 波 成 分 ， 在 出 现 后 不 久 就 变 成 流 
动 中 最 显著 的 谐 波 成 分 ( 见 ， 例 如 Sato (1959) 和 Browand (1966) 在 存在 人 
工 产 生 的 基本 振荡 时 得 到 的 非常 好 的 数据 ) 。 基 本 振荡 子 作用 最 简单 的 


非 线性 机 制 〈 通 过 动力 学 方程 的 二 次 项 ) 可 以 解释 更 高 次 谐 波 的 存在 〈 考 


虑 Stuart-VWatson 展 了 
释 。 


于 方法 ) 。 然 而 ， 亚 谐 波 振荡 的 产生 不 能 用 这 种 方法 解 


= 


理论 上 ， 亚 谐 波 有 可 能 和 剪 切 层 厚度 随 下 游 距 离 的 缓慢 增长 有 关 。 然 


而 ， 这 种 解释 看 起 来 不 太 可 能 。 更 自然 的 是 认为 ， 自 由 剪 切 层 中 真实 振荡 
的 行为 和 朗 道理 论 预 测 之 间 的 巨大 差异 的 解释 可 以 不 用 借助 剪 切 层 对 严格 
平面 平行 性 的 小 的 偏离 。 在 下 游 很 远 处 的 剪 切 层 的 清流 转换 导致 我 们 假设 
这 里 的 有 限 幅 度 平衡 态 对 小 扰动 不 稳定 。Michalke, Timme (1967) 试 图 用 扰 
动 剪 切 层 流动 的 一 个 特殊 的 涡 旋 模型 来 验证 这 个 假设 。 他 们 研究 了 一 个 孤 
立 圆柱 〈 即 二 维 ) 涡 旋 的 无 黏 不 稳定 性 ， 发 现在 剪 切 层 中 产生 的 单个 这 种 


类 型 的 涡 旋 可 能 对 圆柱 扰动 不 稳定 。 这 个 事实 解释 了 形成 扰动 酌 切 流 平衡 


态 的 旋涡 的 破裂 和 癌 湛 流 的 转 扎 。 然 而 ，Michalke-Timme 模 型 是 一 个 定性 


模型 ， 他 们 的 方法 是 非常 粗糙 的 。 更 实际 的 理论 必须 处 理 代表 扰动 剪 切 层 
流动 的 非 线性 流体 动力 学 方程 的 严格 解 ， 并 且 研 究 这 些 解 的 稳定 性 。 等 价 


的 公式 包括 考虑 自 


1 鸡 切 层 中 几 种 不 同类 波 扰动 的 演化 ， 考 虑 他 们 之 间 的 


相互 作用 ， 即 每 种 扰动 对 其 他 扰动 演化 的 影响 (这 些 相 互 作用 的 存在 从 动 


力学 方程 的 非 线性 显 


而 易 见 ) 。 


2. 流体 动力 学 不 稳定 性 和 灌流 转 拨 


正如 已 经 提 到 的 其 他 类 型 的 流体 流动 ， 有 限 扰动 的 相互 作用 的 问题 是 
流体 力学 中 研究 得 最 少 的 问题 之 一 。Kelly (1967) 得 到 了 第 一 批 结 果 ， 涉 及 
自由 剪 切 层 中 的 这 种 相互 作用 。 他 研究 了 由 一 个 非 零 乎 均 成 分 和 一 个 在 流 
动 方向 随时 间 周 期 性 变化 的 成 分 组 成 的 无 条 平面 平行 剪 切 流 《这样 的 流动 
描述 了 剪 切 层 中 单个 扰动 的 平衡 态 ) 的 稳定 性 。 结 果 发 现 流 动 的 周期 分 量 
与 波长 和 频率 两 倍 于 基本 周期 分 量 的 扰动 的 相互 作用 可 以 产生 波 数 和 频率 

与 这 个 扰动 相同 的 波 ， 从 而 可 以 加 强 它 。 结 果 ， 频 率 为 基本 周期 成 分 一 半 

的 亚 谐 波 成 分 开始 增长 ， 和 Sato (1959) 和 Browand (1966) 的 实验 数据 完全 

一 致 (甚至 在 一 些 定量 细节 上 一 致 》。 后 来 ，Kelly (1968) 也 考虑 了 两 个 特 
定 剪 切 流 中 的 中 性 稳定 扰动 相互 作用 的 例子 。 他 证 明了 共振 相互 作用 是 可 

能 的 ， 会 增加 平均 流向 扰动 传输 能 量 的 速率 ， 导 致 两 个 扰动 同时 放大 。 

扰动 相互 作用 的 问题 似乎 对 于 平 盘 上 方 的 边界 层 中 的 非 线性 过 程 的 分 
析 也 是 重要 的 。 这 种 情形 的 线性 分 析 已 经 在 2.8 节 中 详细 考虑 。 特 别 地 ， 

我 们 已 经 指出 ，Schubauer 和 Skramstad 的 实验 表明 ， 这 种 流动 中 不 稳定 
扰动 的 初始 演化 和 线性 Tollmien-Schiichting-Lin 理 论 的 结果 完全 一 致 。 然 

而 ， 很 多 研究 组 随后 非常 有 趣 的 实验 观察 [ 见 ， 例 如 Schubauer, Klebanoff 
(1956)、Hama, Long, Hegarty (1957)、Klebanoff, Tidstrom (1959)、Klebanoff, 
Tidstrom, Sargent (1962)、 Kovasznay, Komoda, Vasudeva (1962)、Tani, 
Komoda (1962)、Hama, Nutant (1963) 和 Kovasznay (1965)、Stuart (1965)、Tani 
(1967) 的 综述 文章 ] 确 辫 地 证 明 ， 仅 在 扰动 的 第 一 个 演化 阶段 是 这 样 的。 在 
这 第 一 个 阶段 之 后 ， 情 况 发 生 可 观 的 变化 ， 一 系列 事件 以 确定 的 顺序 发 
生 ， 最 终 转 变 为 充分 发 展 的 湛 流 。 这 一 系列 事件 中 最 重要 的 是 : 1) 出 现 明 
显 的 三 维 扰动 ; 2) 三 维 波 的 非 线 性 放大 和 出 现 沿 流动 的 涡 旋 系 统 ，3) 强 剪 
切 层 的 发 展 和 高 频 涨 落 的 产生 ; 以 及 4) BEL “TRE” A ACHE, Hea 
斑 的 增长 和 重复 并 合 导 致 了 整个 边界 层 向 清流 转换 。 

随 横 向 位 置 变化 的 弱 三 维 扰动 的 产生 可 以 用 自由 流 或 上 游 边界 层 中 横 
向 不 规则 性 的 影响 来 解释 。 对 于 超 临界 雷 话 数 ， 这 些 三 维 波 可 能 是 不 稳定 
的 ， 对 于 足够 大 的 Re 一 Rec， 三 维 波 甚至 可 能 变 成 增长 最 快 的 〈 即 最 不 稳 
定 的 ) 。 不 稳定 三 维 波 的 增长 显然 会 导致 初始 二 维 扰动 变 为 三 维 形 式 。 边 
界 层 流动 中 三 维特 性 的 发 展 在 使 用 一 种 特殊 振动 带 技术 (在 振动 带 处 人 工 
产生 横向 周期 性 波 ) 的 “ 受 控 ”实验 中 有 最 好 的 观察 [ 见 ， 例 如 ，Klebanoff， 
Tidstrom (1959), Klebanoff, Tidstrom, Sargent (1962). Kovasznay, Ko- 
moda, Vasudeva (1962), Tani, Komoda (1962), Komoda (1967)]。 这 些 实 
Yor Fe, = EI Se CHAE OP SY TA ET A FD i Wie AR ACE OX EEE Tt 
动 方向 的 涡 旋 当然 非常 不 同 于 自由 剪 切 层 开始 滚 转 而 不 失 二 维 结构 时 观 
察 到 的 二 维 横向 涡 旋 ) 。 沿 流动 方向 的 涡 旋 系统 的 发 展 导 致 具有 非常 明显 
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= Ae 2 RS ED iit 3 A Ys eB EE] Org = Oy Za ll BT Ahi [JL MW Klebanoff, 
Tidstrom, Sargent (1962) 文 章 中 取得 的 图 24。 这 个 阶段 的 扰动 的 时 间 演 化 
时 非 线 性 的 ， 不 考虑 不 同 波 之 间 的 相互 作用 ， 其 理论 分 析 是 不 可 能 的 。 


ion current 


0 20 40 60 
time (sec) 


图 24 在 距离 振荡 金属 带 《〈 它 产生 了 扰动 ) AERA ohh, AA ee AY Sh 
型 波动 的 相对 大 小 芝 对 平面 上 方 边 界 层 中 的 “横向 ”坐标 y 的 依赖 : o- 


T=7.6 cm; A-r=15.2cm; x-z = 19 cm. 


为 了 这 个 目的 ，Stuart (1962) 考 虑 了 平面 平行 流 中 由 同样 流动 方向 波 数 
的 二 维和 三 维 波 组 成 的 扰动 


u(x, y, z, t) = A (t) cos kz fı (z) + A2(t) cos kx cos ly fo(z) 十 小 的 补充 项 

(2.55) 
的 行为 。 使 用 Stuart (1960) Fl Watson (1960a) 给 出 的 展开 技术 ，Stuart 得 到 
了 幅度 41 和 42? 的 一 个 〈2.49) 形式 的 方程 组 。 所 以 在 此 情形 也 会 存在 四 种 
类 型 (TD)-(TV) 的 稳 态 解 ， 最 重要 的 问题 是 这 些 稳 态 解 对 某 些 扰动 的 稳定 性 。 
不 地 的 是 ， 即 使 仅 对 特殊 形式 (2.55) 的 扰动 的 稳定 性 的 定量 研究 也 需要 确 
定 相 应 的 方程 组 (2.49〉 的 系数 ， 这 极为 困难 我 们 在 本 节 前 面 一 点 指出 ， 
系数 061 等 于 相应 的 振幅 41 的 朗 道 方程 (2.41〉 中 的 系数 26， 仅 在 最 近 对 一 个 
平面 平行 流 的 例子 ， 即 对 平面 泊 肃 叶 流 进行 了 计算 ) 。 然 而 ， 图 24 的 数据 
给 人 的 印象 是 ， 对 于 某 个 k 和 1， 一 个 类 型 IV 的 混合 稳 态 解 可 以 证 明 是 稳定 
的 ， 这 种 稳定 性 不 仅 对 (2.55〉 形 式 的 扰动 ， 也 对 很 多 其 他 普通 类 型 的 扰 
动 。 


基于 Benney (1961, 1964) 和 Lin，Benney (1962) 也 可 以 得 到 类 似 的 结 
论 ， 他 们 用 不 同 的 方法 研究 了 相同 的 问题 [这 个 方法 也 在 Betchov, Criminale 


2. 流体 动力 学 不 稳定 性 和 满 流 转换 


(1967)VIII 章 中 给 出 ]。 这 些 作者 给 出 了 一 系列 阶 增加 扰动 的 形式 


u(x,t) = w(x) + au (x,t) + a? ul) (x,t) +... (2.56) 


的 流体 力学 方程 解 ， 其 中 a < 1 是 一 个 无 量 纲 系 数 ， 定 义 了 扰动 幅度 和 
未 扰动 流 的 幅度 w0(z) 的 比 。 在 Benney (1961) 和 Lin, Benney (1962) 实 际 计 
算 中 ， 例 子 选 为 w(o0(z) 是 无 界 空间 中 的 平面 平行 流 ， 速 度 分 布 为 mo(z) = 
Uotanhz， 如 图 19d 所 示 ， 而 在 Benney (1964) 中 是 半空 间 z > 0 中 的 流动 ， 
速度 轮廓 U0(z) 线 性 增加 到 z = 甩 ， 然 后 假设 为 常量 Uo( 五 )。 两 种 情形 中 主 
要 的 扰动 u(x,t) 都 选 为 这 种 形式 


wd) (a, t) = [uU (2) + Aur (zee) (2.57) 


这 里 Li(z) = [Ui(z), Vi(z)]，k 和 c 从 通常 的 (“二 维 ”) 线性 稳定 性 理论 


(对 应 于 比 Recr 大 的 Re 的 略微 不 稳定 的 扰动 ) 得 到 ，wa(z) = [ur(z), v1(z), wi(z)] 从 


小 的 三 维 扰动 的 线性 理论 确定 ， 比 例 / 和 描述 了 二 维和 三 维 扰动 的 相对 角 
色 。 计 算 精 确 到 二 阶 〈 量 级 为 o*) 。 他 们 证 明 ， 即 使 /和 > 1， 二 维 
和 三 维 扰 动 的 相互 作用 也 会 导致 形成 次 级 纵向 (流动 方 同 ) 涡 旋 并 可 观 地 
将 扰动 自 S 结果 ， 整 体 运 动 [由 方程 《2.56) 右边 的 三 
项 描述 ] 非 常 接近 与 实际 在 边界 层 中 观察 到 的 运动 [具有 完全 不 同 的 速度 分 
布 Uo(z)]。 

对 三 维 扰动 在 边界 层 中 汕 流 转换 过 程 中 的 重要 作用 的 前 明 促使 Meksyn 
(1964) 再 次 回 到 平面 泊 肃 叶 流 对 有 限 扰动 稳定 性 的 问题 。 采 用 接近 Meksyn， 
Stuart (1951) 工 作 的 假设 ，Meksyn 对 有 限 三 维 扰动 进行 了 类 似 的 分 析 〈 速 
REG Aula, t) = Ep n clr oo+tnagjaunana(z)， 其 中 心 和 nm2 是 任意 整 
数 ) 。 在 一 些 非常 复杂 的 近似 计算 后 ， 他 发 现 对 于 某 些 有 限 三 维 扰动 ， 
临界 雷 详 数 Re 确实 非常 接近 1000， 这 种 流动 的 Reu min 的 实验 值 。 

接 下 来 边界 层 中 消 流 转换 的 两 个 阶段 〈 导 臻 “随机 ” 满 流 斑 的 出 现 和 
随后 转变 为 充分 发 展 的 消 流 ) 的 理论 研究 非常 困难 ， 并 且 目 前 还 没有 很 大 
进展 。 这 样 的 “ 斑 ” 的 出 现 可 能 与 愈 多 基本 扰动 同时 变 得 不 稳定 ， 从 而 形 
成 一 个 复杂 的 具有 大 量 自由 度 的 “混合 ”状态 有 关 。 然 而 ， 很 明显 ， 在 这 
种 情况 下 ， 有 具有 大 剪 切 区 域 《 和 相关 抛 点 ) 的 瞬时 速度 分 布 的 演化 起 着 重 
要 作用 。Betchov (1960) 预 测 了 这 种 具有 拐点 的 大 剪 切 层 ， 是 次 级 流向 涡 旋 
县 加 在 主 二 维 流 上 的 结果 。Kovagznay Komoda, Vasudeva (1962) 和 之 后 的 
很 多 研究 者 [ 见 ， 例 如 Tani (1967) 和 Komoda (1967)] 观 察 了 这 种 剪 切 层 。 
动 中 的 大 剪 切 层 通 常 是 不 稳定 的 。 其 厚度 和 相应 的 平均 速度 的 降低 可 能 
时 间 快 速 变化 ， 导 致 立即 在 湛 流 斑 前 面 形成 一 II 
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xt. Greenspan, Benney (1963)[ 在 线性 扰动 理论 的 框架 下 ] 对 于 具有 图 19c 
所 示 类 型 〈 速 度 差 为 200 = 2U0(t), BREAQH = 2H (t)) 的 速度 分 布 的 一 
个 时 间 依 赖 的 剪 切 层 模型 进行 了 相当 简单 的 计算 ， 表 明 这 种 剪 切 层 的 产生 
可 能 导致 急剧 产生 小 尺度 《〈 即 高 频 ) 涨 落 ， 其 能 量 在 非常 短 的 时 间 内 达到 
很 大 。 这 些 结果 和 边界 层 流动 的 朋 涡 《〈 即 瞬时 产生 强烈 的 高 频 起 伏 ) AL I] 
汕 流 转换 的 已 有 数据 在 定性 上 符合 得 很 好 [特别 参见 Miller, Fejer (1964)]. 

从 大 前 切 层 分 离 的 涡 旋 [按照 Klebanoff et al.(1962) 的 术语 是 “发 卡 涡 
jé” (hairpin eddies) JÆ mR. Æ AERAN ER 
速度 更 快 的 速度 ) 向 下 游 传 播 时 ， 他 们 破碎 为 更 小 的 涡 旋 ， 核 心 涡 旋 再 破 
碎 为 更 小 的 涡 旋 〈Hama, Long,Hegarty (1957) 借 助 氢气 泡 水 流 可 视 化 观察 
到 了 这 个 波 破 碎 的 级 联 过 程 ) 。 在 这 个 阶段 ， 分 布 失去 规则 的 “类 波 ” 形 
式 ， 变 为 复杂 的 斑 状 结构 。 最 后 阶段 是 局 部 斑 的 增长 和 它们 在 充分 发 展 的 
汕 流 边界 层 〈 其 特征 是 所 有 点 和 所 有 时 间 的 所 有 流体 力学 量 的 完全 不 规则 

C “BERL” >) 中 的 结合 。 对 这 种 充分 发 展 的 淇 流 的 研究 将 是 本 书 所 有 番 
余 章 节 的 主题 。 然 而 ， 我 们 需要 一 些 概率 和 随机 函数 的 数学 理论 的 结果 。 
我 们 现在 就 简单 阐述 这 些 观 点 。 


S23 消 流 的 数学 摘 述 .平均 值 和 关联 


3. 取 平 均 的 方法 .流体 动力 学 变量 的 场 和 随机 场 


3.1 ” 取 平 均 的 实用 方法 和 雷诺 条 件 


我 们 已 经 提 到 ， 液 体 或 气体 的 满 流 运动 的 特征 是 存在 流体 力学 变量 的 
无 序 起 伏 。 所 以 ， 流 体 动力 学 场 的 瞬时 值 对 空间 和 时 间 的 依赖 非常 复杂 
和 混乱 。 此 外 ， 如 果 消 流 流动 在 同样 的 条 件 下 重复 建立 ， 这 些 场 的 精确 
每 次 都 会 不 同 。 让 我 们 再 次 回 到 图 1， 这 幅 图 展示 了 灌流 流动 中 某 个 流 f 
动力 学 量 对 时 间 的 依赖 。 我 们 看 到 ， 所 有 这 些 曲线 都 由 一 组 多 个 周期 和 
度 的 涨 落 组 成 ， 互 相合 加 ， 没 有 任何 规律 。 空 间 中 流体 动力 学 变量 的 瞬时 
值 分 布 有 类 似 的 特征 。 它 们 组 成 了 具有 多 种 幅度 、 波 长 和 取向 的 三 维 涨 落 
的 无 序 集合 。 由 于 这 种 极端 无 序 和 所 有 流体 动力 学 量 的 场 随 时 间 和 空间 的 
剧烈 变化 ， 在 消 流 的 研究 中 ， 有 必要 使 用 一 些 平 均 的 方法 ， 让 我 们 可 以 从 
初始 的 流体 动力 学 场 转 换 到 更 平滑 、 更 规则 的 流动 变量 的 平均 值 (mean 
values) 。 这 些 变量 随后 可 以 用 通常 数学 分 析 的 方法 研究 。 


Ho] ++ 中 


HERJE A E imi Tee, AIAN. TE 
实践 中 ， 为 了 确定 平均 值 ， 我 们 通常 在 某 个 时 间 间 隔 或 空间 区 域内 使 用 时 
间 和 空间 平均 。 我 们 也 可 以 考虑 由 方程 


Ravaaasd = | | f f re £1, T2—€2, 13—E3, t—T)w (E1, E2, €3, T)dE1dé2dé3dr. 


(3.1) 
2R tH PRA (£1, £2, £3, t) = f(x, 的 一 个 更 一 般 的 时 空 平均 。 这 里 的 上 横 
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ERAN PHY, wE, TEENA 


函数 〈 通 党 是非 负 的 ) ， 满 足 归 一 化 条 件 


TI] | aiene (3.2) 


如 果 函 数 w 在 某 个 四 位 区 域 之 外 等 于 零 ， 在 这 个 区 域内 为 常数 人 
(3.1) 就 是 对 一 个 给 定时 空 


那么 方程 


~ 


区 域 的 简单 平均 。 令 w(&,7) = wll) Rule, T) 


w(T)6(&)， 其 中 5 是 狄 拉克 德尔 塔 函 数 ，w(&) 和 w(7) 是 在 茶 个 平行 六 面体 或 
线段 上 有 和 常数 值 而 在 其 外 等 于 零 的 函数 ， 我 们 分 别 得 到 空间 平均 和 时 间 


平均 。 然 而 ， 符 


闻 的 长 度 或 这 个 区 域 的 
“平均 值 ”， 有 必要 找 至 


求 。 从 潮流 型 


明显 ， 方程 (3.1) 定义 的 平均 值 一 般 来 讲 依赖 于 权重 
数 w 的 形式 〈 特 别 是 ， 在 对 茶 个 时 间 区 间或 空间 区 域 平均 时 ， 它 会 依赖 于 


用 于 流体 动力 学 微分 方程 应 该 E 
的 方程 。 为 清流 理论 葛 基 的 雷诺 深 谤 这 个 事实 。 他 仅 使 用 了 对 某 个 时 间 区 


区 式 和 体积 ) 。 


x] Ea 


所 以 方程 (3.1) 给 出 了 很 多 不 同 的 


I 哪个 是 “最 好 的 ”。 

在 选择 茶 个 特别 的 “平均 规则 ”时 ， 必 须 首 先 写 出 这 种 规则 的 一 般 要 
论 的 观点 看 ， 这 些 一 般 要 求 中 最 重要 的 当然 是 ， 将 此 规则 应 
可 以 得 到 流体 动力 学 变量 平均 值 的 足够 简单 


间 最 简单 形式 的 平均 ， 但 同时 他 指出 了 适用 于 流体 动力 学 的 任何 平均 都 必 


须 满足 的 自然 的 一 般 改 


ERE. Rit, AE Reynolds (1894) 没 有 写 对 所 有 必 


要 的 一 般 性 条 件 ， 但 稍微 修改 他 的 假设 ， 容 易 得 到 结论 ， 下 面 五 个 关系 必 


须 被 满足 : 


现在 ， 条 件 (3.3) - (3.7) 一 


tions) 。 


f+g = f+9 


3.3 

af = af， 如 果 a = 常数 (3.4) 
a = a， 如 果 a = 常数 (3.5) 
ee Sih s fey, 29, sti (3.6) 

fg = fa. (3.7) 


和 股 被 称 为 雷诺 条 件 (the Reynolds condi- 


条 件 〈3.6) 也 可 以 蔡 换 为 更 一 般 的 条 件 ， 平 均 和 取 极 限 的 操作 可 以 交 


PR: 


lim fn = lim fn. (3.6") 
nN—- Oo 也 一 OO 


在 方程 (3.7) 中 依次 带 入 g = 1, g = hflg =! = h 一 及 (我 们 将 总 是 


使 用 撒 来 表示 相应 量 的 涨 落 ， 即 对 平均 值 的 偏离 ) 并 使 用 方程 〈3.5) 和 


3. 取 平 均 的 方法 .流体 动力 学 变量 的 场 和 随机 场 


《3.3) ， 我 们 从 雷诺 条 件 得 到 下 


很 明显 ， 满 足 方程 〈3.2) BAA 
满足 条 件 (3.3) 、 
于 更 复杂 的 条 位 
空间 平均 ， 那 么 严格 来 说 ， 我 们 可 以 订 
间 不 会 严格 满足 。 然 而 论证 这 个 
得 这 个 条 件 以 相对 高 的 精度 近似 
ay! =f- Fi 
Roze (1964) #24 
些 定性 考虑 很 难 令 人 

将 平均 间隔 巴 
一 个 相对 平滑 和 组 
征 频 率 之 间 有 相当 


要 的 结果 : 


f,F=f-f=0,fh= fh, fh = fW =0. 


第 III 章 ， 第 C 部 分 |]。 雷 诺 局 P 


也 满足 。 为 此 ， 


(3.7/) 


E 意 权重 函数 w 的 任何 平均 (3.1) 都 
(3.5) 和 “(3.6) [BR (3.67) ]。 这 个 情况 不 同 
E (3.7) 。 所 以 例如， 如 果 我 们 在 某 个 区 间 使 用 时 间或 
E 明 ， 这 个 条 件 对 于 任意 选择 的 区 
事实 并 不 困难 : 平均 区 间 的 选择 可 以 使 
平均 区 间 比 涨 落 
比 平均 量 f 的 周期 短 [ 见 ， 例 如 Kochin, Kibel’, 
FE。 然而 ， 目 前 这 


期 和 平均 场 周期 之 间 的 可 


运动 ”和 姜 加 其 上 的 非常 不 


某 个 接近 于 零 和 KIR (或 者 高 波 数 


话说 ， 这 里 假设 函数 的 传 


区 域 不 等 于 零 ， 在 这 些 


图 景 或 多 或 少 对 应 于 实验 室 中 设置 的 一 些 人 工 注 流 和 


性 假定 了 灌流 运动 可 以 分 解 为 
规则 的 “ 涨 落 运 动 ”， 二 者 特 
里 叶 变 换 (对 时 间或 坐标 在 
区 域 之 间 等 于 零 。 这 个 
实际 情况 。 然 而 ， 例 如 ， 在 地 球 大 气 和 


海洋 中 的 自然 清流 运动 ， 它 不 总 是 适 


paid 


的 ， 因 为 大 


函数 /的 
辑 的 推论 是 ， 把 平 


均值 定义 为 函数 的 〈 傅 里 叶 积分 ) 


的 差别 主要 是 它们 的 特征 


和 海洋 洪流 通常 有 宽 的 连续 谱 。 


HE (3.3) 、 


TR 
(3.5) 和 (3.6) ， 


所 的 相应 变量 (频率 或 波 妆 


条 

青 形 。 类 似 地 

为 了 满足 这 个 条 件 ， 必 须 对 函数 f 和 gj 力 
的 傅 里 时 变换 在 每 个 地 方 都 不 为 零 关 于 这 一 点 ， 见 Izakson (1929) 的 详 


Fériet (1951)]. 


我 们 应 该 进 


文章 [参考 文献 
究 一 般 性 “平均 
(3.7) [或 者 机 
函数 的 集合 ) 上 定义 。 在 某 些 
(以 抽象 代数 
没有 直接 应 用 。 


目 关 的 同样 类 型 的 条 伯 


周期 (或 波长 的 想法 最 符合 好 
表示 的 一 部 分 ， 对 应 于 对 一 个 范 


个 固定 的 数 po) 值 的 积分 。 容 易 看 到 这 里 满足 


7422, Birkhoff, Kampé de Fériet, Rottafl # 
] 以 在 例如 Kampé de Fériet (1956) 的 综述 文章 和 Rotta (1960) PHA], 而 
[ 作 中 假设 所 讨论 的 平均 操作 严格 满足 雷诺 条 件 (3.3) - 
定子 集 ( 即 满足 某 些 特殊 条 件 的 
形 ， 所 得 到 的 结果 可 以 给 出 所 有 这 种 操作 的 一 个 完备 的 描述 


日 ， 在 泛 函 空间 的 一 个 特 


完 都 是 形式 化 的 数学 


姑 为 这 个 平均 是 方程 (3.1) 定义 的 平均 的 特殊 
， 方 程 GT) 的 前 两 个 条 件 也 满足 。 然 而 ， 条 件 
1 上 一 些 非 常 特殊 的 条 件 


股 来 说 不 成 立 。 


BALA: 它们 


研究 和 Kampé de 


一 些 人 发 表 了 很 多 


其 结果 在 清流 理论 中 
平均 的 意义 的 问题 


了 新 的 问题 ， 


已 经 以 完全 不 


其 至 是 不 必要 的 ， 因 为 在 今天 的 满 流 理论 中 ， 
且 通 过 这 种 方式 所 有 雷诺 条 件 


件 ， 我 们 在 下 面 讨论 ) 。 


3.2 ”流体 动力 学 变量 的 随机 场 和 概率 平均 


由 方程 (3.1) 


式 的 方程 定义 的 时 间 、 空 间或 时 空 平均 的 适用 从 实用 


HE CAT XR 
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的 观点 看 是 非常 方便 的 ， 但 导致 了 很 多 理论 计算 中 不 可 避免 的 分 析 困难 。 
此 外 ， 这 种 类 型 的 平均 有 很 大 劣势 ， 最 适合 给 定 问题 的 函数 w(6,7) 的 形式 
的 问题 必须 在 每 次 使 用 之 前 解决 。 由 于 所 有 这 些 原因 ， 在 汕 流 理论 中 ， 
最 好 避免 使 用 这 种 类 型 的 平均 ， 而 是 采用 其 他 一 些 定义 平均 值 的 方法 ， 具 
有 更 简单 性 质 和 更 普 适 的 方法 。 我 们 在 本 书 中 将 使 用 的 这 种 类 型 的 一 个 方 
便 定义 可 以 在 将 浦 流 中 流体 动力 学 变量 场 处 理 为 随机 场 的 概率 论处 理 中 找 
到 。 

满 流 理论 的 概率 论 方法 《或 者 更 通常 地 ， 统 计 方法 ) 的 基本 性 质 是 从 
对 单个 消 流 的 考虑 转变 为 对 某 一 组 固定 外 部 条 件 下 产生 的 所 有 相似 流动 的 
统计 系 综 的 考虑 。 为 了 理解 这 一 点 的 意义 ， 让 我 们 考虑 特殊 的 一 类 风 洞 中 
流 过 一 个 圆柱 的 流动 的 例子 。 经 过 这 种 圆柱 的 层 流 和 消 流 之 间 的 根本 差异 
如 下 : 对 于 层 流 ， 如 果 我 们 在 两 个 相同 的 风 洞 中 相似 的 位 置 放置 两 个 完全 
相同 的 圆柱 《或 者 基本 上 相同 地 ， 以 相同 的 圆柱 和 相同 的 风 洞 重复 实验 两 
次 ) ， 那 么 在 启动 引擎 后 给 定 的 时 间 t 和 风 洞 工作 面 上 给 定 的 点 gz， 我 们 应 
该 得 到 相同 的 wa(z ,为 值 [速度 沿 Ozi 轴 的 速度 分 量 ] 以 及 相同 的 流动 的 其 他 流 
体 动力 学 量 的 值 〈 原 则 上 这 在 每 个 情形 可 以 借助 同样 的 边界 条 件 和 初始 条 
件 的 纳 维 -斯 托 殉 斯 方程 的 求解 得 到 ) 。 然 而 ， 对 于 汝 流 ， 流 动 中 小 的 不 
可 控 扰 动 的 效应 和 初 值 条 件 导 致 一 个 情形 ， 当 实验 在 实际 上 相同 的 条 件 下 
再 做 一 次 时 ， 我 们 会 得 到 两 个 不 同 的 wa(z, 力 和 其 他 流体 动力 学 变量 值 。 因 
此 ， 在 此 情形 可 以 引入 这 个 概念 ，“ 在 给 定 外 部 条 件 经 过 一 个 圆柱 的 满 流 
的 所 有 可 能 实验 中 得 到 的 所 有 wi (zx, 妨 值 的 系 综 ”， 在 任何 实际 的 实验 中 得 
到 的 wi(z,t) 值 被 认为 是 从 这 个 系 综 中 随机 选 出 的 一 个 “实现 ”。! 

如 果 我 们 固定 外 部 条 件 并 在 这 些 条 件 下 重复 实验 很 多 次 ， 记 录 每 次 得 
到 的 wi(z,) 值 ， 那 么 所 有 这 些 值 的 算术 平均 实际 上 是 相当 稳定 的 。 换 句 话 
说 ， 如 果 一 开始 我 们 有 足够 数量 的 实验 ， 那 么 当 这 个 数量 进一步 增长 ， 平 
均值 通常 变化 非常 小 ， 在 茶 个 常量 附近 振荡 〈 这 种 平均 值 的 稳定 性 表明 我 
们 的 类 似 实验 的 集合 实际 上 组 成 了 一 个 统计 系 综 ) 0 EIEE, u(x, t)i 
算术 平均 振荡 所 围绕 的 值 称 为 速度 wi(z,t) 的 概率 平均 ， 记 作 wi(z, 旭 。【〔 从 
此 以 后 ， 我 们 将 总 是 使 用 上 横 杠 表示 概率 平均 。) 

类 似 地 ， 我 们 发 现 从 类 似 实验 的 整个 系 综 中 取得 的 所 有 其 他 流体 动 
力学 变量 的 平均 值 是 稳定 的 ， 对 于 足够 大 量 的 实验 ， 通 常 仅 略 微 偏离 


这 里 我 们 必须 注意 到 在 自然 消 流 《例如 大 气 消 流 ) 的 情形 ， 相 似 实验 集合 的 选择 会 产生 
大 的 困难 ， 因 为 “外 部 条 件 ”《 在 此 情形 主要 是 气象 条 件 ) 不 可 能 在 我 们 希望 的 时 候 重 
同样 在 此 情形 ， 我 们 通常 也 能 够 选择 一 些 情形 ， 其 中 确定 一 个 给 定 测量 量 所 必须 的 所 有 
牛 《〈 例 如 ， 对 于 在 高 度 2 m 处 风速 的 测量 ， 存 在 平均 风速 、 风 速 梯度 和 温度 梯度 以 及 风 的 
向 ) 实际 上 相同 。 此 外 ， 这 些 情形 的 系 综 也 形成 一 个 “相似 实验 ”的 统计 系 综 ， 这 和 相同 
风 洞 中 经 过 相同 的 圆柱 的 所 有 可 能 流动 的 系 综 类 似 。 


Soe RS 


3. 取 平 均 的 方法 .流体 动力 学 变量 的 场 和 随机 场 


某 个 常数 值 。 我 们 特别 感 兴趣 的 是 指标 函数 Xutznlwsvw u > u's E 
在 wi(z, 忆 值 大 于 必 或 小 于 叉 时 等 于 零 ， 其 他 时 候 等 于 1。 这 个 指标 函数 的 算 
术 平 均 振荡 所 围绕 的 值 p(w,w 显然 等 于 实验 发 生 的 频率 ， 其 中 wi (zx, 思 值 
满足 不 等 式 w < u(x,t) <ul" 。 这 个 数 p(w ,ww MEK Nu (a, Dw 之 
的 值 的 概 府 。 通 常 这 个 数 p(w ,w”) 可 以 用 某 个 被 称 为 ui(z,t) 的 概 认 密度 

数 〈 或 者 简单 称 为 概率 密度 ) 的 非 负 函数 p(w) 从 w 到 w” 的 积分 来 代表 。 7 
以 ， 所 有 使 p(w) A 0 的 4 的 集合 给 出 我 们 已 经 提 到 的 “wi(z,t) 可 能 值 的 集 
合 ”。 我 们 把 一 个 实验 中 观察 到 的 实际 wi(z, 纪 ) 值 称 为 速度 的 z1 分 量 的 样本 
值 (或 者 一 个 实现 ) 。 密 度 p(uw) 存 在 的 事实 有 事 表达 为 如 下 形式 : 


P{u < u(x,t) < u + du} = p(u)du, 


FLATS Pl... JAAN ATES PGR EATER © MA, ur (ar, t ROP 
Kjui (a, t) EA AA p(u) Ras A 


Oo 


TE f a (3.8) 


一 De 


同时 ， 概 率 密度 p(u) 的 知识 也 使 我 们 可 以 确定 wa(z, 人 的 任意 函数 的 概率 平 
均 : 


在 概率 理论 中 ， 具 有 确定 概率 密度 的 变量 w 被 称 为 随机 变量 。 所 有 对 应 
于 w 的 可 能 概率 p(w;w) = Pfu < u < wl BRA EER DA 
PRUBEA AT DZ, MAO. WPH- AC aR EEL 
一 个 确定 概率 分 布 描述 的 随机 变量 。 
到 目前 为 止 ， 我 们 仅 讨论 了 一 个 确定 点 z 在 一 个 确定 时 刻 { 的 速度 分 量 
值 ui(z, 妨 。 然 而 ， 我 们 可 以 应 用 类 似 的 方法 到 整个 wi(z, 台 场 ， 即 四 个 变 
量 的 函数 wi(z,t) = wi(z1,z2,z3, 们 。 重 复 同样 外 部 条 件 下 同样 的 实验 ( 奸 
立 同样 的 满 流 ) 数 次 ， 我 们 每 次 可 以 得 到 一 个 新 的 场 ui(z, 妨 。 这 里 ， 我 
们 也 可 以 说 “可 能 的 场 ui(z, 如 的 系 综 ”。 此 外 ， 每 个 实际 满 流 中 观察 到 
的 单独 的 场 被 认为 是 从 这 个 系 综 中 选择 的 “代表 ”[ 换 句 话说 ， 作 为 随机 
场 ua(z, 昌 的 一 个 样本 值 或 实现 ]。 现 在 只 剩 下 考虑 如 何 重新 表述 一 个 单独 的 
直 wi(z, 旭 的 概率 密度 存在 性 的 命题 。 
为 了 使 场 由 (z, 活 是 随机 的 ， 首 先 这 个 场 在 固定 的 时 空 点 M = (a, t) 
Huy (M) = u(x ,必须 为 随机 变量 。 所 以 依赖 于 M = (zt) 的 概率 密 
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度 pm (4) 必 须 对 应 于 每 个 和 t 的 组 合 。 然 而 ， 这 还 不 是 所 有 的 要 求 : 如 果 我 
们 选择 我 们 速度 分 量 的 两 个 值 wi (M) = wi(z1,t1) 和 wi (M2) = wi(z2,t2)， 
那么 这 两 个 值 的 任意 函数 的 算术 平均 都 应 该 是 统计 稳定 的 。 这 意味 着 对 应 


值 wi (Mi) 和 wi (M2)， 必 须 存在 一 个 二 维 概 浴 密 度 py m (ui, ue), HIRSH 
系 定 义 : 


Plu, < ui(Mi) < Utdui, ug < u2(M2) < ug+dug} = PM, Mə (u1, u2)dujdug. 


HRA GL, OTIS BARE BK tit Pu (M) Mu (Mo MAZE tL, ui (M E 
处 于 wf 到 wv 范围 并 且 同 时 wi(M2) 值 处 于 到 范围 的 那些 情形 的 比例 一 定 

会 在 某 个 固定 值 附近 振 荡 [ 等 于 某 个 非 负 函数 py m (ui, U2) 从 让 到 好 以 及 
Muilu Z ERS]. Ied, WRM = (zx1,t1)、M2 = (x2,t2)、...MNy = 
(zN;tw) 是 N 个 任意 时 空 点 ， 那 么 必然 存在 一 个 相应 的 变量 函数 


DPM, Mp...My (U1, U2, +, UN), (3.9) 
由 这 个 关系 定义 


Plu < ui(Mi) < u1 + du1, u2 < u1(M2) < u2 十 dua, wy UN < ui( My) < uN + duyn} 


= PM, M2...My (U1, U2, 1. UN duidug...duy. 


这 个 函数 是 NN 个 随机 变量 wi (M1)、wi(M2)、...u1l(MN) 的 N 维 概率 密度 。 所 
有 可 能 的 概率 密度 的 存在 证 明了 把 vi(z, 为 考虑 为 随机 的 是 合理 的 。 为 了 完 
全 确定 它 〈 即 在 所 有 可 能 的 场 的 泛 函 空间 中 确定 概率 分 布 ) ， 有 必要 确定 
寺 应 于 所 有 可 能 的 正 整数 W 和 所 有 可 能 的 N 个 时 空 点 的 整 族 函数 (3.9) 。 
所 以 ， 如 果 汕 流 有 同样 的 〈 一 维和 多 维 ) 概率 密度 ， 那 么 我 们 可 以 认为 它 
们 是 相同 的 。 于 是 ， 如 果菜 个 密度 的 集合 接近 描述 一 个 给 定 满 流 的 密度 集 
合 ， 那 么 这 个 集合 就 定义 了 这 个 流动 某 个 近似 统计 模型 。 


z 


函数 (3.9) 显然 必须 都 是 非 负 并 且 每 个 函数 对 所 有 变量 的 积分 等 于 1。 
此 外 ， 它 们 必须 也 满足 某 些 对 称 性 和 一 致 性 条 件 。 所 以 根据 这 个 定义 ， 对 
于 任意 Mi, Mo,..., Mn WEEE (3.9) 必须 满足 方程 


PM, Mp...My (U1, U2, UN) = PM Miy..-Miy (Uir Uiz ui (3.10) 


Hpi, iz, in eB, 2,..., 和 N 的 任意 交换 。 进 一 步 ， 如 果 n < N， 那 么 对 


3. 取 平 均 的 方法 .流体 动力 学 变量 的 场 和 随机 场 


于 任意 入 个 点 Mi， Mo, saeg Mn, Mn+, e My: 必须 满足 方程 


PMi... Mn (ui; +5 U dsj fo. .Mn Mnt1.. My (U1, --- ) Un, Un+1; +++) U N)dtn4i-..duy. 
(3.11) 
有 具有 性 质 (3.10) - (3.11) 和 对 于 所 有 M = (zx,t) 有 pu(du = 1 的 非 负 


函数 族 3.9) 定义 了 四 变量 函数 由 (M) = u(x,t) =F 间 的 概率 分 SAI, È 
定义 了 一 个 随机 场 ui(M) = ui(x,t)]。 对 于 


ui = uı( Mı), u2 = uı(Mə), ens UN = uı( My) 


AE Ak PALF (u1, ua, ,uv) 的 概率 平均 下 由 这 个 积分 定义 


Co 
F= j = | Float N)PM, M2.. „My (U1, U2, ..-, UN du1du2...duN, 
一 co 一 co 


(3.12) 


H Rpm, Mo... My (U1, U2, «+5 UN) 是 相应 的 概率 密度 。 

BB ia Tit Puy (x,t), A PRE RE ot ee. Eple, th Eple, t) [E 
ERABE) Un BET (ae, t) ETAL Ain BE ANE Dy] A ft tat so Hy ee] 
场 也 是 随机 场 是 很 自然 的 。 在 此 情形 ， 每 个 场 都 有 一 个 相应 的 多 维 概率 密 
FE (03.9) 。 此 外 ， 滑 流 中 不 同 流体 动力 学 场 是 统计 相关 的 ， 必 须 考 虑 sa 
场 在 也 存在 一 个 场 在 给 定 的 Mi 个 时 空 点 的 值 、 第 二 个 场 在 Na 个 点 的 值 、 

三 个 场 在 Ns 个 点 的 值 等 等 的 联合 概率 密度 。 因 此 ， 如 果 SUVA MEE 
动力 学 变量 的 任意 函数 ， 我 们 可 以 用 这 个 函数 和 所 有 宗 量 的 联合 概率 密度 
乘积 的 对 这 些 宗 量 的 整个 变化 范围 积分 确定 其 平均 值 [参见 方程 (3.12) ]。 
于 是 条 件 (3.3) - (3.7) 会 变 为 熟知 的 概率 平均 的 性 质 ， 其 证 明 在 概率 论 
教科 书 中 可 以 找到 。 所 以 ， 它 们 是 严格 满足 的 ， 不 需要 特别 证 明 。 


3.3 ”各 态 历经 的 概念 。 基 本 泗 流 问题 的 统计 公式 


3.2 节 中 讨论 的 方法 始 于 柯 尔 英 哥 洛 夫 和 他 的 学 派 [ 见 ， 例 如 Millionshchikov 
(1939)] 的 工作 以 及 Kampé de Fériet (1939) 的 工作 ， 把 满 流 的 流体 力学 变量 
的 场 处 理 为 随机 场 。 现 在 ， 这 个 方法 通常 被 所 有 洋流 理论 研究 接受 [ 见 ， 例 
如 ，Kampé de Fériet (1953) 特 别 的 综述 文章 和 Obukhov (1954)， 以 及 Hinze 
(1959) 和 Lumley，Panofsky (1964) 的 专著 |]。 采 用 所 有 流体 动力 学 场 都 存在 
概率 分 布 的 假设 ， 我 们 可 以 进一步 广泛 使 用 现代 概率 论 的 数学 技术 。 然 后 
平均 运算 被 唯一 定义 ， 并 且 具 有 它 自 然 需要 的 所 有 性 质 。 然 而 ， 有 必要 指 
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出 ， 在 这 种 方法 中 ， 一 个 额外 的 关于 理论 推导 与 直接 测量 数据 比较 的 重要 
问题 出 现 了 。 

根据 我 们 的 新 定义 ， 平 均值 被 理解 为 所 讨论 的 量 的 所 有 可 能 值 的 平 
均 。 所 以 ， 要 以 相对 较 高 的 精度 确定 经 验 平均 值 ， 我 们 需要 在 一 长 串 重 复 
的 类 似 实验 中 进行 大 量 测量 得 到 的 结果 。 然 而 ， 在 实践 中 ， 我 们 通常 没有 
这 样 一 系列 实验 ， 因 此 必须 用 单个 实验 过 程 中 的 数据 来 确定 平均 值 。? 在 所 
有 这 些 基 于 单个 实验 的 情形 ， 我 们 通常 使 用 数据 在 茶 个 时 间或 空间 间隔 内 
的 简化 平均 。 因 此 ， 我 们 看 到 概率 分 布 存在 的 假设 本 身 并 不 能 解决 浦 流 理 
论 中 使 用 普通 时 间 平 均 或 空间 平均 值 的 有 效 性 问题 ， 而 只 是 改变 了 问题 的 
ER 。 我 们 现在 不 必 研 究 特定 平均 方法 的 特殊 性 质 ， 而 必须 发 现 通 过 这 些 
方法 获得 的 经 验 平 均值 与 概率 平均 值 有 多 接近 (理论 只 关心 这 一 点 ) o X 
个 情况 完全 类 似 于 有 限 自由 度 系统 在 普通 统计 力学 中 的 情况 ， 其 中 理论 上 
“对 系统 所 有 可 能 状态 的 平均 ”《 更 通常 被 称 为 “ 系 综 平 均 ”) 也 可 以 由 
直接 观测 到 的 时 间 平 均 代 蔡 。 在 统计 力学 中 人 们 熟知 的 是 ， 这 样 的 变化 通 
常 基于 这 个 假设 ， 当 平均 区 间 变 得 无 穷 大 ， 时 间 平 均 收敛 到 相应 的 系 综 平 
均 。 在 某 些 特殊 情形 ， 这 个 假设 的 正确 性 可 以 严格 证 明 ( 例 如 ,借助 G.D. 
Birkhoff 的 各 态 历 经 定理 ) ， 而 在 其 他 所 有 情况 下 ， 它 作为 一 个 额外 的 极 有 
可 能 的 假设 被 采用 (“各 态 历经 假设 ”)〉 。 在 消 流 理论 中 ， 当 平均 区 间 取 
得 无 穷 大 ， 有 时 引入 时 间或 空间 平均 收敛 到 相应 的 概率 平均 的 概念 作为 一 
种 特殊 的 “各 态 历经 假设 ”。 关 于 时 间 平 均 ， 这 一 假设 在 许多 情形 下 的 正 
确 性 得 到 了 支持 ， 特 别 是 朗 道 关 于 充分 发 展 水 流 性 质 的 一 般 观点 的 支持 ， 
如 2.9 节 中 所 描述 的 。 然 而 ， 我 们 注意 到 ， 在 一 些 情形 ， 用 空间 或 时 间 平 均 
代 蔡 流体 动力 学 场 的 概率 平均 的 合法 性 也 可 以 借助 随机 过 程 和 场 论 的 “各 
态 历 经 ”定理 得 到 严格 证 明 。 由 于 这 个 问题 的 重要 性 ， 我 们 将 在 4.7 节 中 更 
详细 地 处 理 它 。 然 而 ， 在 这 一 点 上 ， 我 们 将 尝试 将 一 般 的 清流 问题 表述 为 
相应 流体 动力 学 场 的 概率 分 布 问 题 。 

我 们 已 经 看 到 ， 对 于 层 流 运动 ， 流 体 动力 学 方程 允许 根据 流体 动力 学 
场 的 初始 值 ( 和 相应 的 边界 条 件 ) 在 任意 未 来 时 刻 单 值 地 确定 流体 动力 学 
变量 。 对 于 不 可 压缩 流体 ， 只 需要 知道 速度 场 〈 或 涡 度 场 ) 的 初始 值 就 足 
够 了 。 然 而 ， 在 可 压缩 流体 的 情形 ， 必 须 给 出 五 个 独立 动力 学 场 〈 例 如 三 
个 速度 分 量 、 压 强 和 温度 ) 的 初始 值 。 在 消 流 中 ， 相 应 动力 学 场 的 初始 值 
也 将 借助 流体 动力 学 方程 确定 它们 所 有 的 未 来 值 。 然而， 这里， 这 些 未 来 


?2 在 这 方面 ， 唯 一 的 例外 是 满 流 扩 散 实验 ， 其 中 一 整 团 全 同 离子 被 释放 【例如 一 团 烟 
雾 ) ， 然 后 “对 整 团 粒子 进行 平均 ”。 这 个 对 整 团 粒子 的 平均 是 具有 确定 意义 的 ， 等 价 于 对 
一 组 类 似 的 实验 进行 平均 。 

3 然而 ， 这 里 我 们 必须 注意 ， 在 满 流 理论 的 文献 中 ， 有 时 提 到 在 灌流 中 流体 动力 学 方程 
般 是 不 适用 的 。 如 果 完 全 忽略 未 证 明 的 论断 ， 那 么 这 里 唯一 重要 的 问题 是 ， 分 子 涨 落 是 否 能 


| 


3. 取 平 均 的 方法 .流体 动力 学 变量 的 场 和 随机 场 


值 相当 依赖 于 极 小 的 对 初始 条 件 和 边界 条 们 
形式 也 会 非常 复杂 而 混 消 ， 


F 的 不 可 控 扰动 。 此 外 ， 它 们 的 
精确 确定 它们 是 没有 用 的 ， 相 应 微分 方程 的 积 


分 在 实际 上 是 不 可 能 的 。 这 里 仅 对 相应 流体 动力 学 场 的 概率 分 布 感 兴趣 ， 
对 精确 值 不 感 兴趣 。 因 此 ， 对 于 湛 流 ， 流 体 动力 学 方程 仅 用 于 研究 相应 的 


概率 分 布 或 这 些 分 布 定义 的 值 。 


此 外 ， 我 们 注意 到 ， 为 了 将 流体 动力 学 方程 用 于 由 其 概率 分 布 定义 的 


随机 场 ， 这 些 分 布 必须 满足 一 些 正则 条 件 ， 胡 


闻 坐 标的 函数 。 所 以 ， 在 时 刻 上 > tol A 


概率 密度 确定 (原则 上 在 每 个 情 


上 保 相应 场 的 实现 可 以 假设 为 
连续 且 足 够 光滑 一 一 具有 进入 动力 学 方程 的 所 有 空间 导数 和 时 间 导 数 。 现 
在 让 我 们 假设 固定 初始 时 刻 t = to 的 场 值 的 概率 分 布 满足 这 些 正则 条 件 。 在 
此 情形 ， 流 体 动 力学 场 的 每 个 实际 的 实现 都 随时 间 规 则 地 变化 ， 和 对 应 于 
给 定 初始 (和 边界 ) 条 件 的 解 的 时 间 变 化 一 致 。 
本 动力 学 场 在 时 间 7 > 0 后 变 为 严格 定义 的 一 引 


于 是 ， 整 组 可 能 的 初始 流 
日 对 应 于 时 刻 上 = to + TH 


E 择 〈 仅 考虑 某 些 


F 何 动力 学 场 的 概率 密度 可 以 从 初始 
P) 。 为 了 做 得 这 一 点 ， 我 们 只 需要 借助 
流体 动力 学 方程 计算 哪 一 组 初始 条 件 将 对 应 于 时 刻 t 场 的 一 个 或 男 一 个 范围 
的 值 ， 然 后 求 出 这 组 初始 条 件 的 概率 。 所 以 ， 在 消 流 中 ， 流 体 动 力学 方程 
会 唯一 确定 所 有 流体 动力 学 场 的 概率 分 布 的 时 间 演 化 。 这 意味 着 ， 仅 可 以 
在 一 个 固定 的 时 刻 或 多 或 少 任意 说 


“正则 条 件 ”) 概率 分 


布 。 于 是 ， 所 有 剩余 的 在 所 有 可 能 的 时 空 点 对 应 于 流体 动力 学 场 的 概率 分 
布 将 唯一 地 由 运动 方程 确定 。 于 是 ， 满 流 理论 的 基本 问题 〈 例 如 对 于 不 可 


的 概率 分 布 ， 


压缩 流体 ) 可 以 如 下 表述 。 给 定 不 同 空间 点 在 时 刻 + = to 的 三 个 速度 分 量 值 


集中 于 一 组 二 次 可 微 的 无 散 度 天 量 场 ， 需 要 确定 所 有 后 续 时 


间 速 度 和 压强 值 的 概率 分 布 (包括 多 个 不 同时 间 值 的 分 布 ) 。 对 应 可 压缩 
流体 ， 只 需要 从 五 个 独立 流体 动力 学 量 值 的 概率 分 布 开 始 ， 而 不 是 三 个 速 


度 分 量 的 概率 分 布 。 不 幸 的 是 ， 


到 其 完整 解 的 方法 。 所 以 我 们 将 推迟 进一步 考虑 这 个 问题 ， 
卷 最 后 一 章 。 在 其 他 章节 中 我 们 仅 处 理 


eS — 


完备 的 统计 特征 ， 而 不 是 统计 分 布 。 


导致 能 向 更 小 尺度 流体 动力 学 扰动 传递 能 量 的 随机 “ 溅 射 ”， 从 而 激发 消 流 转换 。 
遍 认同 的 是 ， 即 使 这 些 过 程 是 可 能 的 ， 它 们 的 作 


这 可 以 完全 忽略 ( 见 下 面 5.1 节 帮 


F 头 ) 。 


问题 太 难 了 ， 有 目前 还 没 想 出 得 


直到 本 书 第 二 


更 特殊 的 问题 ， 考 虑 随机 场 没 那么 


前 ， 普 


在 每 个 情 


也 极端 小 ， 所 以 作为 一 阶 近似 
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3.4 特征 函数 和 特征 泛 函 
在 很 多 情形 ， 不 使 用 概率 分 布 (3.9) 而 使 用 它们 的 传 里 叶 变 换 是 方便 的 ; 


N 
i Do Onur 
PM: M2...MN (01,02,...,0N A k=1 PMıM2...My (U1, U2, --., UN dui dug...dun. 


(3.13 


TCE fi E RE eB RA A BR) A A Eo Se WADE (3.12), CAE ASA 


PM: M2...MN (01, 02, ...,9N) = exp (is 5 oa); 


) 


(3.14) 


很 明显 特征 函数 唯一 地 定义 了 相应 的 概率 分 布 ， 实 际 上 根据 熟知 的 传 里 叶 积 分 反 演 公式 ， 


oe) N 
1 —i Do kuk 
PM M2...My (U1, U2,-.., UN) = gyl f ope k=1 PM M2... My (01, 02,... 


所 以 给 出 特征 函数 等 价 于 给 出 相应 的 概率 分 布 。 
根据 定义 ， 特 征 函 数 是 宗 量 01, 0。,.…,0w 的 复 值 连续 函数 ， 具 有 如 下 性 质 ; 


PM, M2... MN (0,0,...,0) = 1 


和 
M1 M2... MN (en — 68, as") — a), ...,a@ — o9) cka > 0 


HES RRB) HTAR RAN, ERMD, 0, 09, ...,09,..., 
复数 c1, .… cno RRE, 方程 (3.17) 的 左边 等 于 非 负 物 理 量 


n N 2 
oy exp ( Ss a? a) 
k=1 1 一 1 


的 平均 值 


00,.. 


(3.15 


, 0n )d01d02...dON. 


) 


(3.16) 


(3.17) 


这 个 量 遵循 给 定 的 不 等 式 。 也 可 以 证 明 ， 有 具有 性 质 (3.16) 和 (3.17) 的 任 


意 六 变量 连续 函数 是 某 个 N 维 概率 分 布 的 特征 函数 [当然 ， 它 可 能 没有 概率 密度 ， 对 应 于 ， 


0 Fil 


例如 ， 一 个 分 立 的 类 型 ， 见 Bochner (1933, 1959)]。 我 们 将 在 本 书 第 二 卷 再 次 提 到 这 个 事 
实 。 
不 难看 出 ， 对 称 性 和 相 容 性 条 件 (3.10) 和 (3.11) 应 用 于 特征 函数 会 变 为 
PM, Ma.. MN (01,02,..., ON) = PMi, Mig -Mi y (Oins ins +) Din), (3.18) 
PMi M2... Mn (01,02,..., On) = YMy...Mn Mn 4i-.-My (01,..., On, 0,..., 0). (3.19) 


所 以 任意 流体 动力 学 量 的 随机 场 也 可 以 定义 为 一 族 满 足 方程 (3.18) 和 (3.19) 
(3.14) 。 


Im 
To 
m 


的 量 “所 有 可 能 点 上 的 场 值 概率 分 布 的 特征 函数 ”来 确定 表征 这 个 场 的 


g) 
布 。 可 以 发 现 这 种 借助 一 个 单一 量 一 一 “特征 函数 ”定义 随机 场 实际 上 是 可 能 


基于 特征 函数 而 不 是 概率 密度 的 方法 最 重要 的 优势 ) 。 这 种 定义 随机 函数 的 可 能 性 首 # 


的 特征 函数 


方程 3.19) 看 到 ， 一 个 给 定 N 点 集合 上 的 场 值 概率 分 布 的 特征 函数 以 一 种 极为 简 
的 方式 确定 了 这 些 点 的 子 集 上 的 场 值 的 特征 函数 。 所 以 很 自然 地 立即 尝试 借助 一 个 单一 
所 有 概率 分 


的 (这 是 使 


G 


3. 取 平 均 的 方法 .流体 动力 学 变量 的 场 和 随机 场 


由 Kolmogorov (1935) 指 出 。 从 那 以 来 ， 很 多 工作 都 致力 于 这 个 问题 ， 既 从 纯 数 学 的 视角 ， 
也 从 应 用 的 视角 (在 后 者 中 ， 必 须 特别 注意 Hopf (1952) 重 要 的 文章 ， 我 们 将 在 本 书 第 二 卷 
更 详细 地 讨论 ) 。 这 里 我 们 只 对 问题 的 本 质 作 一 个 简单 的 描述 ， 不 讨论 数学 上 的 细节 。 
为 了 简单 ， 我 们 将 首先 考虑 一 个 定义 在 z 轴 有 限 区 间 a < x < bhi tA E KEN R 
数 u(x)， 而 不 是 四 个 变量 的 随机 场 。 函 数 u(z) 由 这 个 函数 在 任意 入 点 zx1,z2, .ZN (a < 
te <b) 系统 的 值 u(z1), u(x2),…,u(zN) 的 所 有 概率 分 布 定义 。 现 在 我 们 让 数 N 变 得 无 穷 
大 ， 选 择 点 zx 使 得 所 有 相 邻 两 点 的 距离 趋向 于 零 ， 选 择 参 数 色 为 zk+l 一 Zr 和 某 个 定义 
在 [c, 如 的 函数 0(z) 在 zx 点 的 值 的 乘积 。 如 果 函 数 0(z) 使 得 积分 


b 


u[O(z) = /ovlodz (3.20) 


a 


对 函数 u(z) 的 几乎 所 有 实现 都 存在 ，! 那 么 并 Orue 将 随 N > 00 趋向 于 积分 (3.20) 。 在 
k=1 
WR (3.14) 中 取 N > co 的 极限 ， 我 们 得 到 


y|@(x)] = exp{iulA(x)]} = exp fi J omoa) (3.21) 


a 


olb(z)] 是 随机 变量 v[b(z)] 在 这 个 函数 的 宗 量 等 于 1 时 的 特征 函数 值 。 所 以 ， 对 于 给 定 
的 9(z)， 这 会 变 为 某 个 复数 。 方 程 3.21) 为 每 个 函数 0(z) 指 定 了 某 个 复数 ， 即 e[b(z)] 是 一 
个 函数 的 函数 ， 它 通常 被 称 为 泛 函 。 我 们 称 这 个 泛 函 为 随机 函数 vw(z) 的 特征 泛 函 。 


如 果 我 们 知道 某 个 随机 函数 u(x) 的 特征 泛 函 ， 那 么 我 们 可 以 确定 所 有 有 限 维 概率 密 
FEpzri z2, 0y (U1, U2, UN)。 为 此 ， 把 泛 函 yp[9(zx)] 的 宗 量 0(z) 丛 换 为 特殊 函数 


yun 


O(a) = 016(a% — z1) + 026(a — £2) +... + On d(a — ty) (3.22) 


就 足够 了 ， 其 中 01,.…, 60w 是 任意 数 ，6(z) 是 狄 拉克 德尔 塔 函 数 ， 所 以 方程 (3.22) 在 
Fai, za, ,ZN 之 外 等 于 零 。 5 


4 也 就 是 ， 除 了 可 能 总 概率 等 于 零 的 某 个 例外 集合 的 所 有 实现 。 

5 我 们 注意 到 ， 在 特征 泛 函 〈3.21) 的 讨论 中 ， 通常 假设 0(z) 是 一 个 足够 光滑 的 函数 〈 例 
如 ， 一 个 连续 或 连续 n 阶 可 导 的 函数 ，n 是 一 个 给 定 的 数 ) 。 因 此 ， 严 格 地 说 ， 替 代 “ 不 
HRA” (3.22) 我 们 必须 考虑 一 系列 光滑 函 BOE) n = 1,2,.. 使 得 对 于 任意 不 含有 
点 Zi 二 1,2,.…., 和 的 区 间 [a, 8] 


B 
lim | 0 (x)da = 0 
有 一 Ge 
而 对 于 任意 小 的 = > 0 和 i = 1, 2,...,N 
gite 
lim 0 (x)dx = 0 
oo 


在 此 情形 
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把 方程 (3.22) 带 入 〈3.21) ， 我 们 得 到 


在 此 情形 ， 特 征 泛 函 将 转换 为 u(xz1),u(z2),.…,u(zN) 的 多 维 


率 密度 可 以 借助 傅 里 叶 积 分 的 反 演 得 到 。 


特征 泛 函 yp[0(z)] 有 如 下 性 质 ， 类 似 于 任意 函数 01 (2), ..., 


数 
pl0(z)lle(s)=0 = 1, 


ES elele) — 01(2) ener 


k=1 t=1 


(后 一 个 性 质 被 称 为 泛 函 olb(z)] 的 正定 性 ) 的 性 质 (3.16) 和 (3.17) 。 


> 0 


题 ， 即 一 个 连续 的 《在 某 种 自然 的 意义 下 ) 具有 性 质 (3.24) 的 


概率 分 布 的 特征 函 


On (x) FUR Ztc, …， 


(3.2 


数 ， 对 应 的 


cn 的 特征 
(3.2 


(3.2 


3) 


概 


PKI 


4) 


5) 


AY 


E 定 泛 函 wo[b(z)] 总 是 


某 个 随机 函数 的 特征 泛 函 ， 仅 在 采用 了 比 这 里 一 般 得 多 的 随机 函数 的 定义 才 是 正确 


的 [ 见 Gelfand,Vilenkin (1964), Prokhorov(1961)]。 


当 我 们 考虑 一 个 依赖 于 四 个 变量 的 随机 场 wi (x, 四 而 不 是 一 个 变量 


个 过 程 完 全 类 似 。 这 里 ， 特 征 泛 函 为 


aie die g J | [reme tne 


含有 函数 9(zx,t) 的 四 个 变量 作为 宗 量 。° 


在 此 情形 ， 特 征 泛 函 将 唯一 定义 场 wi(z,) 的 所 
(3.25) 类 似 的 性 质 ] 。 


数 。 于 是 ， 例 


概率 分 布 [ 


时 的 随机 函数 w(z)， 


(3.2 


在 考虑 随机 场 的 多 个 统计 相关 的 随机 函数 时 ， 必 须 考虑 一 个 依赖 于 多 个 函 


如 ， 满 流速 度 场 u(z,t) = {ui (x,t), u2(x, t), us (æ, t) }ME— 


特征 泛 


这 


6) 


LAG 和 方程 (3.24) 和 


PKI 


plO(ax,t)] = p01 (x,t), A2(ax, t), 03(x,t)] ie if 1 [ /Yo x, t)ux (ax, t) 本 | 


定义 ， 依 赖 于 三 
{ui(x),...,un(a)}, FMA 


ra 


p|O(x)] = ol01 (x), On (x 


泛 函 。 


其 中 6(z) 是 函数 (3.22) 。 所 以 ， 对 于 这 个 9(z) 的 p19(z)] 的 值 总 是 1 


光滑 函数 go (z) 的 特征 


3.27) 


个 四 变量 函数 。 一 般 来 说 ， 对 于 空间 点 z 中 的 一 ote 


)] = exp fi [Enea (3.27) 


6 为 了 避免 无 穷 远 处 积分 收敛 性 的 困难 ， 我 们 可 以 限制 
零 的 函数 0(z, t) 


于 在 某 个 


了 界 四 


AR 


时 空间 外 恒 等 了 


4. 流体 动力 学 场 的 EE 


泛 函 p[9(z)] 也 有 性 质 (3.24) 和 (3.25) ERERKEN) BIRERE) EAEN 
间 t 速 度 场 的 概率 分 布 由 这 个 泛 函 定义 


y|0(a, t)] = exp g J [Erene], (3.28) 


已 依赖 于 三 个 变量 和 一 个 标量 参数 ! 的 函数 三 元 组 g(z) = {01 (a), O2(a),O3(ax)}o AA TIF 
始 时 关于 每 个 时 刻 不 可 压缩 流体 速度 场 的 概率 分 布 单 值 依赖 于 初始 时 刻 上 = 0 的 概率 分 布 的 
论述 一 致 ， 特 征 泛 函 2[b(z), 避 在 不 可 压缩 流体 情形 必须 唯一 地 由 其 初始 值 o[b(z),0] 确 定 。 
此 外 ， 方 程 3.27) 的 泛 函 2[b(z), 避 也 必须 唯一 地 由 2[b(z),0] 确 定 。 对 于 可 压缩 流 ， 情 况 


更 复杂 。 这 里 我 们 必须 考虑 一 个 这 种 类 型 的 泛 函 ， 
o[o(z),04(z),05(z)， ie > >》 ok(z x)ur(x,t) + 04(x) p(x, t) + 05(x)T (a, t) | 
=1 
(3.29) 


(pla, te BEB, Te, theme) ， 依 赖 于 五 个 三 变量 的 函数 和 一 个 标量 宗 
对 于 这 个 泛 函 ， 在 可 压缩 流体 的 情形 ， 在 任意 时 刻 t > 0 必然 存在 一 个 对 相应 初始 
值 p[9(zx),94(zx),9s(2),0] 的 单 值 依 赖 。 


SS 


4. 流体 动力 学 场 的 和 矩 量 


4.1 随机 变量 的 和 矩 量 和 积 和 量 


在 前 一 节 中 ， 我 们 看 到 ， 对 于 注 流 流体 动力 学 变量 的 完整 统计 规范 ， 
我 们 必须 为 这 些 变量 在 所 有 可 能 的 时 空 点 上 的 值 定义 所 有 的 多 维 概率 分 
布 。 然 而 ， 这 些 多 维 分 布 的 确定 非常 复杂 ， 很 少 能 达到 足够 的 精度 。 此 
外 ， 分 布 本 身 通常 完全 不 适合 实际 应 用 ， 因 为 它们 很 复杂 。 所 以 ， 在 实践 
中 ， 人 们 几乎 总 是 限制 于 仅仅 考虑 教 简单 的 统计 参数 ， 描 述 流动 的 一 些 特 
殊 统 计 性 质 。 

这 些 参数 中 最 重要 的 是 概率 分 布 的 短 量 。 如 果 我 们 有 一 个 V 随 机 变量 
的 系统 wi, uzun NÆRRI Hp ur, ,uv)， 那 么 这 些 变量 的 矩 
量 定义 为 


“ki, k2 EN kı, k 
Pi = UP Ugo LU -J f. fo Mies URN p(u1, u2, ..., UN duidug...dun, 


(4.1) 
其 中 ,2,.…, knee tPA, CMMA SR. RPS, — 
算是 物理 量 wi, uz, ..., un 的 平均 值 。 


138 


除了 通 第 的 矩 量 Bkiie.kw， 有 时 考虑 它们 的 特殊 组 合 是 方便 的 。 例 
如 ， 我 们 通常 使 用 中 心算 ， 即 ui, wa, ..., uv 对 相应 平均 值 偏离 的 矩 量 : 


k 


Da = (U1 — TI) (ug — ig)*?...(un — UNAN. (4.2) 


打开 方程 4.2) HARPES, XD VP FED, k..ky HBr he... Fey IAE EN 
较 低 阶 矩 表示 出 来 。 特 别 地 ， 对 于 N = 1， 我 们 有 


bı =0,b2 = Bo —B?,b; = B3 — 3B, Bo 十 2B?， 
b4 B, — 4B, B3 + 6B? Bo 一 3B1 


(4.3) 


EEb = 02 被 称 为 u 的 方差 ，o, = VB2 被 称 为 u 的 标准 差 。 类 似 地 ， 
ABC = BY Ht HL = (wi 一 硬 )(ws 一 三) 被 称 为 变量 如 和 va 的 协 方差 。 如 
Ru = 0,i = 1 VN， 那 么 中 心 矩 和 通常 的 矩 量 相同 ， 故 而 如 局. 是 
和 窍 刀 iv 的 特殊 情形 。 如 果 必 有 某 种 确定 的 量 纲 ， 那 么 相应 的 矩 量 或 中 
心 矩 也 是 有 量 纲 的 。 然 而 ， 例 如 比例 


a a (4.4) 


总 是 无 量 纲 的 。 量 s 被 称 为 随机 变量 w〈( 或 相应 概率 分 布 ) 的 偏 度 (skewness) 
或 偏 度 因 子 (skewness factor) ，6 是 平 度 因 子 (fatness factor) ， 而 差 (6 一 
3) 称 为 超出 量 (excess) o 


ALTE Berko. ky ABR A BAA E 是 积累 量 (cumulants) (或 者 半 不 
变量 (semiinvariants) Sk...kw )。 这 些 量 的 定义 稍 后 给 出 (4.2 节 ) 。 现 
在 ， 我 们 只 需要 注意 到 ， 积 累 量 9o 避 pv (RA OO ke. ky) 是 通过 
从 和 拖 量 Bi 已 .中 减 去 一 个 低 阶 矩 量 的 特殊 多 项 式 得 到 的 。 特 别 地 ， 对 
于 N = 1， 头 五 阶 积 累 量 由 下 面 的 方程 给 出 ; 


S51 = By, S2 = Bə 一 B? = bg, 93 = B; —3B,Bo+ 2B} = bs, 
Si = Be 4BıB; — 3B2 + 12B? Bs — 6B; = b4 — 303, 
Ss = bg — 10b2b3. 


(4.5) 
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EEEE, BPA = TAR RE AAA EE, M ABA AR 


S1111 = b1111 — 6110000011 一 6101060101 一 b100100110- (4.6) 


从 下 面 的 论述 可 以 清楚 地 看 出 ， 在 某 些 情况 下 ， 积 累 量 特别 适合 表征 概率 
分 布 。 然 而 ， 目 前 ， 我 们 将 限制 我 们 的 讨论 ， 如 已 经 指出 的 那样 。 


U1, U2,…UN 的 各 个 矩 量 不 能 假设 任意 值 ， 而 必须 满足 某 些 不 等 式 
WANA. Pro, Blan, WSR ATA TRB, ko, kn re te, AGA FE 
Bry ko... ky WORD BEE AY © 进一步 ， 如 果 = 1, 那么 


n n 


>》 >》 Bencra > 0, (4.7) 


k=0 /一 0 


其 中 Bo = Uy avch 是 任意 实数 ， 因 为 方程 《47) AARTEN 
ibs oo KESI. Wn = 2 和 co 0， 特 别 地 我 们 得 到 


k=0 


|Bs| < (BaBa)! ?和 |s| < 61/? (4.8) 


(因为 % 是 窍 量 Bi 的 特殊 情形 ) 。 对 高 阶 矩 和 多 维 分 布 的 抢 也 可 以 推导 类 
似 的 不 等 式 。 然 而 ， 即 使 在 这 些 极限 之 内 ， 各 个 矩 量 可 能 值 选择 的 任意 性 
仍然 非常 大 。 所 以 ， 所 有 甜 的 确定 无 一 例外 地 提供 了 有 关 概 率 分 布 的 大 量 


= 


H ,Co 


FIRS tae, ne CARAS OT Foe Ro ti AR CLP AS 
K) VALE, EHRAM EEE DBE SB TI Fe fa 
性 的 损失 。 然 而 ， 在 实践 中 ， 从 来 不 知道 所 有 和 矩 量 ， 所 以 通常 仅 考虑 某 些 
低 阶 矩 量 。 当 然 ， 这 些 矩 量 没 有 提供 分 布 的 单 值 定 义 ， 而 仅仅 描述 了 它 的 
某 些 特殊 性 质 。 然 而 ， 仅 仅 基 于 考虑 一 些 低 阶 矩 量 的 研究 随机 变量 的 方法 
通常 非常 有 价值 。 之 后 ， 我 们 将 看 到 在 消 流 理论 中 ， 这 个 方法 使 得 我 们 可 
以 得 到 一 系列 相当 有 趣 的 结果 。 


容易 看 到 ， 随 机 变量 wi,..., wnN 的 和 矩 可 以 简单 用 相应 的 特征 函数 p(01,.., 90N) 表 示 。 实 
际 上 ， 通 过 比较 方程 (4.1) 和 “(3.13) 得 到 
OF p(01 A stig On) 
CSA K ’ girs: 
Bika: kx (C 59% O,.00%20...00 On 
K = ki 二 ko 二 .+ kN. 


3 
01=02...=0 y =0 


(4.9) 
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特别 地 ， 如 果 特征 函数 可 以 由 泰勒 级 数 代表 ， 那 么 


B 

— -K kik2...kn Nk1 pko kn 

(61, 02, ..., On) Ta > 2 NO 05 AN x (4.10) 
1 82 kN 


所 以 ， 在 此 情形 ， 如 果 我 们 知道 分 布 的 所 有 和 矩 量 ， 那 么 我 们 可 以 唯一 地 确定 特征 函数 〈 和 概 
率 密 度 ) 。 不 难 证 明 从 算 量 确定 密度 的 唯一 性 在 级 数 〈(4.10) 仅 在 01,02,..., 9N 值 的 某 些 
域 收敛 时 也 成 立 [ 对 于 一 维 情 形 ， 这 个 唯一 性 的 一 般 条 件 在 ， 例 如 ，Akhiezer (1965) 的 书 中 
给 出 ]。 

同样 使 用 特征 函数 ， 容 易 写 出 随机 变量 积累 量 的 一 般 定 义 。 为 此 ， 我 们 必须 考虑 特征 
函数 (01,02,.…, 0N) = In p(01,02,.…,0N ) 的 对 数 。 于 是 积累 量 Sko...kvy 定义 如 下 : 


TOI 


x] 


yk Ow(01,02,..., On) 
0016, 00*265...00*N ON i 


EE EET vy =0 
K = ki+k:+...+kyN. 


iii = A( 


(4.11) 


考虑 到 of(0,0,…,0) = 1， 容 易 得 到 方程 (4.5) - (4.6) ， 并 且 一 般 地 用 和 矩 量 或 中 心算 表示 


aS 
积累 量 。 


4.2 ”随机 场 的 矩 量 和 积累 量 


在 添 流 理论 中 ， 我 们 关心 一 个 四 维 时 空 点 MM 的 随机 场 -随机 函数 wu(M)。 
这 个 场 的 开 阶 矩 是 这 个 场 的 天 个 值 乘积 的 平均 值 


Bi Mı, Mo, e. Mx) = u(M),)u(M)...u( Mx). (4.12) 


X ERE ee OAT I EEL AB ino AT DAC BT RE — BOR UE MKE 
的 函数 。 然 而 ， 我 们 必须 记 住 ， 某 些 点 Mi M2,.…, MK 可 能 会 和 互相 重合 。 
它们 中 不 同 点 的 数量 定义 了 和 窍 的 “类 型 ”。 在 这 方面 ， 我 们 将 区 分 一 点 、 
两 点 、 三 点 等 类 型 的 矩 量 《〈 更 简单 地 说 ， 一 点 、 两 点 、 三 点 等 等 矩 量 ) 。 
如 果 矩 量 的 类 型 小 于 阶 ， 那 么 相应 的 矩 量 


四 


[u(M1)]" [wa [ww)j 


FATES Bu. wu u.. uMi, Ma AMN) 标 记 ， 其 中 对 应 于 不 同时 空 点 的 下 
标 组 用 逗号 分 隔 。 
几 个 统计 相关 的 不 同 随 机 场 值 乘积 的 平均 值 被 称 为 这 些 场 的 联合 给 
(joint moments) 。 所 以 ， 例 如 ， 速 度 矢量 wu(M) = {ui(M), u2(M), u(M3) H 

场 有 3 个 不 同 的 (通常 的 和 联合 的 ) K 阶 和 矩 量 ， 共 同 组 成 了 一 个 秩 为 K 的 


4. 流体 动力 学 场 的 EE 


ZEKE. Wali, RITARA AINA KOS: 


Bij (Mı, M2) = wu;(Mı)u;(Mə) 
Bijk(Mı, M2) = wu(Mı)uj;(Mı)uk(Mə) 


(4.13) 


(其 中 张 量 Bi;j EAR FIRERNE o FRM AE SO A th ts 
动力 学 场 的 联合 矩 。 例 如 ， 压 强 和 速度 或 压强 和 温度 的 两 点 联合 矩 可 以 分 
别 用 符号 Byj(Mi, Mo), 7 = 12,3 或 Bor(M M2) 标记 。 对 于 阶 比 类 型 高 的 
矩 量 ， 和 不 同 点 相关 的 指标 组 用 逗号 分 隔 。 例 如 ，Bijpmrk(a Mo, Ms) 标 
记 速 度 、 压 强 和 温度 的 三 点 六 阶 矩 ， 含 有 速度 的 四 个 分 量 ， 形 成 了 一 
个 秩 为 四 、 在 指标 对 i,k 和 k,l 中 对 称 的 张 量 。 具 有 非 零 平 均值 的 场 的 中 心 
矩 《〈 即 流体 动力 学 场 的 涨 落 一 一 对 平均 值 的 偏离 的 矩 量 ) 的 标记 方式 
和 通常 的 矩 量 相同 ， 但 是 B 蔡 换 为 或 者 在 相应 的 指标 上 加 “ 撤 ”。 一 点 
和 矩 量 也 可 以 通过 在 有 关 符 号 上 方 加 一 横 方便 地 表示 (例如 wr 或 WV) 。 对 
于 wu(MM) 场 的 方差 by(M) = [u(M) 一 wu(M)]?， 我 们 有 时 也 可 以 使 用 特殊 的 
符号 o2 或 U2 我 们 已经 在 第 2 节 使 用 了 后 一 个 ， 例 如 图 7 和 24)。 

“RM, M2,…, MK 是 任意 四 维 时 空 点 ， 我 们 把 相应 的 矩 量 称 为 时 空 
42% (space-time moments) 。 然 而 ， 通 常 在 满 流 理论 中 仅 考 虑 所 有 场 在 同 
一 时 刻 的 值 的 矩 量 。 这 些 矩 量 通常 称 为 空间 短 量 。 有 时 我 们 也 处 理 时 间 和 珑 
量 一 一 同一 点 《不 同时 刻 ) 的 流体 动力 学 场 值 乘积 的 平均 值 。 从 此 以 后 ， 
当 我 们 简单 说 “和 邱 量 ”的 时 候 ， 我 们 总 是 指 平均 空间 和 矩 量 。 另 一 方面 ， 如 
果 我 们 讨论 时 间或 时 空 矩 量 ， 我 们 总 会 特别 指出 。 

在 本 书 中 ， 我 们 会 经 常 处 理 关联 函数， 即 两 点 二 阶 和 矩 。 T 场 v(C) 的 关 
联 函 数 Buu(Mi Mz) = u(Mi)u( Mz) 对 称 地 依赖 于 宗 量 M1 和 M2， 


y 


Buu(M1, M2) = Buu( M2, Mi). (4.14) 

此 外 ， 它 具有 性 质 
`y > ， Bi (Mi;, M;)cicj > 0 (4.15) 

i=1 j=1 


AIT AE REAR RE Bn AE RE PE Hn iMa, ,Mn 和 n 个 实数 i,.…, cn， 因为 
方程 (4.15) 左边 等 于 非 负 量 | 轨 va KEE. RW, Hn = 2， 


i=) 


"文献 中 通常 碰 到 其 他 术语 。 例 如 ， 在 数学 工作 中 ， 函 数 Buu(Mi, M2) 或 者 中 心 函 
Mbu Mi, M2) 通 常 被 称 为 协 变 量 〈 或 者 协 变 函 数 ) ， 而 术语 关联 函数 BAK BA) 通 
常 保 £ AKR Mbuu( Mı, M2) /ou(Mı)ou (M2). 


= 
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我 们 有 不 等 式 


|Buu(M1, M2)| < [Bu (Mı, M)" [Bu Mo, M2)", (4.16) 


这 是 从 方程 (4.15) 得 到 的 。 之 后 ， 我 们 将 看 到 任何 满足 方程 (4.14) 和 
(4.15) 的 函数 Bi(M1, Mo2) 都 可 能 是 某 个 随机 场 的 关联 函数 〈 见 4.3 节 ) 。 
两 点 联合 矩 Biw(M1, M2) = (MO)o(M2) 通 常 被 称 为 场 w 和 uw 的 交叉 相关 函 
数 。 这 个 函数 满足 类 似 于 方程 (4.16〉 的 不 等 式 


[Bi (Mi, M2)| < [Buu (M1, Mi)] [Bo (M2, M2)]"/”, (4.17) 
此 外 ， 很 显然 
Bi (M1, M2) = Bou( Mo, Mı). (4.18) 


如 果 我 们 定义 Bij(Mi, M2) = ui(Mi)uj(M2), Seu (M),..., un (M) ENS 
随机 场 ， 于 是 


n 


SS Bii (Mi, M;)cic; > 0 (4.19) 
i=l j=l 
对 于 任意 选择 的 点 M1,.…, My, Ber, ..., Cp, kn 〈 取 值 从 1 到 N) 。 
阶 数 高 于 2 的 两 点 矩 代 表 某 些 新 的 场 〈 原 始 场 的 乘积 ) 的 关联 函数 。 这 种 两 
FARE IT ACN rea PK FR vy Bk 
POP A — BM 


buu( Mı, M2) = [u( M1) — u(Mı)][u(M2) — u(M2)] = Buu(Mi, M2)—u( Mi)u( M2) 
(4.20) 
和 


Duo M2) = [u(M1) — u(M1)][v(M2) — o(M2)] = Buv(Mi, M2)—u(Mı)u(Mə2) (4.20") 


给 出 了 相应 场 的 涨 落 的 关联 函数 。 有 时， 当 不 会 混淆 时 ， 我 们 会 简单 
地 称 它 们 为 关联 函数 (和 其 他 作者 一 致 }; 。 当 然 ， 涨 落 的 关联 函数 
具有 普通 关联 函数 的 所 有 性 质 。 另 一 个 极端 重要 的 结果 时 当 我 们 用 函 
Bl Buu(M1, M2) Rou (M1) ou( M2) H bu (M1, Mo2) 除 以 cv(Ma)oo(M2)， 我 
们 得 到 w(M1) 和 w(M2) 之 间或 u(M1) 和 wv(M2) 之 间 的 相关 系数 。 所 以 涨 落 的 
关联 函数 在 相应 的 关联 函数 为 零 时 变 为 零 。 自 然 的 是 假设 对 于 任意 流体 
动力 学 变量 v 或 变量 v 和 的 对 ，v(2) 和 vw(W2) 之 间或 w(M) 和 uw(WM2) 之 间 的 
统计 关联 [由 相应 的 相关 系数 值 表征 ] 在 点 Mi FM 变 得 相距 无 穷 远 时 〈 在 
空间 上 和 /或 时 间 上 ) 会 无 限 衰减 。 于 是 ， 流 体 动力 学 场 涨 落 的 关联 函数 


4. 流体 动力 学 场 的 EE 


的 一 


个 重要 性 


EMI, 般 来 说 没有 这 


普通 的 关联 函数 一 


在 Ma 和 72? 变 得 无 限 远离 时 总 是 趋向 于 零 。 这 个 事实 定义 了 涨 落 的 关联 函数 


个 性 质 。 


大 家 熟知 ， 对 于 独立 随机 变量 ， 乘 积 的 平均 值 


等 于 单个 因子 平均 值 的 


乘积 。 因 为 在 极其 遥远 的 点 上 的 流体 动力 学 变量 值 


几乎 不 依赖 ， 所 以 阶 等 


于 类 型 的 流体 动力 学 场 〔 在 例如 点 Mi,.…， 


Mn 取 值 ) 的 任意 中 心 矩 在 一 个 点 


无 限 远离 其 他 点 时 趋向 于 零 。 然 而 ， 当 中 心 矩 的 阶 大 于 其 类 型 ， 那 么 这 个 
论断 不 成 立 。 用 完全 相同 的 方式 ， 一 般 来 说 ， 阶 KK > 4 的 中 心 矩 趋向 于 零 ， 
如 果 它 不 是 一 点 ， 而 是 无 穷 远离 其 他 点 的 一 组 点 。 同 时 ， 例 如 当 一 般 中 心 
和 矩 是 四 阶 的 ， 不 难 验证 


bpuvw Mı, Mp, Ms, Ma) oad bpu( Mi, M2) byw (Ms, Ma) ve. by (My, M3) buw (Ma, Ma) 


—bpw(Mi, Ma)bw (Mo, M3) = Spuwvw( Mi, Mə, Ms, Ma) 


(4.21) 


在 点 Mi, Mz, Ms, Ma 位 置 的 变化 使 得 至 少 两 点 间距 离 变 得 无 穷 大 时 趋向 于 
零 。 可 以 证 明 ， 对 于 任意 其 他 矩 量 〈 中 心 矩 或 普通 的 矩 量 ， 没 有 区 别 ) 我 


们 总 是 可 以 选择 低 阶 矩 的 一 个 组 合 使 得 原始 矩 量 和 这 个 组 合 的 差 在 这 个 窍 
cla a a gray aes cra Ot 〈 见 下 文 小 字 部 分 ) 2 KB 
抢 量 和 特殊 选择 的 低 阶 窍 量 组 合 之 间 的 差 和 4.1 节 中 讨论 的 随机 变量 的 积累 
量 完全 相同 。 文 些 场 的 开 阶 积累 量 〈 或 半 不 变量 ) 。 

使 用 4.1 节 末 给 出 的 积累 量 的 定义 ， 不 难 证 明 消 流 的 流体 动力 学 变量 的 积累 量 实 际 上 确 
实 具有 这 个 性 质 。 让 我 们 考虑 一 个 任意 积累 量 

= AK OF In g(01, 02, ..., ON) 
A ae aa z 007 005? ...005% $05. EONO 
K = kht+...tkn, 
(4.22) 

HH (01, 02, ..., 9N) 是 变量 wi, ue,..,un (一 些 或 者 所 有 可 能 是 相同 的 ) 在 点 Mi, Mo,..., Mn 


(它们 中 的 一 些 可 能 是 相同 的 ) 值 wi (M1), wa (M2), uy 
点 系统 的 变化 使 得 至 少 两 个 点 (例如 ，M; 和 Mj) 之 间 的 距离 变 得 无 穷 大 。 在 此 情形 ， 这 个 
系统 至 少 分 为 两 个 子 系统 ， 第 一 个 系统 的 每 个 点 无 限 远离 第 二 个 系统 中 的 每 个 点 (例如 ， 
把 第 一 个 子 系统 取 为 所 有 距离 Mj 点 无 穷 远 的 点 就 足够 了 ) 。 但 是 因为 随 着 变量 取 值 的 点 2 
间 的 距离 增 大 ， 任 意 两 个 流体 动力 学 变量 之 间 的 统计 滥 流 变 得 无 限 小 ， 所 以 ，N 个 随机 变 
wi (M1),.… un (Mw) 至 少 分 为 两 组 ， 第 一 组 的 变量 最 终 不 依赖 于 第 二 组 的 变量 。 我 们 现 

PK 

天 


ta 


在 使 用 这 个 事实 ， 两 组 统计 不 相关 的 随机 变量 的 特征 函数 等 于 每 组 随机 变量 分 别 的 特征 函 
数 的 乘积 。[ 这 从 这 个 事实 得 到 ， 两 组 不 相关 的 随机 变量 的 多 维 概率 密 


于 方程 (3.13) 


My) 的 特征 函数 。 现 在 令 Mi, Mo,.… 


, MN 


144 


度 等 于 这 两 组 随机 变量 的 概率 密度 的 乘积 。] 所 以 ， 当 一 组 点 Mi, M2,…,MN 如 所 描述 地 变 
Me, PRBLp(O1, 02, ..., On RATA FEA FEAR (1, On) . P(On41,--,On)> Hn < N。 把 
这 个 p(01,02,.…, 0N) 的 表达 式 带 入 方程 (4.22〉 并 考虑 到 对 于 所 有 i，k; > 1， 我 们 展示 了 积 
BE Sky ko...by (M1, M2, ..., Mn)tEM1, M2, ..., MN 点 系统 如 此 变化 时 趋向 于 零 。 


43 ”具有 正 态 概率 分 布 的 随机 场 〈 高 斯 场 ) 


和 随机 变量 类 似 ， 随 机 场 概 率 分 布 的 完全 确定 一 般 来 说 假定 确定 所 有 
可 能 阶 的 所 有 先 量 。 这 方面 唯一 的 例外 是 概率 分 布 存在 一 些 额 外 条 件 的 情 
BS ， 这 使 得 我 们 能 使 用 给 定 的 矩 量 确定 余下 的 。 在 本 小 节 中 我 们 将 考虑 一 
个 特别 但 非常 重要 的 这 种 情形 ， 我 们 可 以 限制 于 仅 寻 找 一 阶 和 二 阶 窍 。 特 
别 地 ， 我 们 考虑 高 斯 场 的 情形 ， 即 它 的 值 的 所 有 概率 分 布 是 多 维 正 态 (或 
高 斯 ) 分 布 。 

o NN 维 概 率 分 布 被 称 为 正 态 (或 高 斯 ) ， 如 果 相 应 的 概 


N 
plui, U2, ..., UN) = C exp l-; > gjk(uj — aj) (uk — w) . (4.23) 


jk=1 


X Hajj = 1,.…, NN 是 任意 实 常 数 ，gjx,j,k = 1,.…,N 是 使 得 ||gjx|| 为 正定 
EE TERDEE RKA, eN Djegie > 0) 的 实 常 
数 ，C 是 常数 ， 由 这 个 条 件 确定 


的 了 了 = 3 Ijk (uj—aj)(uk—ak) 
C 1 ses | e a= du1...duy = 1 (4.24) 
(不 难 验证 C = G12/(27)!2， 其 中 G = |gjk = detllgi||) 。 


方程 (4.23) 上 人 分布 的 一 阶 和 二 阶 矩 简单 地 相 
联系 。 实 际 上 ， 把 方程 (4.23) 带 入 方程 (4.1) 和 (4.2) 容易 证 明 


Giz 
G ? 
其 中 ， 和 前 面 一 样 ，G = |lgjsl| 和 Gj = ZLRTWNGH ERIR T 
R ATER o F boa EEE o BAFE (4.25) 我 们 也 得 到 分 布 


Uj = aj, bjk = (uj — Uj) (Uk — Uk) = aa 


一 般 来 说 ， 我 们 也 可 以 考虑 lloiull 仅 是 一 个 非 负 和 矩阵 的 情形 ， 即 
当 》 gjkcjck 对 c1,.…, cn 的 某 些 非 负 值 变 为 零 。 在 此 情形 ， 只 需要 考虑 随机 变量 wa， ,UN 是 
线性 相关 的 ， 密 度 为 《4.23) 的 概率 分 布 完全 集中 在 N 维 空间 中 维 数 小 于 N 的 某 个 线性 子 空 
间 中 。 这 样 的 概率 分 布 被 称 为 退化 的 《或 不 恰当 的 ) 正 态 分 布 。 但 是 我 们 对 它们 不 感 兴趣 。 


4. 流体 动力 学 场 的 矩 量 


(4.23) 的 普通 


GEF Ù) 二 阶 矩 的 一 个 表达 式 ; 


Gik 
G 


Bjk = UjUk = 十 ajak. (4.26) 


我 们 看 到 对 于 正 态 概率 分 布 ， 一 阶 和 二 阶 矩 完全 定义 了 概率 密度 。 


因此 ， 它 们 通常 定义 了 相应 随机 变量 的 所 有 统计 特征 ， 特 别 是 所 有 高 阶 


和 矩 。 因 为 任意 阶 普通 的 〈 非 中 心 ) 矩 可 以 简 蛙 地 用 中 心 窍 和 平均 值 表 示 ， 


所 以 这 里 仅 考 虑 中 心 高 阶 和 矩 的 演化 问题 就 足够 了 。 不 难看 到 正 态 分 布 的 
所 有 奇数 阶 的 中 心 抵 等于零 。 对 于 偶数 阶 的 中 心 矩 ， 它 们 可 以 借助 Tsserlis 


(1918) 推 导 的 一 般 规 则 计算 。 根 据 这 个 规则 ， 如 果 wl,za,…,oK 是 2 开 个 任 


意 随 机 变量 〈 其 中 一 些 可 能 是 相同 的 ) ， 有 具有 平均 值 为 零 的 联合 正 态 概 率 


分 布 ， 那 么 


W1W9...Wak = > Wii Wig * Wig Wig--Wigg_1Wiaks (4.27) 


其 中 右边 的 求 和 被 扩展 到 2 天 个 指标 1, 2, ..., 2K 所 有 可 能 的 划分 ，(i1,i2), (i3, t4), 
难 计算 方程 (4.27) 右边 项 的 数量 等 于 如 由 = 1.3.5...(2K — 1]。 所 以 ， 
Iki + k2 +... + ky = 2K 


Oki ka...kN = (u1 = UT)! (u2 a uz) *2...(uN = EN) = Se Diz ig Dizig---Digk_riek» 


(4.28) 


其 中 因子 朵 具有 和 方程 〈4.25) 中 同样 的 意义 ， 右 边 的 求 和 是 对 2 天 个 


指标 1, 1, …, 1; 2， 


2,...,2;...; 和 N,N,...,N (1 重复 后 次 ，.…，N 重 复 Ew 次 ) 的 所 


4 (2K)!/2* K! 
特别 地 


Kad CSS AK (i1, i2), (i3, i4), -o (i2K-1,i2K)) 进行 的 。 


bi111 = (u1 — Uz) (U2 — U2) (u3 — Uz) (u4 — Ua) = b12b34 + b13b24 + b14b23, 


而 六 阶 中 心 矩 由 


(4.29) 
15 项 组 成 ， 等 等 。 给 出 这 个 一 般 规 则 的 方法 如 下 所 示 。 


比较 方程 (4.6) 和 (4.29) 得 到 ， 对 于 正 态 分 布 S1111 = 0。 可 以 证 


明 ， 这 个 结果 有 个 非常 一 般 的 特征 ， 任 意 多 维 高 斯 分 布 的 所 有 阶 K > 3 的 


职 累 量 恒 等 于 零 LFX) o 


我 们 注意 到 ， 随 机 矢量 w = (ww2,…,uwN) 的 概率 分 布 的 正 态 性 是 特殊 


选择 的 坐标 系统 的 独立 性 质 。 这 直接 源 自 这 个 事实 ， 正 态 分 布 的 随机 变量 


的 任意 线性 组 合 也 具有 正 态 概率 分 布 。 
现在 让 我 们 转向 高 斯 随机 场 u(M) 或 u(M) = {ui(M),., un(M)}， 


其 任意 有 限 数量 值 的 概率 分 布 都 是 正 态 的 。 如 我 们 上 面 所 示 ， 这 些 


SaS (i2K-1, izK)[ 个 
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场 完 整 的 统计 确定 简化 为 确定 它们 的 平均 值 和 相关 函数 。 所 有 其 他 
和 矩 量 可 以 从 方程 (4.28) 以 及 奇数 阶 的 中 心 矩 必然 严格 等 于 零 的 事实 
得 到 。 必 须 注意 的 是 ， 对 于 任意 具有 前 两 阶 有 限 矩 量 的 (一 维 或 多 
随机 场 ， 总 是 可 以 选择 具有 相同 平均 值 和 相同 关联 函数 的 高 斯 
。 例 如 ， 对 于 一 维 场 u(M)， 方程 (4.15) 应 用 到 场 的 涨 落 的 关联 函 
对 于 任意 选择 的 点 Mi, M2,..., Mw， 可 以 得 到 一 个 N 维 正 
态 分 布 ， 密 度 为 py Mp...My (U1, U2, +) UN)» 平均 值 为 u(Mi),i = 1,...,N， 
BME Buu(Mj, Mj) = buu( Mi, Mj) + u(Mi)u( Mj). 相应 的 对 所 有 可 能 选择 
点 的 概率 分 布 当然 满足 对 称 性 条 件 (3.1) 和 相 容 性 条 件 〈3.11) ， 即 它们 
将 定义 某 个 头 两 阶 矩 量 和 初始 随机 场 v(AM) 相 同 的 随机 场 。 这 也 将 用 于 多 维 
随机 场 w(M) = {ui(M),…,un(M)} 的 情形 ， 唯 一 的 不 同 是 这 里 必须 使 用 方 
FE (4.19) 而 不 是 方程 (4.15) o ° 因此 ， 在 随机 场 的 近似 研究 中 仅 使 用 一 
阶 和 二 阶 和 矩 的 数据 ， 我 们 总 是 假定 这 些 随 机 场 具有 正 态 概率 分 布 。 之 后 ， 
我 们 将 看 到 消 流 的 流体 动力 学 变量 随机 场 实际 上 通常 在 很 多 方面 接近 高 斯 
场 。 我 们 会 经 常 使 用 这 个 事实 。 
在 正 态 速 度 分 布 的 研究 中 非常 方便 的 是 使 用 特征 函数 。 不 难 证 明 在 概率 密度 (4.23) 
的 情形 


N N 
1 
p(01, 02, «.., On y= j- Ue FONUN) pl, ...,Un)dur...dun = exp 4 i X ark- 5 > bjr0;0k 


k=1 j,k=1 
(4.30) 

其 中 常数 a; 和 bjk 和 方程 (4.25) 中 相同 [推导 这 个 方程 时 方便 的 是 将 方程 〈4.23) 指数 中 的 

二 次 型 约 化 到 主轴 。]。 所 以 正 态 分 布 的 特征 函数 具有 变量 01, 02,.…, 9N 的 二 阶 多 项 式 ( 常 数 

项 为 零 ) 的 指数 函数 形式 。 首 命题 也 是 对 的 ， 即 总 有 一 个 方程 (4.23〉 形式 的 概率 密度 对 应 

于 这 样 的 特征 函数 。' 

由 方程 (4.30〉 得 到 ， 高 斯 分 布 的 一 阶 和 二 阶 积累 量 分 别 等 于 常数 aj,j =1,..., N 和 by;, j,k = 

.., 入， 而 所 有 高 阶 积累 量 恒 等 于 零 。 此 外 ， 容 易 从 这 个 方程 得 到 计算 偶数 阶 中 心 矩 的 一 

般 规 则 。 为 此 ， 我 们 必须 使 用 一 般 方程 (4.9) ， 其 中 替代 gp(01,.…, 0N ) 必 须 带 入 函数 


1 N 
exp mg 2 nit 


首先 将 其 展开 为 6,, ,gw 的 宕 级 数 。 
特征 函数 方法 使 我 们 可 以 给 出 简单 证 明 这 个 事实 ， 具 有 正 态 概率 分 布 的 随机 变量 的 任 
意 线性 组 合 也 具有 正 态 分 布 。 实 际 上 ， 如 果 w = D kunj = 1 M, ERv, arf 


js 


9 因为 在 此 情形 我 们 仅 使 用 关联 函数 的 性 质 (4.15) 和 (4.19) ， 可 以 得 到 任意 具有 这 些 
TEM HIR Buu (Mi, Mo) 或 函数 系统 Bj (M1, M2) 是 某 个 (一 维 或 多 维 ) 随机 场 的 关联 函 
数 


Ox BRE, JE (4.30) 也 包含 了 简 并 正 态 分 布 的 特征 函数 。 在 此 情形 ||bjx|| 不 是 正定 
W, MARIE EM. RAB, WH 430) 形式 的 函数 可 以 是 某 个 概率 分 布 的 特 
征 函 数 ， 仪 当 ||bjx|| 是 一 个 非 负 定 和 矩阵， 所 以 特征 函数 仅 对 ( 非 负 定 或 简 并 〉 正 态 分 布 取 
(4.30) 形式 。 


4. 流体 动力 学 场 的 j= 


特征 函数 显然 等 于 


M /N N /M M 
Pw) (01,..., 0M) = exp p (>: cx] s) = 03 区 ents) “| = 人 cj10;,... Lent 上 

j=l \k=1 k=1 \j=1 j=l 

(4.31) 

其 中 (01,..., 9N) 是 wi,…, un 的 特征 函数 。 所 以 ， 如 果 gp(01,.…, 09N) 由 方程 (4.30) 给 出 ， 那 
Ag) (01, .., 0M) 也 是 变量 91,.…., 0m 的 二 次 多 项 式 的 指数 函数 。 特 别 地 ， 对 于 v1,.…, vm 概率 
分 布 的 完整 说 明 ， 只 需要 确定 它们 的 一 阶 和 二 阶 矩 ， 这 容易 从 w, ,wx 的 一 阶 矩 和 二 阶 窍 
得 到 。 


这 使 得 我 们 可 以 写 出 任意 高 斯 随机 函数 显 式 形式 的 特征 泛 函 。 首 先 ， 让 我 们 考虑 单 变 
量 z 的 随机 函数 w(z)， 定 义 在 区 间 a < x < b。 根 据 方程 (3.21) ， 这 个 函数 的 特征 泛 函 等 于 
有 机 变量 


‘AD 


=m | | 


b 
ulla) = f uaia 
的 特征 函数 的 值 ， 这 个 函数 的 宗 量 等 于 1。 但 如 果 任 意 函 数 w(z) 值 的 概率 分 布 是 正 态 分 布 ， 
那么 积分 wu[0(zx)] 的 所 有 近似 求 和 【随机 变量 u(xx),a < zi < za < … < an < 5b 的 线性 组 
合 ) 具有 正 态 概率 分 布 。 所 以 积分 u[0(z)] 也 是 一 个 具 正 态 分 布 的 随机 变量 。 所 以 ， 为 了 
找到 [6(z)] 的 显 式 方程 ， 只 需要 找到 随机 变量 vw[6(z)] 的 头 两 阶 矩 。 这 两 个 矩 量 满足 方程 


u[b(z)] = / 6(x)u(x)da = j 0(z)u(z)dz， (4.32) 
rome = /oo (11)0(x2)u(x1)u(ar2)daidx2 = f few (x1)0(x2)B(x1, x2)dzıdz2. 
(4.33) 
所 以 
{ul6(x)]}? 一 x)|} = [fe £1)0(x2)b(x1, x2)dzıdz2, (4.34) 


中 b(z1, x2) 是 随机 函数 u(x) 涨 落 的 关联 函数 。 把 随机 变量 wl0(x)] 的 矩 量 (4.32) A (4.34) 
N = 1 的 方程 (4.30〉 ， 我 们 得 到 


a I 


eee oof) f bz)aajdz — 3 f f neon sinde} (4.35) 


这 是 Kolmogorov (1935) 讨 论 特 征 泛 函 的 第 一 个 工作 中 给 出 的 高 斯 随机 函数 的 特征 泛 
函 的 一 般 表 达 式 。 类 似 地 ， 高 斯 随机 场 w(M)[ 或 w(CM) = {u1(M),..., ww (M)} RE MEI 
Kopo (MD) ..., Ov (MEF 


y[6(M)] = exp {i f oona \dM — 5 ff oy, mamam} (4.36) 
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或 


y[01(M), ..., ON on-eo [Sao 


j,k=1 


(4.37) 


自然 地 ， 在 所 有 情形 ， 它 由 相应 的 平均 值 和 关联 函数 唯一 定义 。 


4.4 根据 特征 泛 函 确定 随机 场 的 矩 量 和 积累 量 


羽 为 特征 泛 函 含有 随机 场 的 完整 统计 特征 ， 所 以 它 显 然 定 义 了 这 个 场 的 所 有 和 拢 量 和 
累 量 。 我 们 现在 推导 联系 矩 量 和 积累 量 与 泛 函 olb] 的 显 式 方程 。 于 是 我 们 得 到 了 和 有 限 多 
有 关 的 方程 (4.9) 和 (4.11) 的 自然 推广 。 

再 一 次 ， 我 们 从 考虑 单 变 量 随 机 函数 w(zj,a < x < 开始。 因为 ， 如 我 们 所 知 ， 随 机 
矢量 w = {ui,…,uwvl} 的 矩 量 和 积累 量 用 相应 特征 函数 pzi(0,…,bw) 的 偏 导 数 表 示 ， 首 先 ， 
我 们 必须 推广 导数 的 概率 到 无 穷 多 变量 函数 〈 即 函数 0(z) 的 泛 函 eolb(z)]) MME. RIIE 
忆 在 有 限 情形 ， 函 数 p(01,.…,9N) = 2(0) 被 称 为 在 点 00 = {09,.…, 0} 可 微 ， 如 果 它 对 于 宗 
量 值 小 的 变化 d9 = {d01,.…, d9N} 的 增 量 dy = 2(60 + dd) — p(0°) 可 以 写 为 


Ge Sa 


N 
= > AndO, 十 olldgi 
k=1 


+... + [dx |) 


《 即 精 确 到 高 阶 修正 ， 它 线性 依赖 于 db) 。 此 外 ， 仿 FEED H E 量 qp 中 线性 
部 分 dpk 的 系数 4x， 故 而 


dy x X` oP Ah. 
类 似 地 ， 我 们 说 泛 函 [0(z)] 对 9 = bo(z) 可 微 ， 如 果 在 go(z) 加 上 小 的 增 量 56(z)， 泛 函 增 
量 6@[bo(z)] 的 主要 部 分 线性 依赖 于 50(z) 


Mn 


b 


5[0o(«)] = Plolz) + 60(x)] — BlOo(z = fae 2)60(x)da +o fi jar (4.38) 


a 


《 换 句 话说 ， 如 果 存在 导数 gog ole) = jy Pleo) + Nbu()ll=o， 可 以 写 为 gog[bo(zj] = 


fA) zj)dz) 。 在 此 情形 ， 函 数 4(z) 在 点 z = zi 的 值 被 称 为 B[90(z)] 在 x = ri XtO(x) 
P 考虑 到 A(zx) 是 增 量 8B[9o(zx)] 线 性 部 分 中 50(z)dz 的 系数 ， 方 便 的 是 采用 符号 
6B[0 
oe = A(z) (4.39) 
作为 泛 函 导数 。 这 个 符号 强度 了 泛 函 导数 是 一 个 双 极限 
b®[Ao(x)] _ lim ®[60(x) + 60(x)] — ®[40(2)] 
d0(x)dxz ~ |56(x)|-+0,Az—0 Jaa 00(z)dz i 


其 中 50(z) 现 在 表示 一 个 仅 在 点 z 附 近 长 度 Az 的 小 区 间 内 不 为 零 的 函数 。 泛 函 @[b(z)] 可 微 的 
要 求 对 这 个 泛 函 施加 了 某 些 限制 ， 函 数 0(z) 在 固定 点 z = zo 的 值 6(zo) 这 样 简单 的 泛 函 不 满 


M)dM — s/f 3 0;(M1)0k(M2)bjk (Mı, M2)dMıdM2 


4. 流体 动力 学 场 的 j= 


足 。 可 微 泛 函 最 简单 的 例子 是 


(4.40) 


在 方程 〈4.40) H, ZRF 数 呈 加 守 不 依赖 于 函数 g(z) 在 取 导 数 的 地 方 的 值 。 然而 ， 
一 般 来 说 ， 不 一 定 是 这 样 的 ， 所 以 更 正确 的 是 把 方程 (4.38) 和 (4.39) 写成 


5[60(x)] 


6B[00(7z)| ~ f Alo ():21]60(e1)aan, Saja. 


= A[6o(x); x1]. 


所 以 泛 函 B®[9(z)] 的 泛 函 导数 还 是 9(x) 的 泛 函 ， 仍 然 依赖 于 作为 一 个 参数 的 点 z1。 于 是 ， 这 
个 泛 函 导数 具有 双 类 型 的 导数 。 它 可 以 以 通常 的 方式 对 zi 求 导 ， 也 可 以 在 点 z = z2 对 9(z) 求 
泛 函 导数 ， 这 是 原始 泛 函 B[0(z)] 的 二 阶 泛 函 导数 : 


6 | 6B[0(7)] | 四 6° ®[6(x)] 
60(x2)dx2 60(x1)dax1 60(21)d2160(x2)dx2" 


(4.41) 


二 阶 泛 函 导数 是 一 个 泛 函 4[b(z); z1, x2]， 依 赖 于 点 x1 和 x2。 然 而 ， 这 个 泛 函 不 是 任意 的 ， 
满足 对 称 性 条 件 4[6(z); £1, v2] = AlO (£); x2, x1]， 这 来 自 容易 证 明 的 恒等式 


62B[0(z)] 7 5° &[0(2)| 


50(a1)da100(x2)dax2 60(x2)dr260(71)dz1 ` (4.42) 

二 阶 可 微 泛 函 最 简单 的 一 个 例子 是 
b b 
wal= f fat x, 2’) \dadz’, 

在 此 情形 ， 容 易 验 证 

b b 

0 HEC z)g(z azaz | 
50(x1)da150(x2) dey = 4(zl £2) + A(x2, 21). (4.43) 


更 高 阶 的 泛 函 导 数 以 类 似 的 方式 定义 。m 阶 泛 函 导 数 


6" BIO(7)] 
60(x1)dx,...60(rn)dan 


ORFE) 是 b(z) 的 泛 函 ， 依 赖 于 mn 个 点 zl, Eno 
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SS 


(3.21) 给 出 的 随机 函数 u(x) 的 特征 泛 函 。 在 此 情 


i f uoe) + sco | 
h=0 


a 


Sifune ff uoma J 


a 


MESSET 


do®[O(x)] = 2 {o> 


所 以 有 


《因为 平均 和 求 导 是 可 交换 的 操作 ) 。 


(4.44) 


类 似 地 ， 我 们 可 以 得 到 更 一 般 的 方程 


J ea, (4.45) 


6"@[g(z]] Uke 
MEd. aeaa ne | 


a 


这 表明 
ee ae ae eet ð” B®[0(z)] 
Sly) Aen) =k) 60(x1)da1...60(2n)dan 


(4.46) 


Bu...u(z1, e. Ln) 
0(x)=0 


储 情 形 的 推广 。 


方程 〈4.46) 是 方程 〈4.9) IERA 


[6(z)] 和 更 [0(z)] = [61 (x), ,ONw(z)] 的 
] 被 称 为 《对 于 给 定 函数 g(z) = 


依赖 于 多 维 空间 点 z 《标量 或 矢量 ) 函数 的 泛 函 更 
sae ee ear ee 所 以 ， 例 如 ， 泛 函 更 [bz 


oe 9w(z)} 值 )》 对 0;(z) 可 微 的 ， 如 果 方程 


a 
gg 2E), biz) + h0? (x), ..., ON (£)] eo J Al0(2), 2110? (edn (4.47) 


要 部 分 线性 依赖 于 60;(z)。 


ay 


成 立 ， 即 如 果 对 于 函数 bi(z) 相 当 小 的 变化 60i(z)， 更 [9(z)] 增 量 的 


在 此 情形 ， 依 赖 于 点 zi 作为 参数 的 泛 函 


Ah 一 有 (4.48) 


你 为 @[g(z]] 在 点 z = za 对 bi(z) 的 泛 函 导 数 〈 或 者 更 精确 地 说 ， 泛 函 偏 导 数 ) 。 换 名 话说， 


这 个 导数 可 以 定义 为 极限 


lim 亚 [0(z) + 6,0(x)] — ®[0(z)] 
|5;0(x)—+0,Ax1—0 ee 5;0(x) 
不 为 零 ， 仅 在 点 z 的 一 个 小 邻 域 Azi 中 不 为 零 。 泛 函 


(a) 进行 ， 于 是 我 们 得 到 一 阶 泛 函 导数 


? 


并 


中 6i0(z) 是 矢量 函数 
导数 (4.48) 可 以 对 9; 


o T Aule) Ena, (4.49) 


4. 流体 动力 学 场 的 j= 


依赖 于 点 对 zl 和 zz， 满 足 条 件 


56°B[9(z)] s 5626[g(z] 
6bi(zi)dzl6b(zajdza 60; (x2)da260;(a1)da1 ` (4.50) 


高 阶 泛 函 导数 


0 9[O(z)] 
603, (x1)dz1...80in (Zn)dzZn 
类 似 地 定义 。 如 果 @[g(z| 取 为 N 维 随机 场 utz) = {u (a), un (z)} 的 特征 泛 函 (3.27) ， 
那么 通过 完全 类 似 与 方程 (4.46) 推导 的 过 程 ， 我 们 得 到 方程 


ey ATS TR ER 6B[0(7)] 
Ba (€1, +) En) = Ui, Ei je (Ln) = (=i) de 0 re 


(4.51) 
9(z)=0 


(我 们 注意 到 这 里 泛 函 导数 的 性 质 (4.50〉 变 成 了 熟知 的 关联 函数 的 性 质 (4.18) ) 。 
随机 场 w(z) = {ui (x), un (7X)} 的 积累 量 现 在 借助 下 面 的 方程 定义 : 


H 6” In ®[6(x)] 
603, (v1)d21...60;,, (an)dan 


(4.52) 
6(x)=0 


SH (@ Sy) =( i) 


其 中 下 [0(z)] 是 场 的 特征 泛 函 。 容 易 看 到 


Sij (£1, £2) = 


; 6 ui a1) exp [i [XS vo(2)9o(x )dz] 
= Ui j — Ui j = bij (£1, 

“50(za)dzz fein exp [i f X ua(£)ba(£)dx] | gz)=-0 人 

WRU, Siin (£1, o zn) 恒 等于 变量 wi (x1),…, Uin (xn) 系统 的 积累 量 ， 借 助 方 

FE (4.11) 用 特征 函数 定义 。 由 方程 (4.52) 容易 得 到 积累 量 的 所 有 性 质 [例如 ， 泛 函 导 数 的 

性 质 (4.50) 意味 着 涨 落 的 关联 函数 必须 有 和 普通 关联 函数 相同 的 性 质 (4.18) ]。 


对 于 具有 所 有 阶 泛 函 导数 的 泛 函 B[9(z)]， 在 某 些 条件 下 我 们 可 以 得 到 泰勒 级 数 展开 


更 [0(z)] = B[0]1 > /we da (a1) day += a Ga) ete, | xy (00 (2)dan drat. 


i=1 j=l 
(4.53) 
在 随机 场 w(z) 特 征 泛 函 的 情形 ， 这 个 展开 变 为 所 有 可 能 阶 关 联 函 数 的 展开 
N 
BI0(z)] = 14i | wn)de — 
j=1 
1 N N 
= Bjk(£1, £2)0;(£1)0k(x2)dzrıdxr2 + 
a jk 1 2 1)Uk 2 1 2 
tie oN N 
ae pe pa eof Bain (£1, tala (£1)... 
n! 
bin (@n)dx1...dan+ (4.54) 


可 以 证 明 为 了 使 方程 (4.54) 右边 的 级 数 收敛， 充分 和 必要 条 件 是 第 mn 项 在 mn -oo 时 趋向 
于 零 。 如 果 我 们 把 这 个 级 数 在 某 个 有 限 数量 的 项 截断 ， 对 于 余下 的 项 我 们 可 以 得 到 一 个 
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类 似 于 通常 泰勒 级 数 余 项 的 估计 [ 见 Novikov (1964)]。 然 而 ， 我 们 注意 到 ， 如 果 我 们 简单 
地 将 泛 函 @[6(z)] 的 展开 (4.54) 在 任意 有 限 数量 的 项 截断 ， 不 考虑 余 项 ， 那 么 我 们 得 到 
个 具有 特征 泛 函 性 质 〈3.24) 的 泛 函 ， 但 它 一 定 没 有 必要 性 质 〈3.25) 。 实 际 上 这 甚至 
可 以 从 这 个 事实 得 到 ， 等 于 方程 (4.54) 右边 有 限 数量 项 的 和 的 泛 函 不 满足 简单 的 不 等 
RISP] < 1， 这 是 从 n = 2 的 不 等 式 (3.25) 得 到 的 《也 可 以 从 特征 泛 函 更 [0(z 
(3.277) 得 到 ) 。 所 以 ， 假 设 某 个 随机 场 阶 数 高 于 某 个 给 定 的 KK 的 所 有 和 矩 量 都 恒 等 于 零 
RIE (reductio ad absurdum) ， 和 概率 总 是 小 于 等 于 一 的 条 件 矛 盾 。 
从 这 个 观点 看 ， 特 征 泛 函 更 [9(z)] 对 数 的 泰勒 展开 的 应 用 更 令 人 满意 ， 即 更 [6(z)] 这 种 
式 的 表示 


mm 


SS 


N N 
1 
z Da bjr (£1, ©2)0; (U1) On (2)daidar2 + 
k= 


ABS fio f Sessler tales 
bin (@n)da1...dan +...}. (4.55) 


如 果 我 们 在 有 限 项 后 截断 方程 (4.55), BARMEEI-MZR, MENTE (3.24) , 
而 且 满 足 特征 泛 函 的 必要 条 件 |B[9(x)] < _ 1。 此外， 如 果 我 们 仅 限 于 方程 (4.55) A 
边 0;(x) 的 线性 项 和 二 次 项 ， 那 么 我 们 得 到 一 定 为 某 个 随机 场 特征 泛 函 的 泛 函 ， 例 如 一 阶 和 
二 阶 矩 等 于 初始 场 w(z) 的 一 阶 和 二 阶 和 矩 的 高 斯 随机 场 [参见 方程 〈4.37) ]。 然 而 ， 如 果 我 们 
也 考虑 表达 式 (4.55) 中 90;(x) 的 三 阶 项 ， 即 如 果 我 们 令 


Pi) = ahiz j u;(x)0;(«)de 
shy jk (1, £2)0; (21) Ox (w2)daidar2— 


EEDD | J J imen eate nd), (4.56) 


或 者 如 果 我 们 在 比 0;(z) 二 阶 项 更 高 阶 的 有 限 数量 的 项 之 后 截断 级 数 〈4.55) ， 那 么 我 们 得 
到 一 个 满足 方程 (3.24) 和 条 件 | 更 [6(z)] < 1 的 泛 函 ， 但 是 一 般 来 说 它 不 满足 特征 泛 函 的 必 
要 性 质 〈3.25) 。 所 以 ， 如 果 我 们 假设 场 u(zx) 所 有 高 于 K > 4 阶 的 积累 量 都 等 于 零 ， 我 们 也 
最 终 得 到 和 概率 分 布 性 质 的 一 个 矛盾 [例如 ， 和 概率 非 负 的 事实 (由 此 得 到 条 件 (3.25) ) 
矛盾 ]。 在 本 书 第 2 卷 中 我 们 将 偶尔 回 到 这 个 事实 。 


4.5 ”平稳 随机 函数 

现在 让 我 们 回 到 这 个 重要 的 问题 (参考 3.3 节 ) ， 在 什么 条 件 下 随机 
场 u(z,t) 的 时 间 和 空间 平均 会 在 平均 区 间 变 得 无 穷 大 时 收敛 到 概率 平均 值 。 
我 们 会 得 到 一 些 特 殊 类 型 的 这 种 场 ， 对 于 应 流 理论 来 说 特别 有 趣 。 


4. 流体 动力 学 场 的 EE 


AY AM, HERRIEN. FÆ, Hule, t) Mal MOGI 
有 意义 ， 我 们 仅 考 虑 单 变量 t 的 函数 u(t)。 我 们 对 随机 量 
T/2 


in(t) = 7 f nasede (4.57) 


-T/2 


dq 


在 > coll CMB (t) AI ARE BRK A E E AS Ws EAR EE SE 
极其 简单 。 对 于 任意 有 界 函 数 u(t)， 差 


T/2 T/2 
ona = H f Weir f Kasne 


T/2 _T/2 
—T/2+t1 T/2+t1 
1 
= 7 f u(s)ds 一 f u(s)ds 
—T/2+t T/2+t 


(4.58) 


ET co 时 变 得 无 限 小 〔 其 中 t 和 如 是 固定 的 数 〈 例 如 , >D). 
F Alure Märt ET > co 的 极限 [如 果 存 在 ] 必 须 变 得 相当 ， 即 定义 
为 lim zi 的 的 w( 的 的 时 间 平均 必须 不 依赖 于 t。 同 时 ， 概 率 平均 WO 一般 来 说 
是 的 函数 。 于 是 ， 为 了 使 这 两 个 平均 相等 ， 必 须 满足 下 面 的 条 件 : 


Hi 


u(t) =U =% (4.59) 


) 在 一 些 点 的 值 的 其 


这 个 情形 类 似 于 时 间 平 均 用 于 确定 高 阶 和 矩 和 w(t 
1) = u(t)u(t + s)[ 其 中 假 
ult,t 


他 函数 。 所 以 例如， 如果 我 们 使 用 乘积 u(t)u(t 
设 s = t — tala] (对 t) 的 时 间 平 均 确定 关联 函数 B 


1)， 我 们 得 到 
T/2 
Bolt ti) = Jim 7 f i (4.60) 
_T/2 


它 仅 依赖 于 s = t1—t, MERRITT. ADA, ERKKA Bn (tr, to) 


PT BR ANTIK EK Co BEL AR at FD MC SE, PBR A a E RE RE LB A.T IP 
头 ) 。 
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于 概率 平均 u(t1)u(t2) = Buulti, t2) MA 


Bult, t2) = Buu(te = tı). (4.61) 


通过 完全 相同 的 方式 ， 为 了 使 N 阶 矩 Bu l(t1,t2,.…,tN) 可 以 借助 时 间 平 均 
定义 ， 这 个 矩 量 必须 仅 依 赖 于 入 一 1 个 差 t 一 ti1,...,tnw — ti: 


TO] 


Buu..ulti, hiasi tn) = Buu...ult2 — ti, ... tN 一 tı). (4.62) 


RA, MARNE Rul), ulta), utn) HIHA H fE PR B F E 
WPR, ASA PAT ULE Fut ENLA FERN Mt, to. tuo NYE 
MRE pat. tulun U2, UN) FR RENT E Zt, to, tuo MAIK H 
TN -1424t2-t1,.,tv—t BEM eR 


Ptita...ty (U1, ua UN) = Ptith,to+h,..tythlU1, Ws UN) 


= Pty—ty,...,tw—ty (U1, U2,- UN) 


(4.63) 


其 中 h 是 任意 实数 。 条 件 (4.63) 极其 一 般 ， 特 别 地 ， 条 件 (4.59) 、 
(4.61) #l (4.62) 从 它 得 来 。 我 们 进一步 注意 到 在 v( 轨 高 斯 随机 函数 的 
特殊 情形 ， 一 般 的 方程 (4.62) 和 (4.63) 从 方程 (4.59) 和 (4.61) 得 
到 。 


所 以 我 们 得 到 了 一 类 特殊 的 时 间 随 机 函数 ， 所 有 所 谓 概 率 密度 满足 方 
Fe (4.63) ， 即 它们 在 一 组 点 在 任意 时 间 间 隔 h 移 动 时 保持 不 变 。 这 种 随 
机 函数 通常 在 最 广泛 应 用 的 问题 中 遇 到 。 它 们 被 称 为 平稳 随机 函数 或 平 
稳 随 机 过 程 〈《 因 为 时 间 随 机 函数 在 科学 文献 中 经 常 被 称 为 随机 过 程 ) 。 很 
多 特殊 的 专著 或 一 般 专 著 中 的 章节 已 经 专门 讲述 了 平稳 随机 过 程 的 数学 理 
论 [ 见 例如 Doob (1953), Loéve (1955)、Yaglom (1962)、Rozanov (1967)]. 
不 过 ， 在 这 一 点 上 我 们 只 谈 和 本 书 主题 有 直接 关系 的 几 点 〈 另 见 第 2 卷 
第 6 章 ) 。 

平稳 条 件 的 物理 意义 非常 清楚 。 它 意味 着 以 函数 u(t) 为 数值 特征 的 物 
理 过 程 是 稳定 的 ， 即 所 有 控制 这 个 过 程 的 条 件 都 是 时 间 无 关 的 。 就 汕 流 
特性 而 言 ， 平 稳 性 条 件 意 味 着 所 讨论 的 汕 流 在 一 般 流体 动力 学 意义 下 是 稳 
定 的 ， 即 即 流动 的 所 有 平均 特征 〈 例 如 ， 平 均 速 度 分 布 ， 平 均 温 度 ) 和 所 
有 外 部 条 件 〈 例 如 ， 外 力 ， 束 缚 流动 的 表面 的 位 置 ) 不 随时 间 变 化 。 以 足 
够 精度 满足 这 个 条 件 的 流动 可 以 相对 简单 地 在 实验 室 中 得 到 的 。 然 而 ， 在 


4. 流体 动力 学 场 的 EE 


9 然 满 流 的 情形 ， 通 常 难以 保证 这 个 流动 所 有 平均 特征 的 不 变性 (特别 地 
在 大 气 满 流 的 情形 如 此 ， 那 里 所 有 变量 的 平均 值 通常 非常 不 稳定 ， 显 然 有 
天 和 年 的 周期 ) 。 然 而 ， 同 样 在 这 里 ， 对 于 相对 短 时 间 内 《例如 ， 几 分 钟 
或 几 十 分 钟 ) 考虑 的 流体 动力 学 变量 值 ， 相 应 的 随机 函数 通常 可 以 认为 是 
平稳 的 。 在 所 有 这 些 情形 ， 流 动 的 变量 的 概率 平均 通常 可 以 由 时 间 平 均 得 
到 。 为 此 ， 在 一 co 时 的 时 间 平 均 必 须 收 敛 到 概率 平均 并 且 在 这 个 过 程 可 
以 假设 为 平稳 的 时 间 T 内 取 的 平均 就 和 了 一 co 的 极限 足够 接近 了 。 

在 平稳 满 流 中 的 一 些 点 的 任意 流体 动力 学 变量 的 值 或 者 一 些 这 种 变 
量 在 一 个 或 几 个 点 的 值 为 我 们 提供 了 多 维 平 稳 随 机 过 程 ， 例 如 ， 矢 量 
PR u(t) = {ur(t),...,Un(t)}, H FERE MN uj, (t1), wi, (ta), wwv(tv)， 
MRE BE TE ATG IN Alley, to, ..., trv AT SY EY E E BET RENE. EU TS 
形 ， 函 数 wj(t) 的 所 有 联合 矩 仅 依赖 于 相应 时 刻 的 差 [| 例如， 所 有 交叉 相关 也 
数 Bjp(t1,t2) = wj(t1)wg(t2) 仅 依赖 于 7 = (to 一刀)]。 很 明显 ， 如 果 依 赖 于 一 
些 时 间 函 数值 的 统计 特征 可 以 通过 时 间 平 均 的 方法 得 到 ， 那 么 这 些 随机 也 
数 的 集合 一 定 构 成 一 个 多 维 平稳 过 程 。 在 相反 的 情形 ， 通 过 时 间 平 均 得 到 
的 特征 依赖 的 变量 数目 会 小 于 相应 的 概率 平均 。 


4.6 ”均匀 随机 场 


在 研究 平稳 随机 过 程 函 数 的 时 间 平 均 收 敛 到 相应 的 概率 平均 所 需 条 件 
之 前 ， 我 们 将 简单 考虑 ， 如 果 我 们 进行 空间 平均 而 不 是 时 间 平 均 ， 讨 论 中 
所 必须 进行 的 改变 。 当 然 ， 这 里 我 们 必须 考虑 点 Z = (21, £2, 03) BENUA 
数 w(z)， 即 三 维 空间 中 的 随机 场 。 这 些 场 的 空间 平均 可 以 定义 为 


4/2 B/2 C/2 


24.B,C(Z a f Í f ue + €1, £2 + Ẹ2, £3 + £3)dé1dé2dé3. 


—A/2—B/2—C/2 


(4.64) 
我 们 必须 确定 &4B e(r) ÆA 一 00,B > 00,C > œ (或 至 少 一 个 这 种 极限 
过 程 下 ) 以 某 种 确定 方式 趋向 于 概率 平均 v(z) 的 条 件 。 为 此 ， 我 们 首先 要 
求 满足 类 似 方程 〈4.59) 的 一 个 条 件 : 


u(x) =U = 常量 ， (4.65) 


即 概率 平均 在 所 有 空间 点 相同 。 通 过 完全 相同 的 方法 有 可 能 借助 空间 平均 
定 关 联 函 数 vw(ziju(z?) = Bu(z1,22)， 于 是 在 每 个 情形 这 个 函数 必须 只 


= 
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依赖 于 其 宗 量 的 矢量 差 : 


Buu(zZl,z2) = Buu(za — £1). (4.66) 


最 终 ， 如 果 场 在 一 些 空间 点 的 值 的 所 有 可 能 函数 的 平均 值 可 以 通过 空间 平 
均 得 到 ， 那 么 对 于 任意 V 和 zl,zo,. ,ZN，Uw(zi),u(zz) wu(zN) 的 Y 维 概 
率 密 度 必 须 只 依赖 于 差 zs 一 z1, .ZN 一 XZ1， 即 它 在 点 21, w2,..., WN 系统 通 
过 加 上 相同 的 矢量 y 进 行 的 任意 平行 移动 保持 不 变 : 


Dz1,72,..., zw (U1, U2,- UN) = Pri+y,z2+y,..., epi as 212) UN) 


= Drzo 一 zl1.， jy a (U1, U2, UN). 


(4.67) 


对 于 高 斯 场 w(z)， 方 程 〈4.67) 从 方程 (4.65) Al (4.66) 得 到 。 满 足 条 件 
(4.67) 的 场 w(z) 称 为 统计 均匀 场 〈 或 简称 均匀 场 ) 。 所 以 ， 如 果 随 机 场 值 
任意 函数 的 空间 平均 要 和 概率 平均 结果 相同 ， 那 么 所 讨论 的 这 个 场 必须 是 
均匀 的 。 当 我 们 考虑 一 些 场 ui (x), wu2(72),.…, un (x) 值 更 一 般 的 函数 时 ， 要 求 
EZA (RÆ) 场 w(z) = fa(z), ,un(z)} 应 该 是 均匀 的 ， 即 场 w(z) 在 任 
意 空 间 点 集合 的 分 量 值 wi (x), .…, un (ZX) 的 所 有 概率 密度 在 这 些 点 平行 相同 的 
矢量 y 时 保持 不 变 。 

就 汕 流 中 流体 动力 学 变量 场 而 言 ， 均 匀 性 假设 总 是 数学 上 的 理想 化 ， 
永远 无 法 满足 。 事 实 上 ， 为 了 能 谈 均 匀 性 ， 流 动 应 该 充满 整个 无 界 空间 ， 
这 个 引用 于 实际 流动 的 假设 总 是 一 种 理想 化 。 进 一 步 ， 我 们 应 该 要 求 这 个 
流动 的 所 有 平均 值 〈 平 均 速度 、 平 均 压 强 和 平均 温度 ) 应 该 在 所 有 空间 中 
为 常量 ， 涨 落 的 统计 性 质 从 一 个 空间 点 到 另 一 个 空间 点 不 变 。 当 然 ， 所 有 
这 些 要 求 只 能 在 某 个 有 限 的 空间 区 域内 以 足够 的 精度 满足 ， 这 个 空间 区 域 
和 宏观 不 均匀 性 的 尺度 相 比 要 小 ， 并 且 离 流动 的 刚性 边界 (或 自由 表面 ) 
足够 远 。 所 以 ， 在 实际 中 ， 我 们 只 能 说 某 个 确定 区 域 中 而 不 能 说 整个 空间 
中 流体 动力 学 场 的 均匀 性 。* 然 而 ， 在 考虑 在 这 样 的 区 域 中 均匀 的 满 流 时 ， 
通常 方便 的 是 把 它 看 作 在 整个 空间 中 完全 均匀 的 满 流 的 一 部 分 。 这 个 假设 
的 价值 在 于 均匀 随机 场 模型 在 数学 上 简单 ， 这 极 大 地 简化 了 理论 分 析 。 所 
以 各 态 历经 定理 [ 即 空间 平均 tap,c(z) 收 敛 到 概率 平均 u(x) 的 定理 ] 可 以 应 
用 于 一 个 仅 在 一 个 有 界 区 域 中 均匀 的 随机 场 ， 只 要 这 个 区 域 的 尺度 足够 大 
(参考 4.5 节 末 稳 态 随机 函数 的 论述 ) 。 


2 如 果 方 程 (4.67) 对 任意 zi, ae,..., ently (zzNizl 十 Y,.… WN 十 9 在 空间 区 
域 G 中 ) 成 立 ， 那 么 随机 场 被 称 为 在 空间 区 域 G 中 是 均匀 的 。 
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人 为 产生 一 个 非常 接近 于 均匀 的 消 流 的 一 个 非常 重要 的 方法 将 在 第 2 卷 
第 7 章 中 讨论 (联系 到 均匀 各 向 同性 漠 流 的 研究 ) 。 这 里 我 们 只 需要 看 到 ， 
除了 在 整个 三 维 空间 中 均匀 的 场 ， 我 们 也 可 以 考虑 仅 在 某 个 平面 《或 沿 茶 
根 轴 ) 均匀 的 场 w(z) = v(zi,z2,z3)， 即 对 某 个 给 定 平面 〈 或 轴 ) 中 的 所 有 
矢量 满足 方程 (4.67) ， 但 一 般 来 说 对 其 他 y 不 满足 方程 (4.67) 。 这 样 一 
个 场 u(z) 在 平行 于 均匀 方向 的 任意 平面 或 线 中 的 值 显然 形成 了 这 个 平面 或 
这 条 线 中 的 均匀 场 。 同 样 自 然 的 是 预期 ， 在 流体 动力 学 场 不 在 整个 空间 均 
匀 而 仅 在 茶 个 平面 (或 沿 某 条 线 ) 均匀 时 ， 空 间 平 均 经 常 也 适用 。 然 而 ， 
el a rn po le rena 
( 即 方 程 (4.64) 中 的 三 重 积分 必须 蔡 换 为 一 个 二 重 积分 或 单一 的 积分 ) 。 

在 很 多 消 流 理论 的 问题 中 ， 我 们 可 以 假设 相应 的 流体 动力 学 场 是 均匀 
的 ， 至 少 在 一 个 方向 是 均匀 的 ， 或 者 它们 是 平稳 的 《或 者 它们 同时 满足 这 
这 些 条 件 ) 。 所 以 ， 如 果 我 们 可 以 证 明 在 均匀 或 平稳 条 件 下 ， 概 率 平均 可 
以 蔡 换 为 时 间或 空 间 平 均 ， 那 么 这 在 实践 上 有 非常 重要 的 意义 。 然 而 ， 实 
际 上 ， 平 稳 性 或 均匀 性 本 身 部 不 足以 保证 时 间或 空间 平均 收敛 到 概率 平均 
{eo 

然而 ， 如 我 们 现在 要 证 明 的 ， 收 敛 的 必要 条 件 具有 非常 一 般 的 特征 。 
于 是 ， 在 应 用 问题 中 ， 几 乎 总 是 可 以 假设 它们 是 被 满足 的 。 


4.7 各 态 历经 定理 


首先 ， 为 了 确定 ， 我 们 仅 讨 论 平稳 随机 过 程 u(t) 和 时 间 平 均 (当然 ， 
把 坐标 t 瞪 换 为 空间 坐标 z:， 完 全 相同 的 讨论 可 以 应 用 于 在 直线 上 均匀 的 
随机 场 w(z)) 。 我 们 先 非 常 清楚 地 定义 随机 变量 ir(t) (由 方程 (4.57) 
定义 ) ET > MAEI 量 v( = U0 的 含义 。 方 便 的 是 考虑 随机 变 
量 杂 在 7 oo 时 收敛 到 极限 UV (一 般 来 说 是 一 个 随机 变量 ) ， 如 果 


lim fir — UP =0. (4.68) 
了 一 co 


根据 切 比 雪夫 不 等 式 


Pllir -U| > e} < MESSE (4.69) 
可 汶 了 验证 这 不 论断 ， 考 虑 平稳 过 程 vb) 的 例子 就 足够 了 ， 其 中 概率 等 于 1， 对 于 任 
Bet, ult) = uO) (故而 这 个 过 程 的 几乎 所 有 实现 都 可 以 用 平行 于 ! 轴 的 直线 代表 )。 
ZE, LAAT TACT. ar) = uO), MALO RABE AG, W TECT 
Mu 二 WO， 必须 有 这 个 函数 wb 的 类 量 不 同 实现 [每 个 都 约 化 为 唯一 的 值 w(O)]。 然 而 ， 
在 应 用 问题 中 ， 这 总 是 被 尖 虑 为 随 宙 变 便 4 二 (ORERE OEN F, ZER 
密度 po tw (u, ua, un) 在 此 情形 不 是 通常 的 函数 ， 而 是 用 狄 拉 交 6 函数 表示 ) 的 一 个 例 
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从 方程 (4.68) 也 可 以 得 到 


lim P{|ap —U| > e} =0, (4.70) 
了 一 co 


nn 
多 小 ， 只 要 所 选择 的 T 值 足 够 大 ) 。 ! 
方程 (4.70〉 为 我们 在 实践 中 使 用 ii 值 而 不 是 0 提供 了 足够 的 理由 ， 其 
中 人 相 对 较 大 。 所 以 剩 下 只 需要 找到 方程 (4.68) 成 立 的 条 件 。 
容易 看 到 方程 《4.68) 左边 〈 其 中 订 是 平稳 随机 过 程 w( 罗 的 时 间 平 均 
(4.57) , THU = u(t) 是 概率 平均 ) 可 以 用 涨 落 ult) 的 关联 函数 


bal?) = [u(t + 7) =U) =U] = Bae" (4.71) 


表示 [ 见 下 面 的 方程 〈4.83) ]。 所 以 方程 〈4.68) 的 正确 性 一 定 由 函数 puw(7) 的 
某 些 性 质 决 定 。 从 应 用 于 满 流 理论 的 观点 来 看 ， 下 面 的 事实 具有 根本 的 重 
要 性 : 如 果 在 7 一 co 时 puu(7) > 0, AbAtir(t)— EAB PTY. AE 
下 面 首先 由 Slutskiy (1938) 证 明 的 一 般 定 理 的 一 个 推论 : 方程 〈4.68) 对 平 
稳 随 机 过 程 w( 娘 得 到 满足 的 充 要 条 件 是 关联 函数 puu(7) 满 足 条 件 


jit 7 f eeoa =o. (4.72) 


IAEE SB AE Fe BL KE ER AS EB, EBLE AS 

小 节 末 给 出 。 很 明显 如 果 在 7 一 co 时 bi(7) 3 0, MARL (4.72) 肯定 

满足 。 所 以 在 此 情形 ,方程 (4.68) 总 是 对 的 。 因 为 总 是 可 以 假设 清流 的 流 

体 动 力学 变量 u(t) 涨 落 的 关联 函数 pu(r) 在 7 一 co 时 趋 于 零 〈 见 上 面 的 4.2 

节 ) ， 所 以 在 满 流 理论 中 我 们 总 是 可 以 从 这 个 事实 出 发 ， 对 于 稳 态 流 ， 任 

意 流体 动力 学 场 的 概率 平均 值 可 以 通过 对 足够 长 的 时 间 区 间 平 均 而 得 到 。 
如 果 bw(7) 随 7 增长 的 减 小 率 为 


buu(T)dT < co， (4.73) 


14 在 概率 论 中 ， 方 程 (4.68) 通常 被 称 为 在 T > oo 时 zr 到 U 的 二 次 平均 收敛 条 件 ， 方 程 
(4.70) 被 称 为 概率 的 收敛 条 件 。 所 以 我 们 已 经 使 用 切 比 雪夫 不 等 式 证 明了 由 rr 到 U 的 二 次 
平均 收敛 也 可 以 得 到 它 概率 收敛 到 相同 的 极限 。 

5 为 了 避免 误解 ， 我 们 应 该 指出 ， 在 概率 论 中 “平稳 随机 过 程 的 各 态 历经 定理 ”这 个 名 字 
有 时 用 于 其 他 命题 ， 与 概率 平均 和 时 间 平 均 之 间 的 联系 有 关 。 


4. 流体 动力 学 场 的 EE 


那么 也 存在 对 区 间 长 度 T 的 估计 ， 在 这 个 时 间 区 间 上 平均 可 以 以 足够 精度 得 
到 平均 值 UV。 这 里 可 以 证 明 ， 对 于 足够 大 的 T， 渐 近 方 程 


= 
lür- UP x~ 2 元 bu(0) (4.74) 


= 
kt 
F 


eb (4.75) 


是 一 个 时 间 量 纲 的 常量 ， 可 以 称 为 一 个 平稳 函数 [方程 (4.74) ] 的 “相关 时 
闻 ”《 或 “积分 时 间 尺 度 ”) ， 首 先 由 Taylor (1921) 得 到 。 所 以 ， 为 了 可 
靠 地 确定 U， 只 需要 使 用 对 远大 于 相应 的 “相关 时 间 ” 卫 的 时 间 人 TT 进行 的 平 
均 。 在 选择 了 所 需 的 精度 〈( 即 UU 将 换 为 hr 时 所 允许 的 最 大 平均 平方 误差 ) 
后 ， 我 们 可 以 使 用 方程 (4.74) 确定 所 需 的 平均 时 间 T。16 
现在 我 们 简单 讨论 均匀 随机 场 u(x) 和 空间 平均 。 直 线 上 的 均匀 场 的 情 
形 一 般 和 平稳 过 程 没 有 区 别 。 对 于 平面 或 空间 中 的 均匀 随机 场 ， 这 个 场 在 
任意 直线 上 的 值 形 成 那 条 线 上 的 均匀 随机 场 。 因 此 ， 只 要 这 个 场 的 涨 沙 的 
关联 函数 bw(7) 对 于 至 少 一 个 方向 (单位 矢量 ) "0，7 的 函数 pu(rr)) 满 足 方 
程 (4.72) [例如 ， 如 果 至 少 沿 一 个 方 同 在 |7| 一 oo 时 bw(7) 一 0， 那么 空间 
平均 (或 平面 平均 ) 一 定 收敛 到 一 个 常量 u(r) =U (这 个 收敛 性 甚至 对 于 
沿 平行 于 ro 的 方 同 平均 也 成 立 ) 。 对 于 空间 中 的 均匀 场 ，ii4,B,c(7) 的 平方 
平均 对 所 有 z 在 4 > 00, B > 00,C > oo 时 收敛 到 U 的 充 要 条 件 具有 这 种 形 
式 


1 ABC 
Aisa ese A J J [bent Parjan =N Lee 
0 -B-C 


(对 于 平面 上 的 均匀 场所 需 的 变化 很 明显 ) 。 这 个 条 件 的 证 明 稍 微 不 同 于 
维 情形 类 似 的 证 明 。 蔡 代 方 程 (4.74) ， 我 们 现在 有 


[uy - U}? x 2 bun(0), (4.74’) 


中 hv 是 对 体积 4BC =V 的 平均 ，WVi 是 “相关 体积 ”或 “积分 体积 ”) 


eas frat r)drıdrədr3, (4.75’) 
0 一 co 一 co 


16 这 里 我 们 可 以 注意 到 ， 如 果 我 们 令 N = 7/271, FE (4.74) 右边 完全 类 似 于 六 次 独立 
测量 的 算术 平均 的 平均 平方 误差 。 所 以 ， 相 关 时 间 为 了 的 平稳 函数 对 时 间 2N 了 平均 等 价 于 
对 这 个 函数 的 N 次 独立 测量 ( 即 N 个 样本 ) 的 平均 。 


\ 
wt 
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在 方程 (4.74'〉 中 假设 它 是 有 限 的 。 

上 面 的 结果 也 可 以 应 用 到 高 阶 秆 或 w(t) 或 u(x) 的 时 间或 空间 平均 值 的 任 
何 函 数 的 其 他 概率 平均 值 的 计算 。 这 里 我 们 仅 需 要 把 过 程 w( 女 或 场 v(z) 蔡 换 
为 一 个 新 的 过 程 或 场 ( 它 是 原始 的 那个 过 程 或 场 的 非 线性 函数 ) 。 例 如 ， 
在 平稳 过 程 u(t) 的 情形 ， 为 了 能 通过 变量 ww( 厂 十 7T)u(tz + 7)...u(t 十 7) 对 时 
间 7 平 均 得 到 N 阶 和 矩 (4.62)〉 , BOTTA BORE th, to, ..., tw WIN BT 


Bi wu..u(t2 — ti, n tN —t1,7,t2 — ti +7,...,tn —ti + T) 
= u(ty)...u(ty)u(ty + 7)...u(tw~ +7) — [u(t,)..-u(ty)]? 


(4.77) 


是 7 的 函数 ， 满 足 方程 (4.72) 。 因 为 通常 基于 物理 断言 ，w(t1)...u(tN) 和 w( 妇 十 
7T).…u(tn 十 7) 之 间 的 相关 系数 在 7 > oo 时 趋向 于 零 ， 所 以 在 实践 中 ， 通 常 假 
定 满足 必要 条 件 ， 使 用 时 间 平 均 是 正当 的 。 为 了 估计 必要 的 平均 时 间 ， 必 
须 佑 计 相 应 的 “相关 时 间 ”， 即 相关 系数 的 积分 。 对 于 高 斯 过 程 u(t)， 矩 量 
(4.77) 可 以 用 关联 函数 和 v( 坟 的 平均 值 表 示 ， 使 用 一 般 规 则 4.28) 计算 
更 高 阶 矩 。 特 别 是 在 用 时 间 平 均 确定 一 个 平均 值 为 零 的 高 斯 随机 过 程 w(t) 的 
平方 平均 uw2(t) = Bw(0) 时 ， 


[u?(t + 7) — Hlut) — w(t)] = 202,(7) (4.78) 


起 到 了 关联 函数 zw 执 的 作用 。 所 以 方程 (4.74) - (4.75) 在 这 里 取 这 种 形 
式 


-s 4: 
fie — Paul OP > Feb), T= pe woe A (4.79) 


我 们 注意 到 在 此 情形 ， 由 


T 
25, 1 24 
jim, 到 /bln) dr =0 (4.80) 
0 


在 方程 〈4.72) FA (4.78) 带 入 puu(7) 得 到 ]， 也 可 以 得 到 初始 条 件 〈4.72) 。 
此 外 ， 对 于 高 斯 平稳 随机 过 程 ， 由 方程 〈4.80) 得 到 这 个 过 程 值 (具有 有 限 
的 概率 平均 〉 的 任意 函数 的 概率 平均 值 等 于 对 时 间 工 的 平均 值 在 T 一 co 的 
极限 [参见 例如 Grenander (1950)]。Tempelman (1962) 给 出 了 这 个 结果 癌 高 
斯 均匀 随机 场 ( 和 一 些 更 一 般 的 随机 函数 的 推广 。Birkhoff, Kampé de 
Fériet (1962) 给 出 了 这 种 随机 场 的 一 些 较 弱 的 结果 。 


4. 流体 动力 学 场 的 矩 量 


为 了 证 明 ， 如 果 条 件 〈4.72) 得 到 满足 ， 方 程 (4.68) 一 定 成 立 ， 我 们 把 差 杂 人 一 
U 的 平方 平均 用 关联 函数 bww(7) 表 达 : 


T/2 2 
[uF = >l f oo 


一 人 /2 


T/2 T/2 
ass tle f lar) = Ullar(s) — Uldtds 


—T/2-T/2 


T/2 T/2 
= -o f buu(t — s)dtds 
-T/2-T/2 
T ti 


2 
= pe | /和 (rardn 
0 0 


(4.81) 


[已 经 作 了 替换 1 一 s = 7,t 十 s = 帮 并 考虑 到 bu( 一 7) = bwu(7)]。 如 果 bw(7) 满 足 方程 
(4.72) ， 那 么 对 于 任意 5 > 0， 存 在 Tb = To(6) 使 得 


T1 


folar < on, 对 于 n > To. (4.82) 


0 


AA HI > 因为 |bw(7) < buu (0), 所 以 对 于 任意 


ar < buu(0)7T1. (4.83) 
0 


方程 (4.83) 对 姜 从 零 到 轧 积分 ， 方 程 (4.82) MTBIFERT > Tho 积分， 对 于 任意 T > 
To RIAI 


T 771 
‘| f Ce Pr A deere (4.84) 
0 Q 
于 是 ， 对 于 
buu(O)To _ ôT? 
2 4 
即 对 于 
DOn 
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所 以 对 于 任意 5 > 0, HFT > TD 和 T > 1/22 OT, 


(4.85) 


即 方程 (4.68) 成 立 。 
如 果 方 程 〈4.72) 左边 所 示 的 极限 存在 但 等 于 c 夭 0， 那么 函数 请 (7) = buu(7) — c 方 程 


(4.72) 。 所 以 ， 在 此 情形 ， 很 明显 
T T1 
一 一 2 
i fee 2? 
0 0 
Torr 
: 2 
= dim Bf flo ) 十 cldrd7 
0 0 
T Ti 
: 2 
= jim & | /maran +c=c 
0 0 


WAT 一 oo0 时 zz 不 收敛 到 VU。 然而 ， 可 以 证 明 ， 
T 
lim F feet 
T>% T 
0 
对 于 关联 函数 pu(7) 总 是 存在 〈 见 例如 本 书 第 2 卷 第 6 章 ) o FER 当 条 件 (4.72) 


FUN, IPE War ET > oo 时 不 收敛 到 相应 的 概率 平均 w(t) 
如 果 关 联 函 数 bu(7) 不 仅 满足 方程 (4.72) ， 也 满 yee (4.73) ， 那 么 方程 


(4.74) 容易 从 方程 (4.81) 得 到 。 

我 们 注意 到 ， 一 般 来 说 从 方程 (4.68) 不 能 得 到 对 于 随机 过 程 的 任意 实现 ， 时 间 平 
Wart’? > oo 时 回 趋向 于 恒 等 于 u(t) = U0 的 极限 。 如 果 对 于 任意 实现 ， 我 们 有 时 会 碰 到 
与 tr 远离 U 所 需 一 样 大 的 T 值 ， 那 么 方程 (4.68) 不 会 被 违反 (故而 对 于 单个 实现 ， 极 限 

T 
jim Ff uae 
0 
就 是 不 存在 ) 。 然 而 ， 可 以 证 明 ， 对 于 对 几乎 所 有 实现 及 | < oo 的 任意 平稳 过 
程 u(t)( 即 ， 对 于 除了 一 些 总 概率 等 于 零 的 “奇异 ”实现 的 所 有 实现 ) ， 时 间 平 均 


值 ir 在 T > oo 时 会 趋向 于 
例如 ，Doob (1953) 第 XI 章 第 2 节 ，Rozanov (1967) 第 TV 局 
满足 方程 《4.68) [ 即 ， 在 关联 函数 buu(7) 满 足 方程 《4.72) 时] 过程 w(t) 的 单个 


理 。 见 
MAI, = 
实现 的 时 间 平 均 的 极限 ， 在 概率 3 


F 一 个 确定 的 极 民 


RR 


第 5 节 。) 但 由 此 得 到 ， 


L 


F 均 极限 存在 时 ， 二 者 都 等 于 u(t)。 


(这 被 称 为 BirkhoffKhinchin 各 态 历 经 定 


在 


第 3 章 雷诺 方程 和 消 流 的 半 经 验 理论 


5. Bik. WAR SIR mays Wat 


5.1 ”雷诺 方程 


汕 动 流体 流动 的 研究 自然 地 从 圆 管 中 或 平板 上 方 边界 层 中 的 流动 开 
始 。 这 是 因为 这 些 是 实验 室 中 重 现 的 最 简单 情形 ， 对 于 很 多 工程 问题 非 
常 重要 。 关 于 这 些 流动 已 经 收集 到 的 丰富 实验 材料 使 得 我 们 可 以 将 它们 考 
虑 为 一 个 标准 ， 我 们 可 以 依靠 它们 验证 各 种 关于 汕 流 本 性 的 理论 和 假设 。 
关于 管道 和 边界 层 中 流动 最 重要 积分 特性 的 基本 数据 的 讨论 ， 即 纵向 速度 
分 布 、 流 率 和 表面 摩 探 定律 也 在 本 节 中 占据 核心 位 置 。 我 们 也 将 简单 讨论 
“自由 满 流 ”的 情形 ， 其 中 刚性 边界 不 产生 明显 效应 ， 在 计算 中 我 们 考虑 
在 实际 计算 中 广泛 使 用 的 关于 满 流 的 茶 些 假设 。 然 而 ， 首 先 ， 我 们 必须 讲 
XO. Reynolds (1894) 关 于 任意 油 流 的 一 般 考 虑 ， 这 构成 了 整个 灌流 理论 的 
基础 。 

我 们 已 经 提 到 ， 满 流 中 速度 、 压 强 、 温 度 等 流体 动力 学 场 结构 非常 复 
杂 ， 实 践 中 不 可 能 对 它们 单独 描述 。 所 以 ， 一 开始 ， 我 们 必须 考虑 流动 的 
整个 系 综 ， 并 且 只 研究 它 的 平均 统计 性 质 ， 假 设 所 关心 的 所 有 流体 动力 学 
场 在 3.2 节 解释 的 意义 下 是 随机 的 。 此 后 ， 我 们 将 总 是 假设 这 种 方法 是 可 能 
的 ， 即 我 们 只 把 这 些 流动 定义 为 演 动 的 ， 对 于 它们 存在 所 有 可 能 的 流体 动 
力学 变量 由 茶 些 概率 分 布 《“ 有 连续 的 密度 ) 表征 的 相似 流动 的 统计 系 综 。 
在 这 方面 ， 我 们 必须 强调 通常 把 消 流 简单 定义 为 伴随 所 有 流体 动力 学 变量 
的 无 序 涨 落 的 流动 ， 对 于 给 出 浦 流 的 数学 理论 是 不 够 的 。 男 一 方面 ， 如 果 
流动 的 统计 系 综 存 在 ， 那 么 所 有 流体 动力 学 变量 的 相应 统计 描述 甚至 从 纯 
实践 的 观点 看 也 不 是 “不 完备 的 ”。 这 是 因为 任何 应 用 都 不 需要 非常 混乱 
的 单个 流动 的 每 个 细节 知识 ， 而 只 需要 感 兴趣 的 平均 特征 。 当 然 ， 在 实践 
中 ， 常 用 的 不 是 系 综 平均 ， 而 是 时 间或 空间 平均 。 所 以 从 实践 的 观点 看 ， 
流体 动力 学 变量 的 随机 场 也 必须 拥有 茶 些 各 态 历经 的 性 质 。 此 后 ， 如 果 不 
特别 提 到 ， 我 们 总 是 假设 这 最 后 一 个 条 件 是 满足 的 。 


wee, 
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随机 流体 动力 学 场 最 


值 。 


原始 考虑 以 及 几乎 所 有 后 续 


均值 和 涨 落 扮演 了 一 个 基本 角色 。 


由 时 间 和 空 


流体 动力 学 变量 的 平均 值 
间 上 的 巨大 变化 表征 。 
任意 小 的 尺度 和 周期 ， 


， 那 么 在 消 流 理论 


重要 同时 也 是 最 简单 的 统计 特征 是 它们 的 平 
场 的 值 v 极 其 平均 值 Z 的 差 w = w 一 如 自然 被 称 为 场 u 的 涨 落 。 在 雷诺 
的 清流 研究 中 ， 所 有 流体 动力 学 变量 分 解 为 平 


wP 


均 
若 的 


般 是 非常 光滑 和 组 变 的 。 另 一 方面 ， 涨 落 
一 般 来 说 ， 可 以 假设 满 流 非 均匀 性 有 
小 到 与 分 子平 均 自由 程 相当 的 长 度 和 与 两 次 相 
分 子 碰撞 之 间 的 平均 间隔 相当 的 周期 。 如 果 是 这 样 


继 
使 


用 通常 连续 介质 力学 的 概念 和 方法 〔 特 别 是 流体 动力 学 微分 方程 》 当 然 是 


不 对 的 。 然 而 ， 实 验 中 ， 满 流 非 均匀 性 从 未 有 这 
用 这 个 事实 解释 ， 对 于 这 人 么 


以 对 于 非常 小 尺度 的 运 


动 不 可 能 存在 。 


BH, SERAK 


EK 


AR, mE 
运动 的 尺度 和 周期 几 个 量 级 。 


匀 性 的 最 小 尺 


使 得 这 种 


么 小 的 时 空 尺 度 。 这 可 以 
小 的 非 均 匀 性 ， 相 应 的 速度 梯度 会 极其 大 ， 所 
市 摩擦 的 能 量 损失 非常 
度 和 最 小 周期 总 是 超过 分 子 
更 精确 地 ， 空 气 和 水 中 实际 消 流 中 观察 到 的 


运 


最 小 非 均匀 性 的 长 度 标 度 为 几 个 毫米 的 量 级 ， 或 者 在 极端 情形 ， 是 十 分 2 


几 毫 秒 〈 见 例如 第 2 卷 ， 第 8 章 ) 而 在 通常 条 件 下 ， 
是 10-5 cm 的 量 级 ， 对 于 水 分 子 ， 它 处 于 更 小 的 量 级 。 
流体 速度 不 超过 分 子 的 平均 热 运动 速度 (接近 5 x 104 cm/sec， 或 声速 的 
级 ) ， 滑 流 涨 落 的 特征 周期 总 是 超过 两 次 相继 分 子 硼 


空气 分 子 的 平均 自由 程 


就 数量 级 而 言 ， 因 


fie 


之 间 的 平均 时 间 


为 


= ty 


个 数量 级 。 在 与 最 小 不 均匀 性 尺度 相当 的 距离 和 与 最 小 涨 落 周期 相当 的 时 


间 间 隔 ， 所 有 流体 动力 学 变量 会 光滑 变化 ， 可 以 有 
的 流体 动力 学 微分 方程 描述 


用 通常 


all 


然而 ， 不 可 能 直接 应 用 这 


稳定 的 ， 


获知 。 此 外 ， 即 使 初始 


可 微 函数 描述 。 因 此 ， 


总 是 不 


术 漠 流 是 完全 正当 的 。 
文 些 方程 ， 因 为 濡 流 中 的 流体 动力 学 场 
强烈 依赖 于 初始 条 件 的 最 小 细节 ， 这 些 细节 永远 无 法 以 足够 精度 


条 件 精确 知道 ， 由 于 初始 数据 对 小 扰动 不 稳定 ， 用 


它们 求解 问题 也 非常 麻烦 ， 没 有 实际 应 用 。 然 而 ， 这 不 意味 着 流体 动力 学 


方程 永远 不 能 
定 的 微分 方程 ， 
们 在 洱 流 理 t 


日 于 清流 研究 。 由 于 漠 流 的 流体 对 
所 以 这 上 
仑 中 至 关 重 


EE, 


些 场 的 统计 性 质 通 


力学 场 的 单个 实现 满足 给 
过 一 些 重 要 的 关系 联系 


起 来 ， 


25 


€ 


最 简单 的 这 类 关系 是 雷诺 通过 对 不 可 压缩 流体 的 流体 动力 学 方程 直 


接 平 均 得 到 的 。 


让 我 们 从 动量 平衡 方程 ( 即 纳 维 - 


出 发 ， 


t p 


的 是 


其 中 方便 


个 方程 的 所 有 项 平均 ， 


(3.6) 


以 及 方程 


日 


使 用 这 个 操作 与 空间 和 时 | 


UiUj 


= (Wi + uj) (+) = Uuj + wu, 


斯 托 克 斯 方程 (1.6) ) 
助 连续 性 方程 把 ua 好 -转换 为 并 (wita)。 我 们 对 这 
间 导 数 对 易 的 事实 [方程 


5. Bi. WARS mas it 


这 个 方程 直接 从 方程 (3.3) 和 3.7) 得 到 。 在 此 情形 ， 我 们 得 到 方程 


oma gs 
Ot Oxa 


这 通常 被 称 为 雷诺 方程 。 这 些 方程 只 含有 光滑 变化 的 平均 量 ， 所 以 它 
们 的 使 用 不 会 有 任何 与 满 流 的 流体 动力 学 变量 复杂 性 和 无 规 性 有 关 的 
困难 。 然 而 ， 确 实 出 现 了 另 一 个 困难 。 这 和 雷诺 方程 中 存在 新 的 未 知 
BrO = — pull, 有 关 [ 包 含 负 号 的 原因 后 面 解释 ]， 表 征 了 速度 场 的 涨 落成 


== = OD ; 
(puta of puun) = OAXi 一 on T pv’ Ti, 2 = 1,2,3, (5.1) 
i 


lin 


分 。 这 些 新 变量 的 出 现 显 然 是 由 于 流体 动力 学 方程 的 非 线性 。 当 然 ， 在 线 
性 方程 平均 时 ， 没 有 新 的 项 出 现 。 所 以 ， 例 如 ， 平 均 的 连续 性 方程 有 这 
简单 形式 ee 

Ua _ 

ane =o (5.2) 


为 了 理解 方程 (5.1) 中 额外 的 项 -puiw 的 物理 意义 ， 让 我 们 考虑 动量 
流 密度 的 平均 值 


puiuy 十 D0i — Cij = PUN; + Pôij — (Fij — Pui), 


Pig oe) ee 这 个 表达 式 
表明 ， 对 于 平均 运动 ， 张 量 7 = og — pull, = oy + Th) FT BLK 
量 的 角色 。 为 例 得 到 这 里 的 和 ， sr kal Nabe Mae SL MA, Ei 
MP, SAE ee Ce ECULT Each ee OIRR 
张 量 描述 ) ， 还 有 速度 涨 落 引 起 的 混合 导致 的 从 一 本 个 流体 
元 的 动量 输 运 。 换 句 话 说 ， 涨 流 混合 对 平均 运动 的 效应 类 似 于 医 湾 增强 。 
为 了 强调 这 一 点 ， 雷 诺 方程 有 时 写 为 : 

OW OW - 107 ð OU =r / 
Ot PNIA por, Oxa C | On) 


方程 (5.1)〉 中 关于 平均 运动 的 -puiw 项 的 物理 意义 是 灌流 涨 落 引 起 的 额外 
应 力 的 张 量 分 量 ， 就 像 普通 流体 力学 中 一 样 ， 微 观 分 子 运 动 导 致 儿 滞 应 力 
的 出 现 。 这 些 额 外 的 应 力 称 为 清流 理论 中 的 雷诺 应 力 。 


述 流 体 癌 处 于 流动 中 固体 的 动量 转移 的 分 量 在 雷诺 应 力 张 量 的 研究 
中 特别 有 趣 。 令 ac 为 这 样 的 固态 物体 表明 上 的 某 个 小 面积 ， 可 以 近似 考虑 为 
平面 ， 和 平面 zs = 0 的 一 部 分 重合 。 此 外 ， 我 们 假设 这 个 平面 邻 域 中 平均 流 
动 的 方向 平行 于 Ozi 轴 。 在 此 情形 ， 施 加 于 面积 的 摩擦 力 沿 Oz1 轴 方向 。 
施加 在 固体 表面 单位 面积 上 摩擦 力 的 大 小 等 于 表面 茶点 Oz3 方向 动量 的 z1 


BE 
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分 量 的 流量 密度 。 即 它 可 以 用 这 个 方程 定义 


= 1,1 
To = (ca > pul) 。 
2Z3 一 0 


变量 7 被 称 为 壁 上 的 剪 切 应 力 。 因 为 在 刚性 壁 中 ， 元 和 必 及 他 们 对 zi 的 导数 


显然 等 于 零 ， 而 
aa pp ( 2 4 2 


70 可 以 写 为 下 面 更 简单 的 形式 : 


(5.3) 


并 且 可 以 被 称 为 壁 上 的 黏 滞 剪 切 应 力 。 然 而 ， 如 果 我 们 选择 一 个 物体 表 二 
上 方 平 行 于 2 的 面积 ， 那 么 施加 于 其 上 的 总 应 力 可 以 定义 为 


T = T13 — puju}. (5.4) 


在 平均 速度 处 处 沿 Ozi 轴 方向 这 个 重要 的 特殊 情形 ，r 等 于 剪 切 应 力 


om 
0x3 


T = pv — puius. (5.4) 


在 此 情形 ， 根 据 Boussinesq (1877, 1897) 的 想法 ， 我 们 可 以 形式 地 写 出 


— puius = pK, (5.5) 


其 中 天 是 一 个 量 纲 Z27 一 的 新 物理 变量 ， 称 为 涡 秋 滞 系 数 〈 或 洋流 舟 滞 系 
数 ， 或 动量 输 运 系数 ) 。 所 以 ， 和 wv + KA ARI m Abe CBA a 
Rb) 。 和 通常 的 〈 分 子 ) 黏 清 z 不 同 ， 涡 黏 滞 开 不 描述 流体 的 任何 物理 | 
质 ， 而 是 表征 涨 落 运动 的 统计 特征 。 于 是 ， 它 不 一 定 是 个 常量 ， 而 是 可 能 
随 随 空间 和 时 间 变 化 ， 并 且 原 则 上 可 以 取 负 值 ( 见 下 文 6.3 节 ) 。! 首 先 要 强 
HKE WAWE 通常 比分 子 黏 清 x 大 得 多 。 所 以 ， 在 离开 刚性 边界 一 定 


ang 


= 


距离 ， 总 的 剪 切 应 力 〈 定 义 为 Dzs 轴 方 向 动量 的 z1 分 量 的 流量 ) 可 以 由 这 
个 方程 计算 
rat) = — puju}. (5.6) 


“这 里 我 们 注意 到 ， 根 据 定 义 ， 涡 黏 滞 也 依赖 于 所 使 用 的 平均 方法 ， 即 在 选择 相似 流动 的 
统计 系 综 时 ， 在 给 定 消 流 的 定义 中 必须 包含 其 分 配 。 这 对 于 大 气 和 海洋 中 的 “自然 ” 滑 流 特 
别 重 要 ， 哪 里 通常 不 存在 唯一 定义 的 自然 的 “相似 流 系 综 ”， 对 不 同 统计 系 综 的 平均 可 能 导 
致 相差 儿 个 量 级 的 KK 值 。 


OU 
mÈ 


道 、 边 客 层 等 情形 的 满 动 剪 切 流 


雷诺 方程 (5.1) 是 平均 运动 的 动量 平衡 方程 。 他 们 的 雷诺 应 力 描 述 了 
这 些 动量 的 注 动 输 运 。 对 于 流体 传递 的 任意 标量 守恒 量 〈 例 如 ， 对 于 热量 
或 类 似 大 气 中 水 蒸气 、 二 氧化 碳 、 烟 侍 这 样 的 被 动 成 分 ) ， 也 可 以 得 到 类 
似 的 平衡 方程 。 对 描述 了 不 可 压缩 流体 中 标量 % 输 运 的 方程 〈1.72) MHF 


均 过 程 ， 我 们 得 到 


— + Zð + g) = xV9, (5.7) 


或 者 ， 要 不 然 就 是 ， 

aw _ af w —— 

Ot Bry Ova (x ui") oo) 
[参见 方程 (5.1) 和 Gr) ]。 如 采 % 表 未; 温度 ， PASE On eT | 
By ies oh i I I E, Hk = cppx 是 分 子 热传导 导致 的 热 输 


运 ， 


qi 一 cpp (5.8) 


FEO HTT Tal DTT At BE Eo TMT SE BC BL SO, SD 
热传导 产生 的 热流 有 点 相似 。 和 方程 《5.5) 中 一 样 ， 我 们 可 以 形式 地 写 出 


Ov 


cppv'ul. = —eppKaa 


(5.9) 


SAP A ET RBUR AIA (RHR) 热 传 
时 系数 或 热 输 运 系 数 。 一 般 来 说 ， 这 个 系数 对 不 同 坐 标 轴 可 能 不 同 。 男 一 
Sos ae a A 样 ，2 代 表 一 个 被 动 成 分 的 浓度 ， 
那么 


i= pou, (5.8!) 
表示 这 种 成 分 在 Ozi 轴 方向 的 满 动 流量 密度 。 在 此 情形 ， 方 程 


Ov 


Hu = -Ko -一 


中 的 系数 Kg 称 为 涡 ( 或 湛 流 ) 成 分 扩散 系数 或 成 分 输 运 系数 [这 个 系数 
iSchmidt (1917, 1925) 引 入 ]。 


当然 ， 前 面 所 有 这 些 关 于 涡 理 沾 的 论述 可 以 对 涡 热传导 和 涡 扩 散 系 数 
重复 。6.3 节 讨论 所 有 这 些 系 数 。 
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5.2 ”刚性 壁 附近 的 平均 速度 分 布 的 一 般 形式 


现在 让 我 们 研究 平行 于 平均 流 的 刚性 壁 附近 消 流 的 一 般 性 质 。 这 项 研 
究 的 结果 可 以 用 于 圆 管 或 平面 汇流， 也 可 以 用 于 平面 上 方 边界 层 ( 特 别 
是 中 性 分 层 大 气 的 表面 层 ) 中 的 流动 。 我 们 首先 考虑 以 刚性 壁 为 界 的 半空 
间 z > 0 中 ， 没 有 平均 压强 梯度 情况 下 ， 沿 Oz 轴 方向 运动 的 稳 态 平面 平行 流 
这 种 简化 的 理想 化 情形 。 


对 于 零 压强 梯度 的 稳 态 平 面 平行 层 流 ， 有 第 一 个 流体 动力 学 方程 
《 见 1.2 节 第 一 个 例子 ) 得到， 速度 分 布 u(z) 一 定 是 线性 的 。 类 似 的 油 流 的 
第 一 个 雷诺 方程 具有 这 种 形式 


这 个 方程 这 里 说 的 是 沿 9z 轴 《从 流体 指向 壁 ) 的 动量 z 分 量 的 流量 在 距离 壁 
任意 距离 者 相同: 


d 一 一 w 
T(z) = py — puw = n = 常量 (5.11) 


dz 

其 中 no 是 壁 z = EAR BYA. PAI, AXA fee — h Ee FE Eo} 
Fula), 因为 除了 函数 &(z)， 它 还 含有 另 一 个 未 知 量 ww'。 尽 管 如 此 ， 可 
以 通过 量 纲 分 析 得 到 函数 &(z) 可 能 形式 的 某 种 推导 。 实 际 上 ， 距 离 壁 z 处 
的 流动 的 平均 特征 可 能 仅 依 赖 于 剪 切 应 力 m、z 坐 标 和 流体 参数 v 和 p。 此 
外 ，7m 和 p 仅 以 组 合肥 《不 依赖 于 质量 量 纲 ) 进入 流动 的 运动 学 特征 。 代 葵 
EAR, TEKEAR 


To 
Us =4/—, (5.12) 
p 


它 具 有 速度 量 纲 ， 所 以 是 壁 附近 流动 速度 的 一 个 自然 标 度 。 我 们 称 这 个 量 
为 摩擦 速度 。 因 为 从 w、v 和 z 只 能 写 出 一 个 无 量 纲 组 合 人 E， 所 以 平均 速度 
分 布 z(z) 对 z、7T0、p 和 和 vy 的 依赖 的 一 般 形式 可 以 写成 


alz) = uf (=) ; (5.13) 
或 者 等 价 地 写 为 
u, = f(z), Ha, = e = — 


Apu Az, ee 7 eG EES, f(z) ee PS Ee BL TY 


5. Bi. WARS mas it 


理论 中 重要 的 结果 (5.13) 被 称 为 普 适 壁面 定律 Claw of the wall) . ix 
是 Prandtl (1925) 首 先 写 出 的 [也 参见 Prandtl (1932b)]。 

方程 (5.13) 和 (5.14) 当然 仅 在 壁 可 以 假设 为 光滑 ( 即 可 以 用 简单 
的 方程 2 = 0 描述 ) 时 是 对 的 。 因 为 壁 满 流 中 唯一 的 长 度 标 度 是 摩擦 长 
Fez, = 老 ， 我 们 现在 可 以 给 出 光滑 性 需求 的 一 个 定量 解释 : 如 果 壁 上 突出 
物 的 平均 高 度 ho 满 足 条 件 


NN (5.14) 
Ux 


那么 壁 是 动力 学 光滑 的 (更 精确 的 数据 ， 见 5.4 节 〉 。 只 有 在 此 情形 ， 壁 
附近 的 速度 分 布 由 方程 (5.13) 定义 。 然 而 ， 对 于 突起 物 高 度 不 满足 方程 
(5.14) 的 粗糙 墙 ， 这 些 突出 物 也 会 影响 壁 附 近 平均 速度 的 分 布 。 于 是 ， 在 
此 情形 ， 方 程 《5.13) 必须 用 更 一 般 的 方程 


ms) = ts (= Mita a, (5.15) 


’ ’ 
V V 


GK, HEFa, 8,… 是 无 量 纲 参量 ， 表 征 突 起 物 的 形式 和 在 壁 表面 的 分 布 。 
再 一 次 地 ， 对 于 极端 粗糙 的 壁 ， 使 用 方程 (5.15) 导致 进一步 困难 ， 和 这 个 
事实 有 关 : 不 清楚 从 什么 水 平 测量 z。 我 们 随后 回 到 这 个 问题 ， 更 详细 地 讨 
论 粗 糙 壁 附近 的 流动 。 

在 考虑 函数 /的 形式 之 前 ， 让 我 们 简单 讨论 把 方程 〈5.13) 和 (5.15) 
应 用 到 实践 中 遇 到 的 清流 。 我 们 从 两 个 互 运 动 的 平行 壁 之 间 平 均 压 
强 梯度 为 零 的 水 流 开 始 。 这 种 情形 的 方程 (5.10) Al (5.11) 是 精确 的 。 
所 以 ， 例 如 ， 对 于 光滑 壁 ， 方 程 (5.13) 要 成 立 ， 只 需要 距离 一 个 壁 的 吕 
离 z 远 小 于 壁 之 间 的 距离 万 。? 然而 ， 运 动 平 面壁 之 间 的 流动 很 难 在 实验 室 
中 精确 复 现 。 于 是 ， 为 了 验证 方程 (5.13) 和 “(5.15〉， 我 们 必须 研究 其 他 
更 容易 复 现 的 具有 这 些 方程 描述 的 速度 分 布 的 流动 。 

如 已 经 观察 到 的 ， 这 种 流动 的 一 个 例子 是 中 性 热 分 层 情 形 中 地 球 表面 
附近 《陆地 和 水 上 方 ) 的 空气 运动 。 当 然 ， 在 地 球 大 气 中 ， 水 平 压强 梯度 
总 是 略微 偏离 零 ， 此 外 ， 这 里 的 风速 也 受到 地 球 转动 产生 的 科 里 奥 利 力 的 
影响 《〈 见 下 面 的 6.6 节 ) 。 然 而 ， 在 最 低层 空气 中 ， 这 些 因素 只 起 很 小 的 作 
用 ， 不 会 引起 剪 切 应 力 r 随 高 度 的 明显 变化 。 我 们 在 6.6 节 末 给 出 的 简单 估 
计 表 明 ， 在 大 气 中 ， 到 大 约 50 m 高 度 ，7 通 常 都 可 以 被 认为 是 常量 。 于 是 ， 
在 这 一 层 中 ， 对 于 中 性 分 层 ， 我 们 由 充分 的 理由 使 用 简化 方程 《5.11) 和 
(5.15) [我 们 注意 到 在 真实 大 气 中 ， 下 方 的 陆地 表明 几乎 总 是 粗糙 的 ， 因 
?严格 来 讲 ， 对 于 运动 壁 之 间 的 湛 流 ， 必 须 应 用 (z) = uf (22, EREDT, H 


中 zi = H 一 > 是 与 第 二 个 边界 壁 的 距离 。 对 于 > e TARA = co， 这 个 方程 变 为 方 
FE (5.13) o 


Ni 


peyi 
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MELLRE, RAFA Eid FE AY Se Sor 28 mit EWF TE 
渠 这 个 最 简单 的 情形 ， 流 动 可 以 近似 考虑 为 两 个 无 限 大 平面 z = 0 和 z = 
A=2H, h Ez = 常量 平面 上 均匀 的 稳 态 平面 平行 流 。 在 此 情形 ， 第 一 
个 和 第 三 个 雷诺 方程 具有 这 种 形式 


= p PE (5.16) 


其 中 ， 和 通常 一 样 ，7 = = p% —puw’. MAF 6.16) 的 第 二 个 方程 得 
到 万 + pw? = Po 仅 依赖 于 x (Po 显然 和 壁 上 的 平均 密度 相等 ) 。 但 w2 不 能 依 
赖 于 z， 所 以 ， 使 用 方程 〈5.16) 的 第 一 个 方程 得 到 


Opo a 
+ 二 0z 十 常量 . 


Ox 


我 们 把 下 面 的 壁 z = 0 处 的 剪 切 应 力 记 作 m， 因 为 根据 对 称 性 ， 渠 中 心 
(2= H) 的 剪 切 应 力 一 定 等 于 零 ， 最 后 一 个 方程 也 可 以 写 为 


r=n( -4) (5.17) 


所 以 ， 对 于 z < Hio 我们 有 7(z) = 70 = 常量 。 于 是 ， 在 此 情形 也 存在 与 汇 
壁 相 邻 的 一 层 ， 其 中 的 剪 切 应 力 基 本 为 常量 。 在 这 一 层 中 ， 压 强 梯度 的 影 
响 可 以 忽略 ， 所 以 可 以 使 用 方程 (5.13) 和 (5.15) 〈 也 参见 本 小 节 末 尾 的 
补充 说 明 ) 。 


re a 这 里 把 雷诺 方程 
转换 到 柱 坐 标 系 (z,m $)， 我 们 可 以 重 写 第 一 个 和 第 二 个 方程 为 : 
10 67 10 — u \ op 
ror OL pore T r] Or’ 
其 中 
duz 
T = py— — pulu 
dr 


由 这 些 方程 得 到 起 多 = 0， 即 纵向 压强 梯度 不 依赖 于 z。 所 以 并 = P, K 
中 蕙 是 壁 上 的 静 压 强 。 现 在 由 第 一 个 方程 〈5.16) 我 们 得 到 


> = Po r _ dpo i A 


z 
. : = ta < IZ 
dx 2 dr 2 ro ( A) i ett) 
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其 中 z = RR 一 ?是 与 壁 的 距离 。 于 是 ， 由 z <R, SOMATA RRA 
常量 ， 平 均 速 度 分 布 由 方程 (5.13) [或 方程 (5.15) | 给 出 ， 和 半空 间 中 没 
有 压强 梯度 的 平面 平行 流 的 情形 一 样 。 

最 后 ， 通 过 向 通常 的 平均 流体 动力 学 场 的 边界 层 方程 〈1.38) - (1.39) 
添加 对 应 于 雷诺 应 力 的 项 得 到 平面 上 方 边界 层 中 的 雷诺 方程 。 考 虑 到 边界 
层 中 的 涨 落 速度 远 小 于 平均 纵向 速度 上 ， 并 且 z 导 数 远 小 于 > 导数 ， 仅 保留 领 
头 项 ， 我 们 发 现 零 纵向 压强 梯度 的 第 三 个 雷诺 方程 有 这 样 的 形式 


= ate v = (5.18) 


1 此 可 以 估计 剪 切 应 力 7 沿 垂直 方向 的 变化 并 证 明 ， 在 边界 层 中 存在 相当 大 
的 一 层 ， 其 中 剪 切 应 力 几 乎 是 恒定 的 。 在 这 一 层 中 ， 可 以 假设 流动 是 平面 
平行 的 ， 由 方程 (5.10) 描述 ， 而 平均 速度 分 布 由 方程 (5.13) 或 (5.15) 
给 出 。 

这 里 有 趣 的 是 注意 到 ， 根 据 Ludwig, Tilmann (1949)， 含 有 普通 的 普 适 函数 /的 方程 
(5.13) 对 于 具有 相当 大 (但 不 是 太 大 ) 的 纵向 压强 梯度 〈 它 看 起 来 一 定 会 在 所 考虑 的 流体 
的 部 分 产生 巨大 的 剪 切 应 力 的 变化 ) 的 边界 层 相当 厚 的 部 分 也 是 正确 的 。 这 个 观察 后 来 也 
被 一 些 其 他 研究 者 证 实 。Coles (1955) 用 这 个 事实 解释 了 这 一 点 : 在 具有 纵向 压强 梯度 的 边 
界 层 中 ， 闷 沿 壁 的 变化 导致 ? 沿 垂直 方向 的 变化 ， 这 在 很 大 程度 上 补偿 了 平均 压强 梯度 产生 
的 r 在 z 方 向 的 变化 [参见 Rotta (1962a,b)]。 然 而 ， 这 个 问题 没有 完全 清楚 ， 例 如 ， 借 助 特别 
的 半 经 验 论证 ，Mellor (1966) 发 现 压强 梯度 对 壁 附近 边界 层 中 的 速度 分 布 的 影响 相当 大 。 


压强 梯度 对 速度 分 布 相对 较 小 影响 的 另 一 个 解释 可 能 和 这 个 事实 有 关 《〈 被 实验 数据 和 
近似 的 理论 计算 所 证 实 ) : 平均 动力 学 变量 的 垂 向 分 布 甚至 对 于 r 相 当 大 的 变化 也 只 是 略微 
敏感 。 所 以 ， 例 如 ， 对 于 7 变换 不 超过 15 一 20% 的 流体 层 ， 我 们 几乎 总 是 可 以 使 用 简化 的 理 
论 ， 考 虑 这 个 流体 层 是 恒 应 力 的 〈 即 7 = 常量 ) 。 随 后 ， 我 们 将 看 到 ， 在 一 些 情形 ， 恒 应 力 
层 的 结果 甚至 在 渠 (或 管 ) 的 整个 截面 上 都 给 出 相当 好 的 近似 。 在 下 一 个 近似 中 ， 应 力 变化 
的 影响 可 以 用 简单 的 扰动 方法 考虑 ， 这 将 在 5.5 节 末 描 述 。 


a 


5.3 ”光滑 壁 附近 的 流动 ， 黏 滞 亚 层 和 对 数 边 宽 层 


让 我 仍然 假设 壁 z = 0 是 动力 学 光滑 的 ， 所 以 方程 〈5.13) 成 立 。 于 
是 这 个 方程 中 函数 f(z4) 的 形式 可 以 对 两 个 极限 情形 (对 于 大 的 和 小 的 宗 
量 z+ ) 明确 地 给 出 。 
在 非常 接近 壁 的 区 域 ， 在 壁 上 pww' = 0 和 7m = pv TF (5.3) JIS 
实 起 到 了 基本 的 作用 。 所 以 对 于 足够 小 的 > 值 ， 么 滞 应 力 的 大 小 可 以 远大 于 
TL A—pulw’s v || > lww1| 的 流体 层 通常 被 称 为 医 滞 亚 层 (viscous 


put 


sublayer) 。3 在 这 个 亚 层 中 我 们 可 以 假设 


ou se es 
pu =h = hs (5.19) 
所 以 
us 
u(z) = oo f (2+) = z+. (5.20) 


严格 来 说 ,方程 (5.20〉 只 是 函数 (zj) 在 点 z/ = 0 邻 域 泰 勒 展开 的 第 
一 项 。 这 个 展开 接 下 来 的 项 可 以 通过 方程 (5.11) 在 z = 0 点 对 z 求 到 得 
到 。 这 里 ， 对 于 z = 0 自然 有 w = v =w = 0。 于 是 ， 当 z = 0， 所 有 速度 涨 
落 对 z 和 % 的 导数 等 于 零 ， 并 且 由 连续 性 方程 (Gt) ，= 0。 


所 以 
eu = ey 1 Ou! y Ow = 
dz?) ,_o v \ dz 0o VvV\O z / ,0 
du 1 o 1 OU , " gV Ow! of joo 7 
dz3/ o v az wp. Oe ~ dz Oz “IZ $ 7 
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flee) = z+ — caz4 +6525 +... (5.21) 


7 v? (Puw 7 v? [ðu 82w 
= 24u53 \ Oz? J o Sub \ Oz dz? ` 
T z=0 
加 入 负 号 是 因为 直觉 是 很 清楚 在 壁 附近 wi <0 (EX) <0 
z= 
Tics = A, (SF) „e Murphree (1932) 以 一 个 有 点 不 同 的 形式 似乎 
* z= 


这 里 


一度， 术语 “ 番 汪 亚 层 ”和 “ 层 流 亚 层 ”都 在 使 用 ， 因 为 人 们 假设 在 这 层 中 流动 
是 层 流 。 然 而 ， 对 壁 附近 流体 中 小 粒子 或 气泡 运动 的 直接 超 微 观 观测 [Page，Townend 
(1932), Fidman (1959)、Orlov (1966), Popovich, Hummel (1967)、Kline, Reynolds et 
al. (1967) 及 其 他 工作 ] 和 很 多 精致 的 热线 风速 计 在 壁 附近 的 测量 数据 [Laufer (1951, 
1954). Klebanoff (1955). Comte-Bellot (1963, 1965). Coantic (1966, 1967a),. Kline, 
Reynolds et al. (1967) 和 很 多 其 他 工作 ] 非 常 确定 地 表明 ， 尽 管 这 个 亚 层 中 的 平均 速度 
和 零 压强 梯度 的 平面 平行 层 流 的 线性 速度 分 布 相同 ， 但 其 中 的 流动 不 是 层 流 ， 而 是 伴随 着 相 
当 不 规则 的 涨 落 。 于 是 ， 现 在 ， 术 语 “ 层 流 亚 层 ”一 定 被 认为 是 误导 人 的 。 


mi 
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一 次 ) 证 实 了 展开 (5.20) [也 参见 Townsend (1956)]。 后 来 ， 某 些 作 
者 [特别 是 Landau, Lifshitz (1963)、Deissler (1955), Elrod (1957)、Levich 
(1962)、Lyatkher (1968) 等 ， 参 见 本 小 节 结 语 ] 也 进行 了 某 些 论证 ， 更 倾向 
Fe, = 0， 但 所 有 这 些 都 不 严格 。 上 已 有 的 实验 数据 也 不 足以 可 靠 地 估计 系 
数 o， 因 而 没有 理由 认为 ci = 0. AM, f(z.) 的 二 阶 和 三 阶 导 数 在 zy = 0 
处 等 于 零 的 事实 足以 说 明 速 度 变化 在 相当 大 的 区 域内 非常 接近 线性 ， 即 说 
明 黏 清 亚 层 的 概念 。 


番 滞 亚 层 的 上 边界 可 以 有 条 件 地 定义 ， 例 如 ，waw' = 0.1v 灾 的 z 值 。 
也 可 以 使 用 和 这 个 定义 有 关 的 某 些 其 他 定义 。 在 每 个 情形 ， 这 个 黏 清 亚 导 
的 厚度 5 只 能 依赖 于 参数 w 和 vw。 于 是 ， 它 一 定 由 方程 6, = ao 志 = Oy 228 

其 中 oo 是 量 级 为 1 的 普 适 常数 (其 精确 值 当 然 依 赖 于 定义 )， 必 须 从 
实验 数据 得 到 。 这 个 常数 依赖 于 定义 ， 即 没有 唯一 值 这 个 事实 是 非常 自然 
的 ， 因 为 笑 灌 亚 层 没有 一 个 明确 的 上 边界 ， 而 是 平滑 过 渡 到 下 一 个 妖 滞 应 
力 和 雷诺 应 力 有 相同 量 级 的 流动 区 域 。 然 而 ， 就 像 边界 层 厚度 5 的 方程 中 数 
值 系数 的 情形 ， 这 个 情形 中 ao 的 允许 值 范围 不 是 非常 宽 。 通 常 ，ao 选 为 5， 
即 假设 6, = 5 志 ， 这 个 选择 的 基础 是 实验 数据 ， 在 图 25 中 给 出 。 


现在 让 我 们 考虑 第 二 种 极限 情形 ， 值 > 远大 于 zx = 4. PEFR APE RE 
一 定 距 离 的 充分 发 展 的 满 流 中 ， 汕 流 应 力 大 小 壁 RMI KEZES. 
于 是 ， 对 于 足够 大 的 z〈 比 如 ， 对 于 > > 6 ) 我 们 可 以 忽略 方程 《5.11) 中 
pv ZIRT) = 一 pww'。 所 以 对 于 z > %， 平 均 速度 变化 的 规律 一 定 
RE WK Bev WAU E) 度 p 和 经 过 流体 的 动量 流 m〈 等 于 流体 和 
壁 在 单位 面积 上 的 总 相互 作用 力 ) 确定 。 这 里 最 重要 的 是 ， 我 们 所 说 的 
不 是 速度 而 是 平均 速度 变化 的 规律 。 实 际 上 ， 通 过 考虑 黏 灌 应 力 可 忽略 的 
一 层 中 的 流动 ， 我 们 无 法 得 出 速度 喜 ( 纪 的 绝对 值 。 然 而 ， 我 们 可 以 只 研究 
这 一 层 内 两 个 高 度 z1 和 zz 的 速度 差 如 (Zz1) 一 (Zz2)， 特 别 是 层 (z,61) 中 的 速度 
增 量 z(z) 一 (61)， 其 中 z > 61。 这 是 从 力学 方程 的 伽利略 不 变性 得 到 的 ， 
据 此 ， 对 所 有 z > 561 的 速度 z(z) 增 加 任意 常量 不 会 改变 经 过 流体 传递 的 动 
量 流 。 于 是 ，z > 6 的 速度 z(z) 的 绝对 值 不 是 由 no 和 zz 定义 的 ， 而 是 也 依赖 
于 z(01) 值 ， 即 依赖 于 z < 6) ROBT Att RB) 层 中 速度 变化 的 规律 。 然 
而 ， 对 于 z > 91， 在 高 度 z 的 平均 速度 的 梯度 坚 一 定 不 依赖 于 ， 即 它 一 定 只 
是 参数 mm、p 和 z 的 函数 。 容 易 从 这 些 参数 看 到 ， 有 可 能 写 出 唯一 的 具有 速 


tOhji (1967) 提 出 的 方程 cs = 0 的 证 明 是 错误 的 。 实 际 上 ， 它 基于 一 个 特别 不 严格 的 假设 
(在 这 篇 文章 中 没有 明确 写 出 ) 。 让 我 们 也 注意 到 ， 考 虑 到 真实 党 时 流 和 管 流 中 ra ARE, 
但 97/0z = 常量 [参见 方程 (5.17) Al (5.17) ] 我 们 会 得 到 vw (z) 的 泰勒 级 数 的 z? 项 的 无 量 岗 
系数 ca 不 为 零 。 然 而 即使 在 此 情形 也 有 cs = 0。 
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图 25 根据 管 流 、 渠 流 和 边界 层 流 动 测量 数据 得 到 的 光滑 壁 附 近 满 流 的 普 适 
无 量 纲 平均 速度 分 布 [根据 Kesting, Richardson (1963)]。 


度 梯度 量 纲 的 组 合 台 全/p1/2z = Me. PROF > 51， 必 须 满足 
du(z) ,Ux 
7 AS (5.21) 


其 中 4 是 一 个 普 适 的 无 量 纲 常 量 。 对 于 > > 5 的 速度 分 布 ， 由 方程 (5.21) 
我 们 得 到 对 数 方程 


T(z) = Au, ln z + Ai, (5.22) 


其 中 4 是 一 个 新 的 常量 ， 根 据 前 面 的 论证 ， 它 ee 系数 v。 
满足 方程 (5.22) 的 流体 层 被 和 为 对 数 层 ， ， 一 层 的 存在 
对 于 很 多 碰 到 治 刚性 壁 汕 流 的 问题 是 极端 重要 的 。 普 eens (5.22) 首先 
HKármám (1930) 和 Prandtl (1932b) 用 (和 上 面 给 出 以 及 其 他 人 ) 完全 不 
同 的 论证 得 到 。 后 来 ， 找 到 了 一 系列 证 明 ， 其 中 一 些 相当 有 趣 ， 在 下 面 重 
述 。 这 个 方程 的 一 个 简单 的 纯 量 纲 分 析 推 导 首 次 在 Landau, Lifshitz(1963) 书 
的 第 一 版 中 给 出 ， 也 参见 Squire (1948). 

除了 量 纲 分 析 推 导 方 程 〈5.22) ， 我 们 也 可 以 使 用 描述 z > 51 流动 的 流 
体 动力 学 方程 在 相似 变换 z 一 kz,y > ky,z > kz 和 t > kt 下 的 不 变性 。 因 
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为 这 些 变换 把 > > ORY EASTER EA AREKEA 2 Td p 
RKA ZHE CAREC TAS ROBT BE) 在 这 些 变换 下 也 是 不 变 的 。 
然而 ， 如 我 们 已 经 看 到 的 ， 如 果 忽 略 锋 滞 ( 即 ， 在 z = 0 时 暂时 忽略 边界 条 
feu = 0) ， 我 们 可 以 仅 考虑 相对 速度 z(z1) — 二 2)。 因 为 摩擦 速度 ww 在 相似 
变换 下 显然 不 变 ， 那 么 根据 不 变性 假设 ， 对 于 不 太 小 的 z1 和 z2 值 ， 无 量 纲 比 
值 zz2)-ae) ， 只 能 依赖 于 比值 所 


S za 


we T (2), (5.23) 


由 函数 9 (=) HME (5.23) 得 到 g (2) =9 (2) +9(B). 后 一 个 关 
A, WHERE = 2. BATS Wik MET 


g(&1 - €2) = g(E1) + 9&2). (5.24) 


不 难 证 明 函 数 方 程 (5.24〉 的 唯一 连续 解 时 对 数 函 数 g(&) = Alng. MAR 
们 得 到 等 价 于 方程 (5.22〉 的 方程 


T(z) — U(z1) = Au, ln 2. 
Z1 


由 量 纲 论证 ， 很 明显 对 数 边界 层 的 下 边界 高 度 % 一 定 由 方程 61 = oE 
义 ， 其 中 a 是 另 一 个 普 适 的 无 量 纲 常 量 ， 近 似 地 确定 到 常量 ow 的 精度 。 
图 25 的 数据 表明 ， 取 oa = 30 是 可 以 的 。 通 过 方程 (5.22) 和 “(5.13) 的 比较 
GA, E + Bus 中 常量 4 一 定 上 共有 这 种 形式 : A = Awu， 其 中 B 是 一 个 
无 量 纲 普 适 常量 。 所 以 方程 (5.22〉 可 以 重 写 为 


ZUx 


T(z) = Ux (4 In + B) 当 z> a (5.25) 


v 
所 以 
f(z) =A4lhnz +B 4 z>. (5.25') 


这 里 必须 指出 ， 传 统 上 经 常用 k = 二 代替 系数 4。A 通 常 被 称 为 冯 . 卡 门 党 
量 。 把 4 蔡 换 为 并 把 e-“3 记 作 6， 方 程 (5.25〉 也 可 以 重 写 为 


(5.25”) 


方程 (5.25) - (5.25”) 中 的 常量 4 (Me = 1/4) MB (或 8 = e-“3) 
的 数值 可 以 从 实验 数据 确定 。 如 5.2 节 指 出 的 ， 可 以 在 光滑 管 、 具 有 光 


滑 壁 的 矩形 渠 和 光滑 平 


不 同 半径 、Re = 
了 第 


一 批 有 用 的 这 种 测量 ， 即 精确 测 


四 上 方 的 边界 层 中 进行 测量 。Nikuradse (1932) 在 
UaD Y4 x 103 到 3.2 x 106 的 光滑 直 管 中 的 水 流 中 进行 
量 平均 速度 分 布 和 剪 切 应 力 分 布 。 


他 的 数据 表明 ， 对 于 流动 相当 大 的 一 部 分 ， 从 距离 壁 大 约 30 志 的 距离 持 


续 到 几乎 管 的 中 心 ， 


方程 描述 。 对 于 这 


对 于 A = 2.4,B = 5.8 ( 
和 实验 数据 在 30v/u，< z < 1000v/u, 区 域 符 合 得 
WA = 25,B = 5.5( 即 上 = 0.40,8 ~ 0.11 


的 中 心 ， 


以 使 方程 (5.25) 最 好 地 应 用 于 从 z = 30v /ux 


平均 速度 可 以 以 很 好 的 精度 用 方程 〈5.25) 形式 的 
个 方程 中 的 系数 4 和 B，Nikuradse 给 出 了 两 种 选择 : 
即 k = 0.417,8 = 0.09 = 1/11) 方程 (5.25) 
最 好 ， 不 延伸 到 管 
~ 1/9) 被 证 明 可 
到 管 中 心 的 整个 区 域 。 


来 ， 类 似 的 测量 对 于 管 流 
次 。 而 所 有 情形 中 的 方程 5.25) 都 相当 可 靠 地 被 证 实 ， 在 得 到 的 41 


和 特别 是 B 值 中 ， 
工作 含有 A4 和 B 值 


的 大 量 数 据 的 细致 分 析 ]。 


(或 平面 渠 流 ) 和平 


MENA BR TIRE 
直 


有 一 小 部 分 弥散 [ 见 ， 例 如 Hinze (1962) 的 调查 ， 这 个 
5 所 考虑 的 三 种 流动 的 很 多 数 


据 收 集 在 图 25 中 
式 给 出 ) 。 


我 们 看 到 ， 


( 借 自 Kestin，Richardson (1963)， 在 这 里 以 例子 的 方 


对 于 z < 5v/ux， 所 有 w+ = /ux 的 观察 值 非常 


接近 方程 (5.20) 的 曲线 w+ = zuy/v， 而 对 于 500v /wu > z > 30v/u;， 
它们 唯一 曲线 wu = 2.5log zurx/v 十 5.1 上 ， 对 应 于 Coles (1955) 建 议 的 系 


XLA = 2.5, B = 5.1 (Bik = 0.4,B = 0.13) WA (5.25) ， 
(1955 年 前 及 1955 年 后 的 ) 所 有 其 他 看 
在 中 间 区 域 5v/w < z < 30v/u. 区域 中 ， 网 25 中 画 出 的 比 


这 些 系数 接近 
究 者 给 出 的 系数 的 平均 值 。5 


实验 值 显然 1 


i 离 方程 (5.20) 给 出 的 值 


和 《5.25) 给 出 的 值 。 根 据 实验 数 


入 曲线 65.20), 


《图 25 中 的 点 线 ) 。 
非常 大 。 所 以 ， 在 不 要 求 很 高 精 
zMu} = 2.5lnz4 十 5.1 交 点 的 横 坐 标 ) 平均 速度 分 布 由 方 


Ru = 


H IAS KN S (24E A AH — 


条 光滑 曲线 表示 ， 这 条 曲线 在 z+ = 5 进 
而 在 z= 30 进 入 4 = 2.5,B = 5.1 的 曲线 (65.25) 
进一步 ， 我 们 注意 到 点 线 对 图 25 中 的 实 线 偏离 不 是 
度 的 情形 ， 可 以 假设 直到 z， = 11.1〈 曲 


5 我 们 回想 一 下 ， 根 据 理 论 推 
实际 的 实验 室 实验 
些 系数 的 经 验 值 小 的 弥 完全 可 以 解释 ， 

5 例如 ，Clauser (1956) 提 出 ， 
JA = 2.44,B = 5.85。 在 Longwell (1966) 
3.5. Spalding (1964) 和 Escudier，Nicoll (1966) 假 设 4 = 2.5,B = 4.7. Coantic (1966) 在 
到 管 流 中 和 Comte-Bellot (1965) 在 平面 平行 流 中 的 测量 分 别 给 出 4 = 2.50,4.40 < B < 
5.50 和 4 = 2.7,4.5 < B < 6.0. i 
[Hinze (1962), Comte-Bellot 
不 相 容 。 然 而 ， 容 易 
在 Lindgren (1965) 近 


。 所 以 对 于 


iv) 
服 的 量 纲 论证 
不 确定 [例如 ， 
时 的 做 法 是 弃 之 。 


导 ，A 和 B 仅 对 常 剪 切 应 力 mw 的 理想 平面 平行 流 是 

(在 那里 方程 (5.25〉 的 可 用 性 是 “用 肉眼 ” WEN 
即使 忽略 了 不 可 避免 的 测量 误差 。 

对 于 边界 层 流 动 ，4 = 2.44, B = 4.9。Townsend (1956) 使 


的 教科 书 中 建议 了 略微 不 同 的 4 = 2.71,B = 


FEA AB FAM BUY HEME RT Re CBN, MTF Bh 
1965)]。 对 于 常 应 力 层 ， 这 种 依赖 显然 和 物理 上 令 人 信 
j 应 力 变 化 的 影响 来 解释 。 关 于 这 个 依赖 关系 的 数据 极端 
期 非常 精 确 的 数据 中 完全 没有 对 Re 的 依赖 |。 所 以 目前 合 


mÈ 


5. EE, WARS maA 


程 (5.20) 给 出 ， 而 对 于 zj > 11.1， 它 由 方程 625) 给 出 。 这 个 假 
设 [ 被 Prandtl (1919,1928) 和 G. I. Taylor (1916) 的 文章 接受 | 当然 意味 着 我 们 
忽略 pv 虹 和 一 pww /具有 同样 量 级 的 中 间 区 ， 并 假设 在 颖 沾 亚 屋 〈 我 们 现在 
考虑 其 厚度 5 =ô = 11.1v/wux) 外 就 是 对 数 层 ， 其 中 黏 清 应 力 和 雷诺 应 力 
相 比 小 得 可 以 忽略 。 


P 


ksh BATES, Maiti aii LAKE 5.5 ] 观 点 看 ， 我 们 可 以 定 
SCAT IRA HT WB = 0 CRNA LER ARE Pp = 常量 ) 的 亚 层 。 对 
RUR HY DA DA sé EH E WIA SNE A ot Fa i A a Dk Rh s A EL AN AT AS 
Jas» mita AIR Sy FE h: 


Une Z 
K= 
A 


= KUZ, K 0.4. (5.26) 


FEIRHE TI, QS A RRNA TA AR Be AS RMA Ev O 
Fz = 5v/wux) 光滑 变化 到 30kv & 12v OF Fz = 30v/u.) 的 层 。 


到 目前 为 止 ， RIAIR T mM PRRD. Am, ERNI 
到 壁 的 普 适 规律 和 对 数 层 概 率 的 物理 考虑 同样 可 以 很 好 地 应 用 到 刚性 平 
面壁 附近 的 任何 其 他 单 点 速度 窍 量 的 研究 中 。 所 有 这 些 恒 应 力 层 中 和 矩 量 
当然 仅 依赖 于 参数 z,r,z 和 p， 即 它们 一 定 由 摩擦 速度 心 的 茶 次 需 和 无 量 纲 
IE Az = zx/z 的 一 个 特定 函数 的 乘积 表示 。 对 于 足够 大 的 z， 汕 流 涨 
落 的 统计 机 制 不 再 依赖 于 秋 清 系数 zy。 (不 依赖 于 平均 速 
Eu) 情形 ， 相 应 的 普 适 函数 在 zj 一 co 时 趋向 于 常量 。 作 为 例子 ， 我 们 
Deak Yul, v Allow! HI GP REL ERE EH NS AE o 然而 ， 由 于 潮流 对 平 
面 Ozz 的 对 称 性 ， 其 中 两 个 〈 即 ww 和 waw' ) 恒 等 于 零 。 所 以 仅 剩 下 四 个 非 
FEE: u? = co2,u2 = 02,w? = 2 和 ww。 所 以 ， 除 了 方程 (5.13) ， 我 
们 还 有 四 个 这 种 形式 的 方程 : 


Ou = Usfi(z4), ov = Ux fo(Z4) 


Ow = us f3(z4), -Ww = ud falz+), 
(5.27) 


含有 四 个 新 的 普 适 函数 。 除 了 ja(z+)， 我 们 也 可 以 使 用 函数 廊 (z+) = 
fal fifa CHR T w Mw Z EK RAIE 


—u'w' 
(ul2w!2)1/2 


= fs(z4). 


—Tuw = 
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在 对 数 层 中 ， 函 数 户 (z+) 一 定 恒 等 于 1， 而 函数 广 , fo, 户 和 方 假设 常数 值 


fi(oo) = A1, f2(00) = Aa, f3(00) = As 和 所 (00) = As = (4143) 


SRM, PB fi... APS, MEME, = 0 的 泰勒 级 数 展开 
有 这 种 形式 : 


2 


filz+) = az 十 了 2 +... 
folzs) = aaze tboz? +... 
fa(za) = 0327 +b3z2 +... 
filz) = az bbe +... 


(因为 当 z = 0 时 w =v = w = = 0). AMasMbsMA 65.20) 有 
一 个 简单 的 关系 ， 因 为 在 壁 附 近 扩 (zj4) = 1 一 (z+)[ 由 方程 (5.11) |. K 
数 户 ,…, 方 的 精确 形式 无 法 从 理论 上 得 到 ， 而 它们 的 近似 形式 可 以 从 Laufer 
(1954)、Klebanof (1955)、Comte-Bellot (1965)、Coantic (1966, 1967) 和 其 
HA CHL, 例如， 基于 Laufer 和 Klebanoff 数据 的 图 26 和 27) 的 数据 中 发 
现 。 这 两 幅 图 的 其 他 例子 由 Dumas，Marcillat (1966) 发 表 。 他 们 的 数据 
和 Comte-Bellot 的 数据 并 不 十 分 接近 ， 但 是 令 人 满意 的 。 管 流 和 边界 层 流 的 
数据 互相 符合 得 很 好 。 特 别 是 ， 对 于 两 种 情形 的 常数 41, 4? 和 43， 可 以 得 
到 近似 相等 的 值 : 


Aj x 2.3, Ag 7x 1.7, A3 x 0.9. 
(A1 和 A3 值 相对 接近 其 他 人 得 到 的 值 ， 包 括 在 大 气 表面 层 进行 测量 的 那些 
人 ， 见 下 面 的 8.5 节 。) 除了 壁 附近 速度 涨 落 已 有 的 数据 ， 我 们 也 可 以 得 到 
系数 a1,…, a4 值 的 一 个 近似 估计 “尽管 精度 仍然 相当 低 》， 即 


ay ~ 0.3, ag ~ 0.07, Q3 ~ 0.008, a4 œ 0.001 


[ 见 Laufer (1954), Klebanoff (1955), Townsend (1956). Coantic (1965)]。 
对 于 速度 涨 落 的 〈 三 阶 或 更 高 阶 的 ) 高 阶 矩 ， 数 据 壁 方程 〈5.27) 
定义 的 二 阶 矩 少 得 多 。 然 而 ，Comte-Bellot (1963, 1965) 构建 了 普 适 函 
DEREN = YN? 
Aher) =W (A) 和 所 (24) = (P) 一 些 初步 的 经 验 图 ， 它 们 定 
义 了 纵向 分 量 w mR skewness) 和 超出 (excess) o 
与 壁 的 规律 有 关 的 相似 性 定律 不 仅 可 以 对 平均 速度 分 布 和 一 点 速度 矩 
写 出 ， 也 可 以 对 常 应 力 层 中 的 点 的 速度 分 量 的 一 般 多 点 概率 分 布 写 出 。 
所 有 这 些 分 布 一 定 只 依赖 于 ww ws 和 点 的 坐标 。 此 外 ， 如 果 我 们 考虑 速度 涨 


路 


适 无 量 纲 分 布 ， 根 


图 26 光滑 壁 附近 流动 的 三 个 速度 分 量 涨 落 强 度 的 
di Klebanoff (x) 和 Laufer C) 的 数据 。 


0-170 æ 8 40 50 60 7 80 90 100 
ZUy 
zey 


图 27 根据 Laufer 的 测量 得 到 的 普 适 函数 户 (z+) 和 方 (2+ )。 


落 w,w 和 w' 在 常 应 力 层 ( 满 足 条 件 : 1) 对 于 所 有 i = 1,...,n, z > a = 
v/ux〔 即 所 有 位 于 对 数 层 中 的 点 ) 以 及 2) 任 意 两 点 之 间 的 距离 远大 于 z%) 
(£1, Y1; 21), +) (En; Yn, Zn) 点 上 同时 的 值 的 概率 分 布 ， 一 定 对 黏 淆 系数 v 
没有 依赖 。 在 这 些 条 件 下 ， 无 量 纲 变量 w/wr,vV /Ux,w /ux 的 概率 密度 只 能 
依赖 于 无 量 纲 参量 


T2 — Tı Tn — Tı Y2 — Yı Yn — Yı 22 Zn 
ea Pere 一) 一. 


Z1 Zi Zi Zi Zi Zi 


对 数 层 中 概率 分 布 的 一 般 相似 性 假设 也 可 以 推广 到 多 点 和 多 时 间 概 率 分 布 
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(参见 7.5 节 ， 那 里 会 考虑 


昌 更 一 般 的 密度 分 层 注 流 边界 层 的 情 


然而 ， 


É) 。 


目前 甚至 对 于 适 于 证 实 这 个 假设 的 较 简 单 的 单 时 刻 多 点 概率 分 布 也 没有 实 


验 数据 ， 


间 


在 某 些 情 


常 应 力 层 中 的 多 点 速度 矩 的 数据 也 极端 缺乏 。 


， 主 要 是 通过 流体 的 沸 
图 25 的 实 线 显然 是 足够 严格 的 ， 而 光滑 


1 流 热 输 运 和 质量 输 运 的 情形 《〈 见 下 面 的 5.7 节 ) ， 
的 虚线 非常 不 方便 。 在 这 些 情 形 ， 需 要 一 个 描述 中 


层 5 < z < 6 中 平均 速度 分 布 的 解析 表达 式 ， 和 >z < by = aoz/us 和 2z > 61 = ay /us MK 


系列 这 种 表达 式 。 


使 得 在 z+ 


=, 和 2z+ = 


ay BL 


句 话说， 
(1940 


已 对 应 于 图 25 中 


限 表达 式 〈5.20) 和 (5.25) 有 光滑 连接 。 不 同 作者 
的 一 


Kay < z+ < ay 使 


Ay ln z4 


B > H 


光滑 连 
(1956)、 
AW kz, < afz} > ar 


更 好 的 对 
(1950), 
法 。 这 里 ， 流 动 


的 线性 方程 (5.20) ， 在 第 二 个 


J 比方 程 (5.20) 复杂 
(1960; 1962a) 和 Carr 
Qu < Z4 < Qt 和 zj 


Qus 


一 层 中 ， 对 于 f(z4) 采 S 
外 ，Loytsyanskiy (1960, 1962a) 也 提出 了 一 个 单一 的 但 


和 Levich (1962) 第 4 节 提 
Me. Squire (1948)、 
Hudimoto (1941, 1951), 
x 域 仅 被 分 为 两 层 : 
区 域 中 ，f(z+) 有 


分 另 别 和 


Hama (1953)、 
Ts’ai Ko-yeng (1961) 和 Tien and Wasan (1963) 把 流动 分 


> Qvo 
比方 程 (5.250 复杂 的 解析 表达 式 给 
出 ， 这 个 表达 式 在 z 一 co 时 渐 近 趋向 于 方程 (5.259, Ez = as 处 与 方程 〈5.20) 
k. 5— Dm, Ribaud (1940), 
Levich (1959) 第 25 节 、 


已 经 多 次 提出 不 同 复杂 性 的 函数 (z+) 
其 中 第 一 批 这 种 表达 式 是 冯 . 卡 门 的 表达 式 (1934,，1939)， 
了 近似 f(z4) = 
的 和 Ai ln z+ + Bi, 
直线 


在 转换 
HABA AB, (AF ARB) 


函数 (5.20) 和 (5.25) 相同 。 换 
巴 点 Po 和 Di1 连 起 来 。 后 来 ，Hofmann (1940)、 
E Tfl) Ea < 24 < 的 其 他 插值 公 
Loitsyanskiy (1958)、 


Reichardt 
N 式 ， 和 测量 结果 有 


Frank-Kamenetskiy (1947) 以 及 Rotta 
Miles (1957) 非 常 类 似 的 工作 中 使 用 了 
z+ < av 和 2 


个 不 同 的 想 


使 用 通常 


在 第 一 个 区 域 中 ， 


Deissler (1955; 1959)、Rannie 


在 第 二 
的 表达 式 作为 1 (z+)。 
(1962) 的 工作 使 用 了 


居中 


使 


> ai | 


不 同 的 方程 


] 通 常 的 对 数 方程 (5.25’) ， 在 第 一 层 中 使 
Lin, EA Putnam (1953), 


Loytsanskiy 


全 出 ) ， 但 


是 和 冯 . 卡 门 的 工作 不 同 ， 在 第 


A z+- Reichardt (1951a)、 


常 应 力 
J, 


来 


和 Loitsyanskiy (1962a), 


区 行为 的 较 简 单 


导 了 Spalding 的 了 


的 近似 表达 式 ， 和 所 有 


了 非 线性 


Rotta (1962b)、 


表达 式 〈 这 些 


van Driest (1956 


作 中 使 
日 非 a 适 
HSpalding (1961) 提 
据 都 符合 得 相当 好 。 Kleinstein (1967) 后 
两 个 方程 中 的 一 个 。Hinze (1961) 第 7 节 、Longwell (1966) 第 8.7 节 
Kestin, Richardson (1963) 的 文章 中 概述 了 沿 这 


了 不 同 的 非 线性 表达 式 ) 。 此 
于 所 
z+) 在 整个 


些 路 径 的 工作 。Coantic (1966) 的 毕业 论文 中 包含 了 一 个 非常 详细 的 综述 含有 大 约 四 十 个 


>l 


BOR BAR Bh 
0, 这 个 结果 显 


e.. 


问题 得 到 了 
大 地 影响 满 
在 这 个 工作 


同 的 方程 ) 。 
F Ez 一 co 的 行为 细节 的 问题 引发 了 广泛 讨论 。 
于 z+ < ow 假设 了 f(z4) = z4+， 即 在 zj = 0 处 假设 f(z4) 
究 者 批评 。 根 据 Ranney 提 


只 中 cs 


fi Hama, Deissler, Levi 


后 Spalding 同 时 引入 了 ca 4 OF 


然 和 精确 方程 
Moulton 和 Putnam, Carr 和 Tien 以 及 Wason 
Lice! 


ASAD + K = t/ps 


sh fa AF Hh EJ 
假设 ) 从 理论 上 得 到 的 。 


数据 选择 ， 


前 流 热 输 运 (或 质量 输 运 ) o 


aa Ga 


经 常 的 情况 它 是 借 


然而 ， 这 些 假设 都 没 


Prandtl 


所 有 比 一 阶 高 
出 的 方程 ， 在 2+ 一 一 时 ，f(z4) = z+ + cz} + 
5.20) 矛盾 。 
的 方程 得 出 了 方程 《5.20') ca 关 0 的 表达 式 ， 而 
ch, Loytyanskiy 和 Ta”ai Ko-yeng， 在 这 个 表达 式 中 ca = 0。 最 
Hea = 0 的 两 个 f(z4) 不 同 表 达 式 。f (zj ) 在 zj} 一 0 时 的 行为 的 
相当 的 关注 ， 这 是 因为 对 于 足够 大 的 
这 会 在 5.7 节 中 更 详细 地 讨论 。 

我 们 也 会 看 到 不 选择 函数 f(z ) 作 为 讨 


在 一 些 上 面 提 到 的 工作 中 ， 对 


的 导数 为 零 。 这 个 假 


同时 ，Reichardt, Ribaud, Lin, 


(Schmidt) 数 ， 这 个 行为 会 极 


f(y) ite 的 依赖 关系 。 在 某 些 情形 


论 的 基础 ， 而 是 选择 

， 这 个 依赖 关系 的 形 

助 某 种 定性 论证 (通常 辅 以 特殊 的 半 经 验 
明 。 同 时 ， 各 位 研究 者 提出 的 ! 


被 严格 证 


5. Bi, WARS mas Win 


Rus = f(z4) 的 弥散 和 幅 
同 的 特征 。 因 此 ， 目 前 没有 
司 变 体 之 间 做 选择 
目前 关于 函 
的 流体 涨 落 非常 


rt 


为 1(z+) 选 择 任何 


考虑 哪 一 个 最 适合 解 
的 方程 的 情况 不 大 令 人 
| 么 的 统计 性 质 。 关 于 这 个 改 


的 相对 作用 随 


程 描述 似乎 是 合 
见 Landau and L 


成 小 而 减 小 。 所 以 秋 
FA. LandaufilLevich #4194045 REX 
shitz (1963) 和 Levich (1962)]. f 


E 


量 级 (如 果 不 是 更 大 的 话 ) ， 和 已 有 的 实验 数据 的 弥散 有 相 
一 个 “最 佳 ”方程 ， 以 及 在 这 些 方 程 的 不 


荡 意 。 这 些 函 数 依 赖 于 非常 靠近 刚性 壁 
股 的 想法 之 一 是 动力 学 方程 中 非 线性 项 


BP AKA’, ww 和 ww 可 以 用 线性 化 方 
[这 个 假说 作出 了 最 早 的 具体 推论 [ 参 
] 推 测 线性 方程 一 定 意 味 着 整个 黏 滞 亚 


层 的 时 标 是 恒定 日 


的 ，Lyatkher (1 司 样 结果 的 解析 推 


近 平均 速度 分 布 日 
这 里 进一步 讨论 它们 没有 
Sternberg (1962, 1 


通过 这 个 推理 得 到 了 一 ww 和 性 成 正比 。 然 而 ， 这 个 推论 是 不 严格 
FF 有 更 多 疑点 。 〈 上 面 引 用 的 ) 关于 壁 附 


作 也 可 以 包含 在 和 系 消 


的 研究 。 所 有 这 上 
外 ， 这 些 工 作 都 基 了 


965) 和 Schubert，Corcos (1967 
[ 作 中 都 假设 满 流 涨 落 起 始 与 灌流 


9 关 的 研究 中 。 然 而 ， 我 们 认为 在 


生化 的 动力 学 方程 。 每 个 了 


到 Einstein,， Li 


上 的 过 程 是 最 


与 Sternberg 的 


然而 ， 必 须 认 为 所 
et al. (1967)、Coantic (1967a,b 


里 论 的 完整 的 比较 可 


(1967) 和 其 他 人 最 新 的 深刻 实验 结果 。 特 别 


Hy Tea i Sa Re as T Bb ne E 
direction) 的 剧烈 变化 所 起 的 


5.4 ， 沿 粗糙 壁 的 流动 ; 粗糙 参数 和 位 移 高 度 


巨大 作 


对 壁 附近 的 速度 涨 落 进行 了 更 详细 
层 外 部 ， 从 外 项 秋 滞 亚 层 输 运 。 此 
[ 作 之 间 的 不 同 在 于 对 方程 不 同 的 简化 
和 对 亚 层 外 边界 条 件 不 同 的 选择 。 在 所 有 情形 ， 这 些 作 者 都 对 亚 层 内 涨 落 的 统计 性 质 进 
行 了 初步 计算 ， 得 到 了 大 体 上 和 1965 年 前 发 现 的 速度 涨 落 数 提 
6) 考 虑 了 黏 清 亚 层 中 涨 落 起 始 过 程 的 一 个 完全 不 同 的 物理 模型 〈 假 设 壁 
H) 。 然 而 ， 他 们 的 方程 与 Sternberg (1962) 的 相同 [Einstein 和 Li 的 理论 
[以 在 Kistler (1962) 的 文章 中 找到 ]。 


9 已 有 的 理论 目前 都 是 初步 的 ， 


居 相 符 的 结果 。 有 趣 的 是 注意 


为 它们 没有 考虑 Kline, Reynolds 


重要 的 1 


]) ， 这 些 在 所 有 


~ Willmarth, Bo Jang Tu (1967)、Bakewell, Lumley 
以 乎 是 Kline 和 他 的 合作 者 的 结果 ， 非 
层 中 涨 落 的 很 多 新 特征 (例如 ，w 涨 落 和 流动 在 横向 Cspanwise 
前 的 理论 中 都 没有 考虑 。 


我 们 现在 考虑 具有 平均 高 度 ho( 和 摩擦 长 度 zs = 才 相 比 不 小 ) 的 突出 
物 的 粗糙 壁 附近 的 清流 。 在 此 情形 ， 平 均 速度 分 布 由 方程 《5.15) 给 出 ， 这 


个 方程 含有 z+ 和 其 他 一 些 参 数 的 普 适 函数 1。 因 


为 很 多 变量 的 函数 在 实际 应 


用 中 非常 不 方便 ， 所 以 在 此 情形 使 用 量 纲 论 证 不 是 非常 有 成 果 。 然 而 ， 实 


际 上 ， 情 况 绝 没有 这 么 站 
让 我 们 假设 ho > 之 。 我 


aa 


Wo 


门 再 一 次 分 别 考 虑 小 和 大 z 值 的 情形 。 对 于 和 


高 度 ho 相当 的 小 z， 我 们 必须 预期 平均 速度 z(z) 很 大 程度 上 依赖 于 壁 的 不 规 


则 性 的 形式 和 间 
不 可 能 期 望 得 到 人 


趣 于 不 太 靠 近 壁 (在 与 摩擦 长 度 z = 共和 突起 物 平均 高 度 ho 相 比 都 大 的 距 
离 z) 的 平均 速度 。 当 然 ， 人 们 认为 ， 在 距离 壁 如 上 


F 何 简单 的 一 般 规律 。 然 而 ， 在 逢 


E， 在 突起 物 和 它们 之 间 的 空隙 上 方 是 不 同 的 。 所 以 这 里 


多 情形 ， 我 们 主要 感 兴 


H 


CAJA, REMAK 


的 局 部 性 质 都 不 会 产生 任何 影响 。 这 里 的 基本 特征 只 是 存在 恒定 的 0z 轴 负 
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方向 的 动量 流 ， 在 平面 z =0OkA-* “IC” . MA, MHF GIR EE AF 
的 半空 间 中 的 流动 的 方程 (5.22〉 对 于 z > ho > 老 的 两 个 推论 在 粗糙 壁 的 
情形 也 成 立 。 于 是 ， 


u(z) = Aux lInz+ Až Fz > ho (5.22a) 


因为 方程 〈5.22a) 中 的 常量 4 = + 给 出 了 对 应 于 给 定 动量 流 m = puh F 
均 速 度 梯度 ， 所 以 他 对 于 粗糙 壁 ， 必 须 有 和 光滑 壁 相同 的 值 Cx 2.5) 。 
《同样 的 结论 对 于 粗糙 壁 上 方 的 对 数 层 中 的 速度 涨 落 的 所 有 特征 也 成 
立 ， 例 如 ， 对 于 比例 cu/us = A1, ov/ux = 42 和 ow /ux = A3) 。 然 而 ， 就 
系数 41 而 言 ， 这 是 由 方程 〈5.22a) 适用 区 域 的 下 边界 上 的 边界 条 件 确定 
的 。 于 是 它 依赖 于 壁 邻 域 中 平均 速度 的 变化 ， 这 会 有 相当 大 的 不 同 ， 依 
赖 于 壁 是 光滑 的 还 是 粗糙 的 。 我 们 注意 到 在 壁 的 突出 物 顶 部 和 底部 之 间 对 
于 z > 1 的 距离 z 的 原点 可 以 任意 选取 ， 不 会 明显 改变 结果 。 在 实践 中 ， 通 
常 从 观测 到 的 分 布 去 2) 和 对 数 方程 〈5.22') 的 最 佳 符合 来 选取 [我 们 将 在 本 
小 节 后 面 回 到 这 一 点 ]。 


粗糙 表面 上 方 速度 分 布 的 方程 《5.22a) 可 以 以 各 种 不 同方 式 写 为 无 量 
纲 形式 。 当 然 ， 我 们 可 以 适用 方程 〈5.25) ， 它 适用 于 光滑 壁 的 情形 ， 即 取 


Wl 


ZUx 


f(z) = uy (Am +B) 对 于 z> ho. 


V 


然而 ， 这 里 B 不 再 是 一 个 普 适 常数 ， 而 是 会 依赖 于 确定 壁 的 不 规则 型 的 
大 小 、 形 式 和 位 置 的 无 量 纲 参数 ，B = B (9 和 =,a,B,…)。 此 外 ， 把 方程 
(5.22a) 写 为 方程 (5.25a) ， 尽 管 对 于 比较 光滑 壁 附近 和 粗糙 壁 附近 的 平 
均 速度 分 布 方 便 ， 但 不 太 自 然 ( 在 任何 情况 下 ， 当 ho > v/us) 。 实 际 上 ， 
方程 (5.25a) 右边 含有 wv， 而 如 我 们 对 ho > v/us 的 预期 ， 平 均 速度 分 布 
(以 及 方程 (5.22a) PIN RBA) 一 般 不 依赖 于 黏 淆 ， 仅 由 壁 上 的 不 规 
则 型 的 大 小 、 形 式 和 相对 位 置 确定 ， 它 们 完全 确定 了 最 下 层 流 动 的 性 质 。 
所 以 对 于 ho > v/us， 更 方便 的 是 把 平均 速度 分 布 表示 为 


T(z) = Us (4 In ra di B') . (5.28) 


我 们 现在 可 以 预期 ， 对 于 足够 大 的 如 内 ，B = B+ Aln hom (RBA HB 
滞 v 的 参数 w 的 变化 而 改变 〈 即 ， 它 只 是 描述 不 规则 性 的 形式 和 相对 位 置 


5. Bi, WARS mas it 


的 参数 a, 9,… 的 函数 ) 。 也 有 可 能 把 方程 《5.25) 重 写 为 这 种 形式 


Ux 


T(z) = Us (4 In = 


Ve 


+ B) ， (5.250) 


其 中 Bo © 5 是 关于 光滑 壁 上 方 速度 分 布 的 方程 5.25) 的 普 适 常数 ，ze = 
vexp[(Bo 一 忆 )/4 可 以 称 为 等 效用 滞 [ 它 显然 依赖 于 壁 的 粗糙 度 ， 即 ze = 
v- filhous/v, a, 8,…)]。 最 后 ， 我 们 可 以 党 试用 流体 在 壁 上 的 表面 摩擦 性 质 
《以 一 些 未 知 的 方式 依赖 于 壁 的 几何 性 质 ) 直接 表示 方程 〈5.22a) 中 的 常 
数 41。 作 为 无 量 纲 表面 摩擦 特征 ， 我 们 通常 使 用 摩擦 系数 (或 摩擦 因子 ) 


To Ux \ 2 
= = (=) l 5.29 
Cf 5pU? U ( ) 


其 中 U 是 流动 的 特征 速度 。 然 而 ， 对 于 无 限 半空 间 中 的 理想 流动 ， 没 有 特征 
速度 。 所 以 ， 这 里 我 们 只 能 得 到 无 量 纲 系数 


gosea], 


ulz 


它 依 赖 于 高 度 ， 于 是 没什么 用 。 但 如 果 我 们 把 


WATT RE 5.22) ， 那 么 我 们 得 到 下 面 简单 的 定律 : 
1 
Vigla) yiga) 7 


所 以 我 们 看 到 在 对 数 层 中 


R 
N 


1 1 
zje 4V aED 一 zoe Av dep (ea) | 


所 以 物理 量 


1 V2 
zy = ze AVIO = ze VFO), (5.30) 


具有 长 度量 纲 ， 不 依赖 于 xz。 这 个 量 是 流动 与 壁面 动力 学 相互 作用 的 可 观 特 
征 ， 自 然 地 依赖 于 壁面 的 不 规则 性 。 它 被 称 为 粗糙 度 参 数 、 粗 糙 度 长 度 或 
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简称 粗糙 度 。 现 在 把 


1 
二 cp(z) = 14 In 2 
2) 
带 入 
u(z) = =, 
zc (z) 
我 们 得 到 
Z eZ 
ulz) = Au, In — = — ln —. 5.31 
ulz) uslo- z (5.31) 
于 是 
20 = erB— hoe" P". 
Ux 


根据 方程 《5.31) ， 粗 糙 度 参数 也 可 以 定义 为 流动 平均 速度 变 为 零 的 高 度 ， 


如 果 去 (2) 的 对 数 方程 适用 于 这 个 高 度 的 话 。 当 然 ， 实 际 上 ， 对 数 方程 在 大 得 


多 的 z 值 就 不 适用 了 。 


e from the skin friction 
o from the velocity profile 


5 
02 04 06 08 10 12 14 16 1.8 2.0 


22 24 26 28 3.0 3.2 


u 
log 2 


图 28 系数 刀 ' 对 名 的 依赖 ， 根 据 Nikuradse (1933) 的 数据 。 


为 了 找到 B, B',we 和 z0 对 突出 物 高 度 的 依 


结果 ， 其 中 只 有 突出 物 的 大 小 变化 ， 而 形状 和 相对 位 置 不 变 。 非 常 仔细 的 


这 类 实验 是 Nikuradse (1933) 在 圆 管 中 进行 的 


沙子 颗粒 ， 不 同 的 实验 大 小 不 同 ， 并 尽 可 能 近 地 烙 在 一 起 。 这 些 实验 中 得 


到 的 方程 (5.28) PAI BEB! et hom H PRC h 


实验 的 


赖 关系 ， 我 们 需要 来 E 


。 管 壁 涂 上 了 一 层 给 定 大 小 的 


(这 里 浅 色 和 深 


[图 28 所 示 。 


色 的 点 对 应 于 两 种 如 ' 的 定义 方式 : 第 一 


基于 直接 比较 测量 的 速度 分 布 和 


方程 (5.28) ， 第 二 种 在 5.5 节 中 描述 。) 对 了 


的 均匀 的 沙子 粗糙 度 ， 这 种 类 型 的 方程 


B= Amo 4B 其 中 4 二 2. 
V 


Flog ot < 0.6 (Bpřou= < 4) 


5, 忆 一 常数 (~ 5.5) 


mi 


5. 


E WAR SISTA mah Wat 


RL. MA, RPho < 4 志 我 们 有 ze = wv， 并 且 速 度 分 布 将 完全 不 依赖 


于 ho， 即 可 以 认为 壁面 是 动力 学 光滑 的 。' 我 们 观察 到 ， 对 于 这 些 ho 值 


壁 的 突起 物 将 完全 浸没 在 黏 滞 亚 层 中 。 这 解释 了 它们 对 对 数 层 中 流动 没 


` 


有 影响 这 个 事实 。 对 于 0.6 < Int < 1.7， 即 4 < b < 60， 会 出 现 一 
个 过 渡 区 ， 其 中 突起 物 的 峰 从 符 滞 亚 层 中 突出 ， 产 生 额 外 的 扰动 ， 导 致 
壁 上 的 系数 B 和 B' 对 名 各 的 特定 依赖 。 在 此 情形 的 壁面 必须 考虑 为 略微 动 


力学 粗糙 的 。 最 后 ， 对 于 log Mo > 1.7, B= > 60， 实 际 上 不 再 存在 


Aili WR, MEE 


看 附近 的 流动 完全 由 单个 突起 物 周 围 的 流动 产生 的 涡 旋 组 


成 。 这 里 平均 速度 分 布 妈 (z) 不 依赖 于 笑 沾 系数 x，B' 是 常数 根据 图 28 的 数 


据 ，B' 8.5) 。 


壁面 是 动力 学 光滑 、 


在 后 一 种 情形 ， 壁 面 可 以 称 为 完全 动力 学 粗 燃 的 。 当 然 ， 
略微 粗糙 还 是 完全 粗糙 不 仅 依赖 于 表面 的 性 质 ， 也 依 


赖 于 必 和 z 值 〈 即 ， 依 赖 于 流动 的 雷诺 数 ) 。 根 据 Nikuradse 的 数据 《 仅 适 
用 于 均匀 沙子 的 粗粮 度 ) ， 动 力学 光滑 和 完全 动力 学 粗 燃 的 三 个 参数 B, B’ 


和 zo 值 等 于 


B 


Q 


B 


2 


5.5, B' ~ 2.5ln 


—2.5 ln 


houx 
ca aie 


Motte 4 8.5, BI m 8.5, zo = aoe ALBA 


如 果 我 们 认为 均匀 沙子 粗糙 度 的 壁面 上 方 的 对 数 层 的 数据 是 足够 完备 
型 的 粗糙 度 和 等 价 沙子 粗 燃 高 度 h。( 对 于 同样 


的 ， 那 么 我 们 可 以 把 任何 类 


的 mw 对 应 于 相同 的 对 数 速度 分 布 ) 联系 起 来 。 TAE T TAT FE RS 
突起 物 的 完全 粗糙 的 人 工 表面 ， 这 个 高 度 hs 是 Schlichting (1936) 通 过 实验 
确定 的 [也 参见 Schlichting (1960) 第 X 章 第 7 节 ]。 在 Schlichting 的 书 中 ， 我 们 
也 可 以 找到 关于 人 工 粗 糙 表 面 和 一 些 工 程 中 使 用 的 普通 表面 (混凝土 、 

铸铁 、 钢 等 ， 它 们 在 很 多 情形 被 证 明 是 完全 动力 学 粗糙 的 ) 的 等 价 沙子 


粗糙 高 度 的 额外 数据 和 参 


SCHR. 类似 的 数据 可 以 在 Longwell (1966) 的 书 


和 Chamberlain (1966, 1968) 的 文章 和 其 他 一 些 文献 中 找到 。 


a4 


a 


描述 不 同 粗糙 度 壁 
FF] BST) JI To HY GT BE TE 
的 存在 总 是 导致 壁面 


宇和 附近 对 数 速度 轮廓 的 男 一 个 方法 是 确定 与 具有 相 
1 上 的 流动 相 比 ， 平 均 速度 z 的 相应 减 小 。 不 规则 性 
附近 速度 分 布 的 平滑 ， 即 对 于 非常 小 的 z 值 ， 平 均 速 度 


所 以 ， 在 粗糙 壁 的 情形 ， 对 数 层 下 边缘 的 速度 值 以 及 整个 
一 层 中 的 速度 值 小 于 光滑 壁 的 值 。 使 用 方程 (5.25) 7 (5.28) 我 们 可 以 


7 术语 液压 光滑 或 空气 动力 学 光滑 也 经 常 在 文献 
为 它 和 流体 的 特殊 性 


PP 使用。 然而， 文中 所 用 的 术语 更 好 ， 项 


质 无 关 。 同 样 


的 评 


KA 
论 也 适用 于 描述 所 有 其 他 粗糙 度 状态 的 术语 。 
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写 出 
du hous 


= Aln +B-B', (5.32) 


Ux 

其 中 4 = 常数 25, B= Bo = PMX 50 所 以 各 不 依赖 于 z， 对 于 完 
全 动力 学 粗糙 的 壁 ， 它 将 线性 依赖 于 Im Pots Ou Fln howe % |i] HY HK 
在 略微 粗糙 壁面 的 情形 变 得 非 线 性 ， 而 对 于 壁面 变 得 动力 学 光滑 的 ho 值 
AOU FA. Hama (1954) 收 集 了 零 压 强 梯度 边界 层 和 渡槽 中 对 于 不 同 粗 
糙 度 相当 大 量 色 CIB’ 值 ) 的 实验 数据 [也 参见 Clauser (1956)、Robertson 
(1957) 和 Perry, Joubert (1963)]。 oa ee 图 29 给 出 了 
一 些 坚 。 我 们 看 到 ， 对 于 足够 大 的 各 此 值 ， 短 实际 上 会 变 为 In Mote EZR 
性 函 数 ， 对 应 于 B' = 常数 〈 完全 粗糙 表面 的 情 E) 。 然 而 ， 转换 为 全 中 间 
态 ， 至 对 名 全 的 依赖 离线 性 ， 对 于 不 同类 型 的 粗粮 性 发 生 在 不 同 的 各 生 值 
《一 般 在 30 到 100 之 间 ， 根 据 图 29 的 数据 ) 。 此 外 ， 得 对 加 各 的 依赖 特征 对 
于 不 同类 型 的 略微 粗糙 表面 完全 不 同 。 我 们 进一步 注意 到 ， 图 29 使 我 们 
对 于 任意 粗糙 性 可 以 非常 简单 地 确定 等 价 沙 子 粗糙 度 的 高 度 hs， 即 对 应 于 
[el EH 的 沙子 粗糙 度 。 对 于 完全 粗糙 的 壁面 《但 仅 对 这 种 壁面 ) ， 高 
Eh TREET h. MURERE Szo = 箔 在 此 情形 也 正比 于 jo。 


~ 


1 10 10? 10° 10 


图 29 壁面 粗糙 性 对 平均 速度 的 相对 减 小 bz/uws 的 影响 [根据 Clauser (1956)]。 
图 中 各 种 符号 表示 不 同类 型 粗粮 性 的 数据 。 虚 线 对 应 于 均匀 沙子 粗糙 性 的 
数据 。 


我 们 已 经 提 到 ， 平 均 速 度 对 高 度 的 对 数 依赖 对 中 性 《或 接近 中 性 ) 热 


5. Bi. WARS mas i 


分 层 的 大 气 低层 《厚度 为 10-100 m 量 级 ) 的 风速 也 一 定 成 立 | 这 个 事实 显 
然 是 Prandtl (1932a) 首 先 指 出 的 ]。Sverdrup (1936)、Paeschke (1936) 和 很 
多 其 他 研究 者 对 此 进行 了 实验 验证 。[ 见 ， 例 如 ，Sutton (1953) 和 Priestly 
(1959a)]。 在 一 些 情形 ， 对 风 的 分 布 的 观测 是 通过 直接 测量 前 切 应 力 no 实 现 
的 。 对 于 这 种 测量 方法 的 讨论 见 下 面 的 8.3 节 。 因 为 ws = 5 可 以 从 对 数 轮 
PRR RE, its = 0.4,4 = + 心 2.5 从 实验 室 实验 得 到 ， 对 no 的 独立 测 
量 使 得 对 数 方程 〈5.31) 可 以 相 比 只 有 风速 垂 向 变化 观测 时 要 可 靠 得 多 。 只 
需要 记 住 ， 每 个 mo 的 单独 测量 的 精度 通常 不 是 非常 高 ， 所 以 足够 可 靠 的 结果 
只 能 从 基于 大 量 数据 得 到 [ 见 ， 例 如 Perepelkina (1957)]。 


所 有 确定 摩擦 速度 的 方法 表明 它 的 值 在 大 气 中 处 于 10 到 100 cm/sec 之 
间 。 因 为 对 于 空气 ,，v © 0.15 cm2/sec， 很 明显 大 气 下 方 的 陆地 表面 几乎 总 
是 完全 粗糙 的 。 风 速 的 对 数 分 布 可 以 使 用 粗糙 度 参 数 z 的 概念 方便 地 放 到 
方程 〈5.31) 中 。 此 外 ， 在 大 气 中 ， 正 确 选 择 高 度 z 的 零点 通常 是 重要 的 。 
实际 上 在 这 里 ， 地 面 上 不 规则 物 的 大 小 ho 可 以 有 相对 大 的 值 ( 例 如 ， 对 于 
高 的 草 或 长 了 庄稼 的 田地 ) 。 同 时 ， 增 加 测量 高 度 > 通 常 被 证 明 是 非常 令 人 
HE, HAME: 增 大 ， 浮 力 效应 也 快速 增 大 〈( 见 本 书 第 4 章 ) 。 这 里 重 
要 的 是 考虑 高 度 仅 略 大 于 地 面 突出 物 平均 高 度 z 的 速度 分 布 形式 的 问题 。 


对 于 z ~ ho， 参 数 ho( 无 量 纲 长 度 ) 也 会 影响 平均 流动 。 如 已 经 看 
到 的 ， 对 于 完全 粗糙 壁面 ， 甸 滞 z 可 以 忽略 。 所 以 吗 /dz 是 mp,z 和 加 的 函 
数 ， 由 此 我 们 可 以 形成 一 个 无 量 纲 组 合 ho/z。 于 是 ， 与 平均 速度 梯度 的 方 
程 (5.21) 不 同 ， 更 一 般 的 方程 


du(z) _ ts (=) (5.33) 


dz KZ z 


对 z ~ ho 成 立 ， 其 中 m 0.4, g (和 总) 是 一 个 改正 函数 。 当 然 ， 这 个 对 通常 
方程 (5.28) 的 改正 在 z > ho 时 肯定 就 不 发 挥 作用 了 ， 所 以 g(0) = 1。 考 
Bh < 1， 我 们 把 函数 g (各 ) 展 宽 为 和 的 军 级 数 ， 得 到 


es 2 
du Us i ot +a (1) ZERA 
rA 


dz KZ z 


(5.34) 


RIESA -SIKER $2524, WPa EER, SRM 
同 ，z 大 于 如 和 jo。 现 在 让 我 们 把 方程 《5.34) ARBAN, AEF 
用 血 的 震级 数 展 宽 ， 使 用 多 的 震级 数 展 宽 。 容 易 看 到 ， 这 个 新 展 宽 的 领头 
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项 有 如 下 形式 : 


dū Us zı \ ho ho\? 

dz Kz! h i (« a) z! k (=) Ae 
现在 我 们 选择 z] 使 得 这 个 展 宽 的 一 阶 项 变 为 零 ( 即 ， 取 zi = aho = 
9 (0)ho，〉。 于 是 ， 精 确 到 二 阶 项 我 们 得 到 


= (5.36) 


其 中 
(5.37) 


我 们 看 到 ， 当 z 不 是 特别 小 ， 有 限 高 度 ho 的 效应 在 一 阶 近似 导致 速度 分 布 
为 对 数 的 ， 这 些 高 度 是 从 给 定 的 z = 纪 开 始 测量 的 ， 不 是 从 z = 0 开始 测量 
的 。 高 度 2 可 以 称 为 偏 移 高 度 或 零 偏 移 〈 类 比 边界 层 理论 中 位 移 厚度 的 概 
RZ) 。 

各 种 类 型 自然 表面 的 粗糙 度 参 数 z 和 位 移 高 度 刀 的 数据 可 以 在 广泛 的 文 
献 中 找到 [ 见 ， 例 如 Paeschke (1936)、Deacon (1949), Sutton (1953), Elison 
(1956)、 Priestly (1959a)、Tanner and Pelton (1960)、Lettau (1967). Zilitinkevich 
(1970)]。 不 幸 的 是 ， 这 些 数据 互相 符合 得 不 是 非常 好 (可 能 因为 两 个 参 
Bz Mz MMT RAMA SDAA) 。 对 于 完全 粗糙 的 表面 ， 粗 糖度 
参数 0 是 必须 的 ， 它 根据 风 的 分 布 确 定 ， 通 常 可 以 假设 为 近似 正比 于 地 理 
突起 物 的 高 度 ho。 然 而 ， 对 于 通常 的 草地 和 农作物 覆盖 ， 正 比 系数 比 系 
数 1/30 大 得 多 (根据 Nikuradse 的 数据 ， 对 应 于 均匀 沙子 粗粮 性 ) ， 通 党 
接近 1/10 或 甚至 1/5。 (例如 ，Tanner 和 Pelton 建 议 zo ~ ho/7.5 作 为 对 不 
同 草 、 庄 乏 和 灌木 的 平均 估计 。) 有 趣 的 是 ，Chamberlain (1966, 1968) 在 
风 洞 中 对 几 种 形式 的 人 工 粗糙 元 得 到 的 po/zo 的 结果 非常 接近 有 自然 杆 
被 的 陆地 的 结果 。 当 然 ， 对 于 一 组 不 同形 式 的 不 规则 性 ，jpo/zo 一 定 不 是 
严格 常数 。 所 以 对 不 同 植物 种 群 得 到 的 经 验 关 系 具 有 2 L/L 
式 [ 见 Lettau (1967)] 就 不 足 为 奇 了 。 对 于 不 太 高 的 植被 ， 偏 移 高 度 z1 一 般 可 
以 取 为 零 。 然 而 ， 对 于 高 的 植被 ， 通 常 必须 取 在 ho 和 名 之 间 。 

此 外 ， 我 们 注意 到 ， 对 于 较 高 的 草 的 覆盖 ， 粗 糙 度 参数 也 可 能 依赖 于 
风 的 平均 速度 ， 它 使 草 苓 弯曲， 从 而 改变 了 表面 的 形式 。 例 如 ，Deacon 
(1949) 发 现 ， 对 于 高 的 草 〈 大 约 60 cm 高 ) ，20 可 以 从 极 小 风 时 候 的 9 cm 到 
强风 时 的 4 cm。 者 对 于 水 波 是 类 似 的 ， 此 时 不 规则 性 的 高 度 和 形式 显然 也 
依赖 于 风速 。 如 果 ， 在 研究 风 - 波 时 ， 忽 略 水 的 黏 清和 表面 张力 ， 大 海 的 粗 
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Be BE ee EH SAA AEE CR, ABUA eS ED)» F 

1 量 纲 论 证 我 们 得 到 如 下 形式 的 粗粮 度 系数 zo 的 方程 
u2 

一 0 一 . 5.38 

Zo g ( ) 


这 里 ，g 是 引力 加 速度 ，w? = n/p HFP ETARE) ， 特 别 地 ， 常 数 p 依 
赖 于 空气 和 水 的 密度 比 。 到 目前 为 止 ， 海 上 的 风速 分 布 观测 仍然 非常 不 完 
备 和 不 精确 。 此 外 ， 它 们 给 人 的 印象 是 这 种 关系 〈5.38) 没有 在 实验 上 被 
证 明 合理 。 我 们 注意 到 ， 例 如 ，Charnock (1958b) 和 Ellison (1956) 使 用 这 
个 方程 得 到 了 非常 不 同 的 5 值 。 根 据 Charnock,， 5 s 1/80， 根 据 Ellison, b% 
1/12。 随 后 ，Kitaygorodskiy, Volkov (1965)[ 也 参见 kitaygorodskiy (1968) 和 Zilitinkevich 
(1970)] 得 出 结论 ， 对 于 1/30， 方 程 (5.38) 在 一 个 非常 宽 范 围 的 条 件 
下 近似 正确 。 然 而 ，Hidy Plate (1966) 和 Wu (1968) 仔 细 的 实验 室 实验 表 
AA, ba 1/90 的 估计 和 Phillips (1966) 收 集 的 野外 观测 数据 和 bs 1/40 的 值 符 
合 。) 在 这 方面 ， 许 多 研究 者 倾向 于 认为 ， 在 海上 ，zo 不 仅 依赖 于 局 域 气 
象 条 件 [而 是 也 依赖 于 ， 例 如 ， 表 征 海面 上 风 的 路 径 的 风 场 ， 参 见 例 如 Hino 
(1966)]。 同 时 ， 已 有 的 所 有 数据 表明 海面 动力 学 上 比 地 球 上 大 部 分 陆地 
表明 光滑 得 多 。 甚 至 对 于 海上 相当 强 的 风 ， 也 有 zo < 0.1 cm 根据 很 多 作 
者 的 数据 ， 可 以 认为 海面 是 动力 学 光滑 的 ， 只 要 风 不 是 非常 强 ， 见 Sutton 
(1953), Deacon (1962)]。 所 以 ， 在 海上 的 风 的 研究 中 ， 粗 糙 度 参数 的 使 
用 相对 罕见 。 在 此 情形 我 们 更 经 常 地 使 用 摩擦 系数 cy 蔡 代 zo， 涉 及 某 个 固 
定 高 度 z 的 速度 UV = z(z)| 见 ， 例 如 Wilson (1960)、Deacon (1962), Deacon, 
Webb (1962), Roll (1965)、Phillips (1966)]。 在 任何 情形 ， 海 面 粗糙 度 的 
问题 目前 远 远 没有 搞 清楚 。 


5.5 BMAP in; 表面 摩擦 定律 


上 面 讨论 的 沿 刚 性 壁 的 满 流 的 一 般 定律 涉及 一 大 类 流动 。 特 别 地 ， 这 
些 流动 包括 渠 中 和 管 中 的 流动 。 在 前 面 两 小 节 中 ， 我 们 已 经 使 用 了 渠 中 和 
管 中 满 流 的 一 些 数据 。 然 而 ， 渠 中 和 管 中 的 流动 也 具有 一 些 我 们 已 经 处 理 
过 的 半空 间 z > 0 中 理想 化 流动 中 没有 的 特征 。 首 先 ， 在 渠 流 或 管 流 中 ， 和 
半空 间 中 的 流动 不 同 ， 存 在 一 个 特征 长 度 页 〈 渠 的 半 宽 度 ) 或 R( 管 的 半 
径 ) 和 一 个 特征 速度 U。〔 渠 中 间或 管 的 轴 上 的 最 大 平均 速度 ) 或 QUm 《平均 
整体 速度 ) ， 定 义 为 


Hi 


元 | U(z)dz 
0 
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所 以 ， 很 明显 ， 壁 面 附近 的 常 应 力 层 中 流动 的 理论 没有 穷尽 渠 中 和 管 中 流 
动 的 整个 理论 。 我 们 在 下 面 考虑 这 一 点 。 

我 们 从 一 般 的 相似 性 考虑 开始 。 为 了 简单 ， 让 我 们 首先 假设 壁面 是 动 
力学 光滑 的 。 我 们 仅 考 虑 距离 渠 或 管 的 入 口 足够 距离 处 的 流动 ， 使 入 口 的 
条 件 没有 影响 。 此 外 ， 我 们 假设 流动 是 稳 态 和 完全 滑动 的 。 在 此 情形 ， 只 
有 平均 速度 的 纵向 分 量 云 = UDA, mA Se REE RA PA 
标 >， 与 渠 或 管 壁 的 距离 OMS, z= RR 一 +7， 其 中 7 是 与 轴 的 距离 ) 。 对 
于 给 定 大 小 的 渠 或 管 和 给 定 密度 和 备 滞 的 流体 ， 我 们 会 有 一 个 单 参数 流动 
集合 ， 由 “压强 头 ” (pressure-head) 值 一 一 不 变 的 纵 同 压强 梯度 定义 。 
压强 梯度 还 将 唯一 地 定义 流动 特征 ， 例 如 速度 和 ,和 壁面 上 的 前 切 应 
Fito, RE ERR Eu. = /2- 所 以 ， 与 壁面 距离 z 处 流动 的 统计 特征 的 值 
依赖 于 下 面 的 参数 : pr vs zy Ay (对 于 管 ， 我 们 现在 把 半径 标记 为 名 ， 
BU BQ Ay = R) MEU n Unu, 之 一 。 由 这 些 参数 我 们 可 以 写 出 两 
个 无 量 纲 组 合 : 雷诺 数 & = 坐 外 〈 把 几 选 为 特征 速度 是 方便 的 ) 和 无 量 纲 
BREN = 高。 


所 以 我 们 有 
xH 
ale) = wy (2E, i) = uglen), (5.39) 
ERTER TETRA (5.13) 。s 
SRU RAER EDERA AASA CA 
对 于 渠 和 管 可 能 是 不 同 的 ) 定义 。 然 而 ， 有 两 个 重要 的 极限 情形 ， 其 PE 


Holé, 7 可 以 用 一 个 单 参数 函数 表示 。 

这 些 情形 中 的 第 一 个 (在 5.2-5.4 节 中 详细 考虑 过 ) 是 小 z 的 情形 ， 
Bln = 新 之 1。 在 此 情形 ， 速 度 z 对 长 度 下 的 依赖 变 得 可 以 忽略 ， 故 而 方 
FE (5.39) 转换 为 

u(z) 
Ux 

其 中 mo 是 某 个 远 小 于 1 的 常数 ) 这 就 是 方程 (5.13) 。 第 二 个 极限 情形 

me : 没 碰 到 过 ) 是 大 n = É NT, NPN “imo 


83 当然， 方程 (5.39) 等 价 于 方程 Z(z) = us. f (zu. /v)(2Hi 一 ZzZ)us/v， 这 是 在 5.2 节 的 一 个 
脚注 中 作为 渠 流 的 一 个 特殊 情形 给 出 的 。 


= f (=) = f(D 对 Tn < no, (5.40) 
V 
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图 30 根据 Laufer (1954) My Bei Sore E P a EE E E o 
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图 31 根据 Laufer 的 数据 CA) 和 C) MEE R HAL ESE k 


定律 。 


靠近 渠 的 中 心 或 管 的 轴 。 在 这 个 远离 壁面 的 大 7 值 区 域 ， 我 们 可 
以 假设 5.3 节 中 说 明 对 数 速度 分 布 的 论证 适用 。 也 就 是 说 ， 因 为 这 里 的 


满 流 剪 切 应 力 壁 黏 滞 应 力 大 很 多 倍 ， 所 以 有 理由 认为 在 “滑动 核 ” 中 


~ 


医 涡 对 流动 没有 直接 影响 (尽管 会 间接 影响 ， 因 为 “ 核 ” 的 边界 上 的 边 


界 条 件 


中 满 流 应 力 的 分 布 ) 。 在 没有 特征 长 度 的 情况 下 ， 我 们 从 这 里 得 到 方程 
(5.21) ， 得 到 一 个 对 数 分 布 。 当 我 们 有 一 个 长 度 标 度 瑟 ， 我 们 入 


到 一 个 
BMH, TO = pp (f) BRAEM SIm) = -fl 


依赖 于 它 ， 以 及 心 值 ， 方 程 G17 和 (5.17) 确定 了 整个 流动 


H 
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其 中 户 (1) = 0， 对 轿 包 的 表达 式 从 革 个 z 值 积分 到 z = H, RANT 


Uo 一 U(z) 


Ux 


=p (Å) =AL (64) 
1 


方程 (5.41) i ie WIRA R RF (the velocity defect law) ， 其 适用 
区 域 有 时 称 为 缺 层 。 定 律 (5.41) 首先 由 von Kármán (1930) 对 管 流 写 出 ， 
基于 Fritsch (1928) 的 实验 数据 。 后 来 ， 这 个 定律 的 正确 性 被 仔细 验证 过 
很 多 次 ， 所 有 结果 都 是 肯定 的 〈 见 图 30 和 图 31) 。 现 在 这 个 定律 通常 被 
认为 是 雷诺 数 相 似 性 一 般 原理 的 一 个 特殊 情况 ， 对 于 一 大 类 满 流 流动 ， 
其 精度 相当 高 。 根 据 这 个 原理 ， 对 于 足够 大 的 雷诺 数 w K K ~ UL, 
其 中 U 和 工 是 特征 速度 和 特征 长 度 ) 对 于 相对 大 的 湛 流 区 域 (通常 包含 
几乎 整个 流动 ， 除 了 壁面 附近 相对 注 的 层 ) ， 平均 运动 不 直接 依赖 于 
笑 灌 系数 〈 即 ， 不 直接 依赖 于 雷诺 数 ， 它 仅 通 过 边界 条 件 和 U 值 影响 流 
动 [ 见 Townsend (1956)])。 这 里 我 们 也 必须 注意 到 ， 雷 诺 数 相似 性 不 仅 发 
生 在 平均 速度 上 ， 而 且 也 发 生 在 流动 的 所 有 不 直接 与 动能 的 黏 滞 耗 散 相关 
的 统计 特征 上 ， 即 ， 它 对 1 到 或 六 好 成 立 ， 但 对 ( 铬 ) 不 成 立 。 我 们 将 在 本 小 
节 末 回 到 这 个 重要 的 论断 。 


现在 我 们 会 回 到 平均 速度 分 布 并 考虑 Izakson (1937) 重 要 的 论证 [随后 
在 millikan (1938) 和 von Mises (1941) 的 工作 中 得 到 发 展 ， 这 人 允许 我 们 在 某 
些 情形 确立 函数 f 和 所 的 精确 形式 。 让 我 们 假设 mm < mo， 故 而 存在 7 = 新 
AWE “BBX” m < 7 < 70， 对 于 这 个 区 间 ， 一 般 方程 〈5.29) 可 以 
同时 写 为 〈5.40) 的 形式 和 (5.41) 的 形式 [当然 ， 这 个 假设 无 法 理论 证 明 ， 
必须 通过 实验 数据 验证 ]。 在 此 情形 ， 将 方程 〈5.40) 和 (5.41) 相 加 ， 我 们 
得 到 


f (én) + fn) = fa) Fm <n < no, (5.42) 
其 中 户 (6) 表 示 名 值 ， 它 显然 只 能 依赖 于 雷诺 数 6 = HD, MERRTE = 
Éo MRAD 5.42) 容易 得 到 ， 所 有 三 个 函数 广 fA fle MB. 
实际 上 ， 首 先 将 方程 〈5.42) 对 求 导 ， 然 后 对 ” 求 导 ， 我 们 得 到 


F (En) + Enf" (En) = 0, 


所 以 f(t&n) = Alnén + B， 其 中 4 和 B 是 积分 常数 。 所 以 我 们 再 次 得 到 方 
Re (5.25) ， 这 次 是 从 不 同 的 假设 出 发 。 把 这 个 了 (En) 的 表达 式 带 入 方程 
(5.42) ， 我 们 证 实 了 


fi(n) = —Alnn + Bı, fo(€) = Aln é + Bo, B2 — By = B. 


mÈ 
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PrOLER Be Xn <n < 7 的 速度 缺 定 律 一 定 具 有 这 种 形式 


Uo—uz) 1, z 
a e (5.43) 
此 外 ， 如 果 我 们 假设 方程 (5.43〉 可 以 应 用 到 z = HE (By = 1), W 
么 显然 B1 = 0 el 的 论证 得 到 的 ， 因 为 它们 仅 适 用 
Fm << mm 区) 。 最 终 ， 户 的 对 数 方程 给 出 如 下 的 比例 如 对 雷诺 数 的 依 
赖 : 


os a ES (5.44) 


Ux K V 


引入 摩擦 系数 或 摩擦 因子 ) 


o= By =2 (Ht) 
5pU8 Uo) ’ 


蔡 代 色 ， 我 们 可 以 把 上 一 个 方程 写 为 这 种 形式 


1 Up Ht. B> n2 
a In(Re,/ef) + B3,Re = 2, Bs = —2 —- — 
VCF =l V 


V2 2V2 
〈 随 后， 我 们 将 看 至 单 推导 ， 而 摩擦 定 律 可 以 用 于 一 些 
问题 ， 见 5.7 节 和 6.6 节 末 。 


到 目前 位 置 ， 我 们 总 是 假设 渠 或 管 的 壁面 是 光滑 的 。 然 而 ， 容 易 
看 到 ， 整 个 论证 容易 迁移 到 具有 粗糙 壁 的 渠 或 管 的 情形 。 在 此 情形 ， 
方程 (5.39〉 中 的 p(€,n) 和 方程 (5.40〉 中 的 f(&m) 也 可 能 依赖 于 额外 的 宗 
Hthous/v 《或 ho/ 可),a,P,.…， 它 们 定义 了 壁面 上 不 规则 性 的 大 小 、 形 式 
和 相对 位 置 。 然 而 ， 可 以 自然 地 认为 ， 在 流动 的 “ 核 ” 中 ， 只 会 通过 边 
界 条 件 核 满 流 剪 切 应 力 〔( 依 赖 于 壁面 上 的 摩擦 ) 间接 感受 到 粗糙 性 的 存 
在 。 如 果 是 这 样 ， 那 么 同样 的 方程 (5.41) 对 光滑 核 粗 糙 壁 面 都 成 立 。 
然而 ， 假 设 满足 方程 (5.40) 和 (5.41) 的 区 域 部 分 重 琶 ， 我 们 再 次 得 到 
函数 方程 〈5.42) ， 唯 一 的 区 别 是 现在 fP 和 f 可 能 也 依赖 于 额外 的 表征 粗糙 
性 的 参数 。 所 以 ， 和 之 前 一 样 得 到 ， 对 于 重 疮 区域) <n < m9， 所 有 三 
个 函数 ,及 和 有 都 一 定 是 具有 相同 系数 4 = 1/k 的 对 数 函 数 。 于 是 ， 这 个 
系数 一 定 是 一 个 普 适 常数 (正如 系数 B) 。 对 于 B 和 Pa， 它们 可 能 包含 
些 共同 的 依赖 于 粗糙 性 大 小 和 性 质 的 求 和 项 。 如 果 我 们 假设 方程 (5.43) 
直到 > = Hig, BAB, = 0, B = B。 所 以 基于 这 个 假设 ， 摩 擦 
因子 cy 的 数据 使 得 可 以 马上 确定 B 值 (或 和 B 简 单 相 关 的 方程 (5.28〉 中 
的 B') 。 图 28 中 用 黑 点 表示 的 不 同名 各 的 B' 值 是 用 完全 相同 的 方法 得 到 


(5.45) 
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在 动力 学 完全 粗糙 壁面 的 特殊 情形 ， 函 数 


f (en tehe a, 5.) 


V 


ERR RY, ME EA Rey = Éa 8,… 的 函数 。 所 以 ， 函 
数 户 (€, h a, B，…) 也 仅 依赖 于 & . = Ba, 8,…。 于 是 ， 在 此 情形 ， 


ux ho 
方程 (5.44) 和 (5.45) 具有 这 种 形式 
Uo 1, Hi 
= -l B 5.44 
Ux K i ho E 2， ( ) 
1 1 ,HB 


Te = A a | Je (5.45’) 


其 中 系数 B2 可 能 依赖 于 壁面 上 不 规则 性 的 形式 和 相对 位 置 。 
图 25 中 收集 了 相当 多 的 数据 ， 证 实 了 方程 《5.40) [和 方程 〈5.13) 相 
同 ] 对 管 和 渠 中 的 汕 流 的 正确 性 。 当 然 ， 如 果 有 可 能 把 距离 24 = “ARN 
变量 n = 总， 我 们 必须 知道 = 崖 各， 它 是 雷诺 数 Re = 中叶 的 复杂 函数 ， 
由 方程 (5.45〉 隐 含 给 出 。 作 为 指导 ， 下 表 显 示 了 光滑 管 中 流 动 对 数 层 的 下 
边界 61 = 30 志 对 最 广泛 使 用 的 雷诺 数 Rep = 名 2 的 依赖 。( 我 们 稍 后 讨论 
最 大 速度 wo 和 整体 速度 Qm 之 间 的 关系 。) 随 着 雷诺 数 增 大 ， 比 例 %/ 瑟 自 
然 减 小 ， 但 不 是 无 限 减 小 。 对 于 每 根 真实 的 管道 ， 当 雷诺 数 增 大 ， 会 有 一 
个 时 刻 它 看 起 来 是 完全 粗糙 的 。 然 后 对 数 层 的 下 边界 开始 仅 依赖 于 ho 而 不 
随 流动 平均 速度 的 进一步 增 大 而 变化 。 


对 于 适用 对 数 方程 (5.25) 的 z 值 的 上 边界 ， 已 经 指出 ， 根 据 Nikuradse 的 
数据 ， 这 个 值 对 于 光滑 和 粗糙 的 管 ， 在 一 个 很 宽 范 围 的 雷诺 数 都 非常 
接近 z = 丸 。《〈 所 以 对 数 层 可 以 没有 太 多 误差 地 扩展 到 管 的 中 心 。) 然 
而 ， 为 了 使 对 数 方程 适用 于 整个 管 流 ，Nikuradse 必 须 改变 系数 4 和 B， 
以 使 其 与 流动 靠近 管 壁 的 部 分 有 最 好 的 符合 。 所 以 ， 很 明显 ， 不 能 认 
为 Nikuradse 提 出 的 整个 流动 的 对 数 方程 和 在 51/Hi < 7 < mo 成 立 的 理论 
方程 (5.25) 符合 。 实 际 上 ， 理 论 方程 (5.25) 中 的 系数 4 和 B 必 须根 据 
仅 与 壁面 附近 满 流 部 分 有 关 的 大 量 数据 来 确定 。 仅 使 用 这 些 系数 ， 就 
可 以 答 试 曾 明 与 对 数 层 有 关 的 速度 分 布 方程 是 否 会 在 管 的 中 心 部 分 失 
Xto Millikan (1938) 是 第 一 个 这 样 做 的 人 。 他 使 用 了 当时 所 知 的 几乎 所 有 
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管 中 和 渠 中 流动 的 有 限 数据 。 特 别 值得 注意 的 是 ， 对 于 方程 〈5.25) 中 
的 A4 和 B 值 ，Millikan 得 到 4 = 2.5, B = 5.0， 和 现在 认为 最 可 靠 的 值 相差 非 
常 小 〈 见 上 面 的 5.3 节 ) 。 此 外 ， 根 据 他 的 估计 ， 圆 管 中 平 均 速 度 分 布 与 方 
程 (5.25) 给 出 的 值 的 偏差 直到 差不多 7 = 0.1 ( 即 直到 7 变化 10%〉 都 完全 
观测 不 到 ， 而 对 于 所 有 7， 它 们 不 超过 相应 有 (2) 值 的 10 色 。 尽 管 目前 圆 管 中 
速度 分 布 数据 的 质量 自 1938 年 以 来 已 经 显著 增加 [ 见 ， 例 如 Hinze (1962) 的 综 
述 文 章 ]，Millikan 的 推导 现在 仍然 是 完全 正确 的 。 


从 Nikuradse 的 结果 也 很 明显 ， 如 果 把 对 数 形式 (5.43) 的 速度 缺 定 
律 中 的 4 = 1 和 Bi 看 作 经 验 常数 ， 那 么 我 们 可 以 假设 这 个 方程 直到 > = 
古都 适用 ， 即 它 可 能 对 于 Bi = 0 都 和 实验 数据 符合 得 很 好 。 然 而 ， 理 论 
上 ，A 不 能 看 作 任 意 常数 ， 而 必须 在 对 壁面 附近 流动 测量 的 基础 上 确定 。 
为 了 符合 得 最 好 ， 这 里 我 们 必须 取 B A 0[ 见 ， 例 如 ， 从 Hinze (1959) 借 来 ， 
在 Laufer (1954) 测量 的 基础 上 画 的 图 30。 这 里 根据 Clauser (1956) 的 建议 
选取 4 = 2.44, Ble ~ 0.41。 对 于 矩形 渠 中 的 流动 得 到 了 类 似 的 结果 《〈 见 
图 31， 借 自 Schubauer, Tchen (1959)， 其 中 4 取 为 2.5) 。 在 两 个 情形 ， 与 对 
数 方程 〈5.43) 的 偏离 开始 于 大 约 n = 0.25。 


大 量 工作 中 考虑 了 为 及 (m) 选 取 一 个 (在 很 大 的 wn 值 范围 和 数据 符合 得 
很 好 的 ) 解析 方程 的 问题 [ 见 ， 例 如 ，Gosse (1961)]。 然 而 ， 在 实际 问题 中 
通常 有 可 能 简单 认为 管 中 的 平均 速度 分 布 直 到 轴 都 由 对 数 方程 描述 。 这 
样 的 轮廓 非常 不 同 于 层 流 泊 肃 叶 流 的 抛物 线 轮 廊 。 实 际 上 由 于 湛 流 强 得 
多 的 径 回 混合 ， 速 度 分 布 在 每 个 地 方 ( 除 了 壁面 上 的 薄 层 ) 都 比 层 流 中 均 
匀 得 多 ( 见 图 32) 。 进 一 步 ， 我 们 注意 到 ， 对 于 7 > 2.5，lnn 仅 略微 不 同 
于 2.0373/2。 所 以 一 点 也 不 奇怪 Darcy (1858) 对 管 轴 附 近 满 流速 度 的 首次 仔 
细 测 量 中 得 到 了 一 个 经 验 公 式 ， 用 我 们 的 符号 写 具 有 这 种 形式 


Up — T(z) z \3? 
———— = 5. 1 一 一 一 A 
m 5.08 ( ix) (5.46) 


取 管 轴 上 的 速度 分 布 为 对 数 分 布 ， 忽 略 壁 面 上 厚度 为 0 = 30v/w 的 
注 层 (其 中 对 数 方程 不 适用 )〉 ， 我 们 也 可 以 写 出 管 轴 上 最 大 速度 Uo 和 平 
均 整 体 速度 0, 之 间 的 简单 关系 。B1 = 0 的 方程 (5.43) 乘 以 27 (Hi — z), 
Mz = 0 到 z = HRD, GRR TAR, RNE 


Uo — Um 


Ux 


1 
2 KIEST 
= = fa n) ln ndn = 常数 ~ 3.75. 
0 
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图 32 ait CL) Mimi T) 平均 速度 分 布 的 比较 。 


根据 方程 〈5.44) ， 对 于 光滑 的 管道 


三 一 ] 


Um 1. usAy 
n 
Us K v 


这 个 方程 也 很 好 地 被 实验 证 实 了 。 


+ BS, B = By — 3.75. (5.47) 


方程 GAD 使 得 我 们 可 以 写 出 表面 摩擦 定律 ， 即 新 的 无 量 纲 摩擦 系 


数 和 = 2, = 8 (4) 〈 它 和 方程 


(5.45) 中 的 系数 cj 的 差别 不 仅 是 不 重 


要 的 数值 系数 ， 而 主要 是 j 更 容易 测量 的 整体 速度 Cim 蔡 代 了 最 大 速度 Do ) 


对 雷诺 数 Rep = W2 的 依赖 关系 。 


V 


为 乘积 形式 U62 . te, RINIA 


1 1 
— = ——]n(RepV)) + Bs, 
VJA a SDV an Ps 


如 果 在 方程 5.47) 中 ， 我 们 把 包公 写 


Bə — 3.75 — + In 4v2 


B; = v 


这 里 和 容易 从 已 知 的 沿 长 度 ! 管 子 一 个 截面 的 压 降 Ayp = MEQ 


Un 确定 。 所 以 对 Rep 依 赖 的 数据 相当 多 。Nikuradse (1932) 证 明了 


所 有 这 些 数据 和 具有 如 下 系数 值 的 方程 (5.48) 符合 得 非常 好 : +. = 


0.87( 对 应 于 k = 0.41) , B3 = 一 0.8| 见 图 33， 和 曲线 (5.48) 一 起 


mÈ 
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RS 的 线 也 根据 管 中 层 流 的 表面 摩擦 定律 方程 〈1.26) 画 出 ]。 根 据 方程 
(5.48) ， 和 随 Rep 的 增 大 而 无 限 减 小 。 m 实际 上 不 是 这 样 的 ， 因 为 随 
着 Rep 增 大 ， 每 根 管 最 终 都 是 完全 粗糙 的 。 这 一 旦 发 生 ， 摩 擦 系数 和 就 不 依 
赖 于 雷诺 数 ， 而 可 以 以 很 高 的 精度 定义 为 


和 
VA KV8 
这 是 从 B' = 常数 的 方程 (5.28) 得 到 的 ， 适 用 于 0 < z < MIATA. AW 
行为 清楚 地 用 图 34 中 的 数据 展示 。 
如 果 不 需 要 很 高 的 精度 ， 我 们 可 以 假设 对 于 宽度 2 的 平面 渠 中 的 汝 
流 ， 对 数 形 式 的 速度 缺 定律 (5.43) 到 > = 有 (对 应 于 渠 的 中 心 ， 在 此 情 
É, BURETE) 都 成 立 。 同 样 的 方程 也 经 常用 于 深度 为 瑟 的 开放 平面 
渠 〈 或 渡槽 ) 中 流动 的 情形 〈 上 边界 是 流体 的 自由 表面 ) 。 在 这 种 类 型 的 
渠 中， 最 大 速度 显然 在 上 表面 达到 ， 在 这 里 也 有 Bi = 0。 此 外 ， 在 开放 
渠 的 情形 ， 有 时 适用 下 面 von K4rmén(1930) 的 方程 代替 方程 (5.43) : 


O 


使 用 更 一 般 的 方程 


7 ye [ka (1 E á) | 
Da ee K = ) + Cln a | (5.49') 
i O 4 
可 以 得 到 与 实验 数据 更 为 吻合 的 结果 ， 其 中 Co 是 一 个 新 的 数值 系数 ， 根 


据 Hunt (1964) 的 数据 ， 比 1 大 。 最 后 ，Ellison (1960) 基 于 某 些 理论 考虑 ， 提 
出 对 于 开放 渠 ， 使 用 这 种 形式 的 方程 


+ Bg, (5.48") 


it 


tt 


REAR (5.49) BK (5.49) 。EBllison 方 程 右边 对 于 某 些 5 值 非常 接近 [B1 = 
0 的 | 方程 (5.43) 的 右边 和 方程 (5.49) BK (5.497) 的 右边 。 根 据 Ellison 对 5 的 
间接 估计 (将 在 第 5 章 更 详细 地 讨论 ) ，b s 1.4， 和 开放 渠 中 平均 速度 分 布 
ene hs 


LE FRAN f BS E VA OA EE it A SR Tt PE EAE Œ FAY DA o 


5 


198 


woa 
1 
; ‘a 
7 _| o Nikuradse 
6 | | ® Saph and Schoder 
5 À o Nusselt 
© Ombeck 
4 ə Jakob and Erk 
® Stanton and Pannell 
3 e Schiller and Hermann 


NS 
Sn 


~ 


ba 


图 33 表面 摩擦 系数 和 对 雷诺 数 Rep 的 依赖 ， 根 据 不 同 作者 的 数据 。 
出 层 流 哈 根 - 泊 肃 叶 流 的 摩擦 定律 = 64/Rep; 曲线 2 给 出 rk = 0.41, Bs = 
点 线 3 给 出 Blasius 近 似 定律 (5.52)。 


一 0.8 的 定律 (5.48) ; 


on 
ae ii Nikuradse 


-30.6 
= 


iat nth 
-六 <= 


© =,60 | (sand roughness) 


“hens Aah 
sty woot a EERE 


曲线 1 给 


4 686 2 4686, 2 4 68 2 4 68 2 
103 10 10° 108 unD 
Rep= TH— 
图 34 对 于 各 种 粗 烟 度 的 管 ， 表 面 摩 擦 系数 和 作为 雷诺 数 Rep 的 函数 。 


举 个 例子 ， 根 据 这 个 相似 性 ， 所 有 非 零 二 阶 矩 〈 即 四 个 量 w?, v, 


wiuw) 


在 几乎 整个 流动 中 (除了 壁 


相 层 ， 对 于 足够 大 的 Re， 它 非常 薄 ) 一 定 


由 wwi(n) 形式 的 公式 代表 ， 其 中 7 = 2/M, pii = 12,3,4 是 普 适 函 
数 〈 特 别 是 对 每 个 矩 量 ) 。 关 于 四 个 普 适 函数 上 有 大 量 数据 ， 例 如 ， 


在 Townsend (1956)、 
其 他 文献 中 。 特 别 地 ， 根 据 雷 
足够 大 的 Re 
据 Coantic (1967a), 
E ah Eiht 的 相对 强度 (可 以 定 


Hinze (1959)、 


Comte-Bellot (1965), Coantic (1967a) 和 


诺 数 相似 性 ， 管 轴 上 的 比例 w2/ 好 对 于 所 有 


定 是 个 常数 。 这 个 论断 的 正确 性 现在 被 很 多 数据 证 实 [ 根 
这 个 常数 值 是 0.788 + 0.002]. 


所 以 方程 (5.44) 表明 ， 
量 地 用 (w2)!2/Uo 值 表征 〉 一 定 随 着 Re 增 


大 而 连续 减 小 。 


这 个 事实 也 从 实验 数据 可 知 ( 参 考 引 用 的 Coantic 的 文 


5. BiB, WAR SRA Amon Wit 


do 
ee WG A HE — ae tH E FP Ke AY a E 
量 的 实验 数据 非常 稀少 。 
几乎 所 有 流动 区 域 ， 所 有 三 个 速度 分 量 的 无 量 纲 1 
Hn = z/ 卫 的 普 适 函数 代表 (和 雷诺 数 相 似 性 原理 


。 然 而 ， 


然而 ，Comte-Bellot (1965) 发 现 ， 对 于 平 
i 斜 度 和 平坦 度 因 子 可 以 
完全 符合 ) 


Fag, Boag 
Hes 


对 于 有 限 范围 的 雷诺 数 ， 一 般 方程 (5.48) T DAVEE HW fl S&F Ee E 
定律 
入 一 c(Rep) ™. (5.50) 
特别 地 ， 这 些 宽 律 定律 是 将 速度 分 布 z(z) 近 似 为 一 个 容 律 方程 
u(z) _ ZUx \” 
| (551) 
得 到 的 《过 去 已 经 完成 了 ) 。 容 易 看 到 ， 方 程 〈5.51) 可 以 得 出 方程 
Ua 2 Uo n, ( Hio\ 2n : 
Uo (n+1)(n+2)’ us = ( v ) ed Pek 
A tact AY FR EE SR EEE Blasius (1913) 的 经 验 定律 
à = 0.3164(Rep)~'/4, (5.52) 


这 是 基于 不 超过 5 x 104 雷 诺 数 Rep 的 数据 得 出 的 〈 见 
体 斯 的 定律 对 应 于 速度 分 布 的 “七 分 之 一 定律 ”， 
(在 Re x 105 和 实验 符合 得 很 好 ) 已 经 在 20 
而 ， 没 有 一 个 早 律 是 普 适 的 〈 即 适合 所 有 雷诺 数 ) 。 
值 。 


图 33) 。 


对 于 较 大 的 雷 


当然 ， 除 了 窜 律 方程 ， 我 们 
式 关系 (5.48) 。 特 别 地 ，Nikuradse 提 


to, ET LA we FEA (Re) HIF 
出 使 Rel 


他 方程 ， 在 很 大 的 Re 范 
近似 方程 = 0.032 + 2221, 


根据 方程 《5.51) ， 布 拉 
T(z) ~ 2 。 这 个 “七 分 之 一 
世纪 20 年 代 以 来 的 很 多 研究 中 广泛 使 用 。 
EB, Zi 


定律 ” 


二 用 较 小 


究 者 提 


出 了 很 多 其 他 这 种 类 
种 方程 ) 。 
最 后 ， 


型 的 方程 ( 见 ， 例 如 Kolmogorov (1952) 的 批判 性 


我 们 必须 强调 ,方程 (5.48) M 5.48) E7 


设 ， 速 度 分 布 的 对 数 方程 直到 管 的 轴 都 适用 。 借 助 考虑 了 剪 切 应 力 


文章 ， 给 出 了 几 个 这 


是 严格 的 ， 因 为 它们 基于 这 个 候 
的 速度 分 布 精 确 规律 可 以 


得 到 更 精确 的 方程 。Townsend (1961) 和 A. J. Reynolds (1965) 


A J 


般 方程 (5. 


39) ， 补 


充 一 些 看 起 来 自然 但 更 具体 的 假设 ， 发 展 了 修正 近似 对 数 形式 速 
他 们 得 到 了 一 个 这 种 形式 的 方程 
(1 BŽ 
= 
里 


du 
dz 
Eu = (7o/p)!2? 是 通常 的 摩擦 速度 ，# = 1/4 是 汉 . 卡 
， 根 据 方程 (5.17) 和 (5.17) ， 管 和 平 
FE (5.21) [ 仅 在 常 应 力 层 中 成 立 ] 的 改进 形 
面 外 紧邻 区 域 〈 即 分 子 黏 清 不 起 很 大 作用 的 


dr 
dz 


Ux 


) . (5.21") 


KZ 


v4 


面 渠 的 dr7/dz 等 于 
式 ， 


70/Hi。 


度 分 布 的 一 种 方法 。 


] 常 数 ，B 是 一 个 新 的 无 量 纲 

方程 (5.21’〉 是 通 
不 同 在 于 右边 的 第 二 个 改正 项 。 它 给 
区 域 》 中 速度 分 布 的 一 个 特殊 形式 


i 


?更 近期 的 时 候 ，Burton (1965) 提 出 了 下 面 对 “ 七 分 之 一 得 


EE” 的 简单 推 


结果 ， 


+/8.74)7。 这 个 推广 的 定律 在 整个 壁面 定律 层 中 有 令 人 满意 
斯 摩擦 方程 (5.52) 。 


的 精度 ， 可 以 


j 于 改进 的 布 拉 
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满足 条 件 z || < To 的 常 应力 薄 层 中 变 为 通常 的 对 数 分 布 [ 见 Townsend (1961)]。 根 据 A. J. 
Reynolds 收 集 和 处 理 的 实验 数据 ， 对 于 贺 管 ，B ~ Ll, YPM, Bx 1.7。 所 以 作为 
合理 的 一 级 近似 ， = 1.5 可 以 同时 用 于 两 种 类 型 的 流动 。〔( 雷 诺 对 于 零 压强 梯度 的 边界 层 
流动 得 到 了 几乎 相同 的 值 B ~ 1.47。) 

Kleinstein (1967) 发 展 了 一 个 相关 的 (但 更 复杂 的 ) 理论 。 他 证 明了 剪 切 应 力 变化 本 
以 非常 容易 地 包含 在 导出 普 适 壁面 定律 的 Spalding 方 程 wj = f(z4) 的 半 经 验 论证 中 | 我 们 已 
经 提 到 Kleinstein 也 独立 于 Spalding 推 导 了 这 个 方程 |。 然 而 ， 从 所 有 包含 了 剪 切 应 力 变化 效 
应 得 到 的 改进 的 速度 分 布 推导 出 的 对 数 速 度 分 布 目前 仍然 处 于 已 有 数据 的 弥散 中 。 


5.6 FREDEN AA 


现在 我 们 考虑 一 块 长 平板 上 入 流速 度 为 常量 U 的 满 流 边界 层 〈 即 零 压 
强 梯 度 ) 。 这 个 边界 层 中 的 平均 流动 是 稳 态 的 几乎 平面 平行 的 。 在 很 多 
方面 ， 它 接近 于 半径 等 于 边界 层 厚 度 6( 轴 上 的 速度 等 于 这 一 层 之 外 的 速 
EU) 的 管 中 的 流动 。 然 而 ， 管 中 的 流动 和 边界 层 中 的 流动 之 间 的 相似 性 至 
少 有 两 个 原因 会 失效 。 首 先 ， 边 界 层 的 外 边界 上 的 物理 条 件 非 常 不 同 于 管 
中 心 的 条 件 。 在 边界 层 外 《〈 即 z > 6) 通常 没有 满 流 ， 而 管 中 的 流动 到 处 都 
是 添 流 。 其 次 ， 边 界 层 流动 的 特征 不 仅 依 赖 于 垂直 于 平板 的 坐标 z2， 而 且 也 
依赖 于 《即使 相对 而 言 较 弱 ) 沿 平 板 的 纵向 坐标 z。 从 理论 上 来 说 ， 这 导致 
边界 层 中 的 流动 壁 渠 或 管 中 的 流动 复杂 得 多 。 
管 中 和 总 中 边界 层 中 流动 之 间 的 不 同 不 影响 平板 邻 域 中 的 流体 薄 层 
(其 中 普 适 的 “壁面 定律 ” (5.13) 适用 ) 。 从 图 25 可 以 清楚 地 看 到 ， 所 有 
点 位 于 同一 条 曲线 上 ， 这 个 定律 对 于 管 、 渠 和 边界 层 是 相同 的 。 当 然 ， 边 
界 层 中 的 ws 值 [可 以 在 方程 《5.13) 中 找到 ] 随 z 变化 。 然 而 ， 这 个 变化 相当 
E OM PAD SAD ， 所 以 在 任意 截面 z = 常数 ， 这 个 流动 有 时 间 根 据 
局 域 条 件 调整 ， 对 于 给 定 的 z 只 依赖 于 ws 。 规 律 〈5.13) 适用 的 流体 层 相 对 
厚度 也 随 z 增 大 : 对 于 不 超过 106 的 小 Rez = 22, FIE (5.13) 可 以 近似 用 
于 到 几乎 漠 流 边界 层 边 界 的 所 有 z; 对 于 107 - 108 的 Rez = 22, Binnie eal 
对 数 层 的 总 厚度 不 会 超出 厚度 5 的 10-20%。 当 然 ， 上 面 这 个 事实 将 边界 层 流 
动 与 管 流 和 渠 流 ( 对 于 所 有 Re > Recer， 对 数 方 程 可 以 应 用 直到 管 的 轴 或 汇 
的 中 心 而 没有 大 的 误差 ) 区 分 开 。 
边界 外 部 的 平均 速度 分 布 自然 地 用 速度 缺 0 — (zh RS RK 
正 。 如 有 果 我 们 假设 〈 这 已 经 被 实验 很 好 地 证 实 ) 对 于 未 扰动 边界 层 ， 每 个 
Rir = 常数 的 速度 分 布 只 依赖 于 这 个 截面 的 局 域 条 件 ， 那 么 差 U 一 uz) 
EBU, 6， 流体 参数 vy 和 (在 粗糙 平板 的 情形 〉 给 定 z 的 粗糙 度 参数 确定 。 根 
据 雷 诺 数 相似 性 的 一 般 原理 ， 我 们 一 定 会 预期 在 流动 的 外 部 ， 足 够 远离 壁 
引 的 地 方 ， 番 滞 系 数 > 和 粗糙 度 参 数 只 会 影响 壁面 上 剪 切 应 力 的 平均 值 m 或 


> 


5. BiB. WAR SIRNA mon Wit 


摩 控 速 度 w = [DORIS Sc = 2 ( 父 )?。 所 以 我 们 得 到 了 如 下 边界 
层 速度 缺 定 律 的 一 般 形式 : 


| (5.53) 


[ 见 Rotta (1962a,b)]. J TIRER SEE, 7E AY A m h fey R Hy 
的 图 ， 试 图 用 对 比值 千 的 依赖 来 解释 实验 点 的 弥散 特征 。 然 而 ， 可 以 发 现 
这 种 弥散 完全 被 实验 点 的 普通 弥散 所 掩盖 。 所 以 ， 在 测量 误差 极限 内 ， 所 
有 < 名 值 都 以 足够 的 精度 位 于 一 条 曲线 上 [ 见 ， 例 如 图 35， 借 自 Clauser 的 
综述 文章 (1956) ]。 所 以 比例 一 “所 对 合 的 依赖 〈 它 随 Rez 的 变化 缓慢 变 
化 ) 即使 有 ， 也 非常 弱 。10 于 是 ， 在 实践 中 ， 平 板 上 边界 层 的 速度 缺 定律 本 


以 写 为 
— = 1: (5), (5.54) 


Ux 


完全 类 似 于 上 面 管 流 和 渠 流 中 使 用 的 定律 。 


x Data of Freeman 
o —"— Klebanoff and Diehl 
e 一 "一 Schultz-Grunow 


a 一 "一 /Harna 

Johns Hopkins University 
(for a rough wall) 

4 —"— Hama (for a rough wall) 

0 一 "一 Moore (for a very rough 


0 —n— 
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图 35 根据 不 同 作者 的 数据 验证 消 流 边界 层 中 的 “速度 缺 定 律 ”。 


和 管 和 渠 的 速度 缺 定 律 (5.41) 比较 ， 方 程 (5.54) 只 有 一 个 缺陷 : 
在 方程 《5.41) 中 ， 我 们 已 经 精确 定义 了 长 度 责 ， 在 方程 〈5.54) 中 我 们 
有 边界 层 厚度 5;， 没 有 精确 定义 ， 只 是 非常 近似 地 从 实验 数据 确定 的 。 同 
"Crocco (1965) 试 图 在 实验 数据 中 揭示 这 种 依赖 关系 ， 并 用 一 种 特殊 的 半 经 验 理论 来 揭 
示 它 ， 这 种 理论 基于 修正 形式 的 Coles“ 尾 流 定律 ” (后 面 会 讨论 这 个 定律 》。 然 而 ， 他 的 


尝试 不 完全 成 功 ， 不 在 本 书 中 讨论 (但 是 可 以 参见 本 小 节 中 关于 Coles“ 尾 流 定律 ”的 脚 
YE) 。 
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时 ，6 和 更 精确 定义 的 这 类 厚度 (例如 和 层 流 情 形 不 同 的 浦 流 边界 层 中 的 位 
BERE) 的 比例 是 可 变 的 (依赖 于 w/JU) 。 特 别 地 ， 如 果 方 程 (5.54) 
成 立 ， 那 么 从 位 移 厚 度 * 的 定义 1.53) 得 到 


ë= C75 = | Almay = i (5.55) 

0 
(这 里 我 们 忽略 了 方程 (5.54) DE AA AY ab dite DM AS Zt E hy E 
度 。) 考虑 这 个 关系 ，Rotta (1951a) 提 出 在 方程 〈5.54) 使 用 无 量 纲 宗 
im = fy RHO) (hy = 2/5。 根 据 方程 (1.53) ， 这 个 宗 量 对 于 
归 一 化 条 I Udy = 1 也 是 方便 的 。 我 们 现在 假设 今季 = pm) KP 


对 于 m1 =e, otis =0. MARA, ô= cL," yilm) = fi (4). 于 是 ， 
FE Ab ELIMI SEE AY WIFE BHR AO 2, FFARR en = SBIN—T 
值 函数 ， 这 意味 着 方程 〈5.54) 也 是 满足 的 。 

当然 ， 方 程 (5.54) 不 能 直到 > = 0 都 满足 。 这 是 因为 它 不 含有 称 灌 ， 
没有 考虑 边界 条 件 z(0) = 0。 在 壁面 附近 ， 普 适 规律 (5.13) 适用 ， 
如 我 们 已 经 看 到 的 ， 在 两 个 规律 同时 适用 的 重 又 区 域 ， 函 数 f 和 所 一 
对 数 的 。 所 以 就 不 奇怪 ， ot i he ae 
的 新 图 后 ， 从 7 = 0.01 到 近似 7 = 0.15 函 数 及 (n) 是 一 条 直线 -Alnn + By 
( 见 图 36， 其 中 只 考虑 了 图 35 中 的 一 部 分 点 ) o RINER SERE, 
系数 4 = 1/k 的 值 和 图 31 平面 渠 的 值 完全 相同 ， 如 对 数 定 律 〈5.25) 普 
适 性 所 要 求 的 。 然 而 ， 对 于 渠 和 边界 层 ，B1 不 同 。 此 外 ， 比 较 图 36 和 
图 31 明显 看 到 ， 对 于 7 > 0.15， 边 界 层 的 户 (7) 对 直线 4A lnn 十 By 的 发 射 
远 比 平面 汇 相 应 的 函数 剧烈 。 根 据 Hama (1954)， 边 界 层 在 7 > 0.15 区 域 
的 广 (m) 值 很 好 地 由 经 验 公式 及 (m) = 9.6(1 — 7)? 描述 。 然 而 ， 对 于 平面 渠 中 
的 流动 ，m > 0.15 的 及 (m) 可 以 合理 地 用 方程 所 (m) = Ann 十 下 描述 其 
中 4' 和 B/' 仅 略微 不 同 于 A 和 Bi。 

满 流 边界 层 中 靠近 外 边缘 的 速度 分 布 以 及 管 和 渠 中 靠近 轴 的 速度 分 布 
之 间 的 巨大 差异 可 以 由 边界 层 靠 外 部 分 和 管 或 渠 中心 部 分 中 潮流 本 身 性 
质 的 差异 解释 。 在 这 方面 ， 我 们 看 到 ， 与 没有 明确 定义 的 外 边缘 的 层 流 
边界 层 不 同 ， 汕 流 边 界 层 通常 具有 一 个 确定 的 边缘 ， 在 此 之 外 没有 汕 流 
( 即 ， 流 动 实际 上 是 无 旋 的 ) 。 这 个 边缘 (或 界面 ) 轮廓 不 规则 ， 随 时 间 
无 序 变化 。 这 在 通过 阴影 图 方法 〈， 该 方法 使 得 流动 的 扰动 区 域 可 见 ， 参 
见 ， 例 如 图 37) 得 到 的 满 流 边界 层 的 照片 中 清晰 可 见 。 对 应 于 这 张 照 片 的 


1 光滑 和 粗糙 平板 上 边界 层 的 函数 gi1(m) 的 类 似 图 像 可 以 在 这 里 找到 : 例如 Rotta 
(1962a,b) 和 Furuya, Fujita (1967). 


x Data of Freeman 
Af “~ ” Klebanof & Diehl 
” ” Schultz-Grunow 
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图 36 边界 层 的 对 数 形 式 的 速度 缺 定律 。 


37 圆柱 上 消 流 边界 层 的 阴影 图 [ 取 自 Rotta (1962a,b)]。 流 动 方向 是 从 左 
到 右 。 


Edge of the boundary layer 


Thickness Ô 


图 38 平板 上 灌流 边界 层 的 总 图 。 
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大 约 0.36 一 0.46 和 1.25 之 间 起 伏 ( 其 中 5 是 平均 速度 等 于 0.99U 处 与 壁面 的 距 
离 ) ， 几 乎 符合 正 态 分 布 ， 平 均值 为 0.786 — 0.85。 在 与 壁面 的 距离 2 可 以 观 
测 到 汕 流 的 时 间 的 比例 7( 纪 随 z 的 增 大 而 减 小 ,在 z = 6 处 仅 为 0.06。 因 此 ， 
很 清楚 为 什么 充分 发 展 的 满 流 的 对 数 分 布 特征 可 以 以 合理 的 精度 应 用 于 管 
和 渠 中 直到 中 心 。 然 而 ， 在 大 Re 的 边界 层 中 ， 仅 在 靠近 壁面 的 薄 流 体 层 以 
相当 的 精度 得 到 满足 。 在 这 个 流动 区 域外 ， 满 流 的 存在 与 不 存在 快速 地 交 
蔡 。 所 以 在 足够 长 的 时 间 段 平均 得 到 的 平均 速度 实际 上 是 对 应 层 流 和 汕 流 
的 速度 值 的 平均 。《〈 假 设 对 数 壁 面 定 律 适用 于 边界 层 靠 外 部 分 ， 但 仅 适 用 
于 存在 汕 流 且 无 旋 速 度 是 自由 流动 的 速度 时 ，B. G. J. Thompson (1963, 
1965) 能 够 得 到 一 个 标准 速度 分 布 的 两 参数 族 ， 与 实测 的 边界 层 速度 分 布 很 
好 地 吻合 [也 参见 Dvorak, Head (1967)]。) 


因为 层 流 中 相 邻 流体 层 之 间 的 动量 交换 比 淇 流 小 很 多 (所 以 ， 速 度 梯 
EEPE) ， 很 明显 在 满 流 边界 层 靠 外 部 分 中 平均 速度 随 与 壁面 距离 的 增 大 
一 定 比 对 数 定律 增长 得 更 快 。 这 被 图 36 的 数据 所 证 实 。 同 样 ， 对 于 沿 平板 
的 高 强度 满 流 产生 的 边界 层 ， 外 边界 条 件 和 管 中 间 的 条 件 的 差异 一 定 小 得 
多 。 实 际 上 ，Wieghardt (1944) 和 其 他 人 【他们 让 流动 首先 经 过 一 个 网 格 产 
生 高 的 满 流 强度 ) 的 实验 表明 ， 方 程 (5.54) Afi (nm) 的 形式 依赖 于 入 流 的 
清流 强度 ， 当 这 个 强度 增 大 ， 它 近似 为 管 和 渠 中 流动 的 特征 。 


Coles (1956) 进 行 了 一 个 有 趣 的 尝试 ， 将 壁面 的 普 适 定律 (5.13) 和 


速度 缺 定 律 〈5.54) 结合 起 来 。 基 于 方程 (5.13) ， 边 界 层 每 个 截面 x = 
常量 中 的 平均 速度 可 以 写 为 
a(z) = us |f (—*) + ata], (5.56) 


其 中 f(zj ) 时 图 25 所 代表 的 函数 《在 z， > 30 转 换 为 4Alnzj 十 B) ，h(z) 是 对 
壁面 普 适 定律 (5.13〉 的 一 个 修正 ， 它 在 平板 附近 〈 即 ， 对 于 > < 0.16) 变 
为 零 。 然 而 ， 在 此 情形 ， 对 于 z > 304, V= = Am? 十 h(6) 一 h(z)， 所 以 


要 满足 普 适 速度 缺 定律 ，h(z) 必 须 只 依赖 于 $$。 在 此 基础 上 ，Coles 提 出 


a) =f (=) +—w (2), (5.57) 


Ux v ô 


其 中 上 = 4 x 0485-8, De -SAAE wae R 
为 w(1) = 2 的 单 变 量 函 数 。 然 而 ， 茶 些 不 确定 性 仍然 与 厚度 5 不 是 唯一 定义 
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的 这 个 事实 有 关 。 使 用 这 个 事实 ，Coles 在 w(m) 中 加 入 了 额外 的 归 一 化 条 件 


1 


f wan = 


0 


BABB, ERT OE = 二 56。 于 是 ， 他 根据 这 个 条 件 给 出 了 方 
fE (5.55) 中 系数 C 的 确定 形式 ， 即 他 推导 出 尺度 6 和 位 移 厚 度 b* (这 容易 
从 实验 得 到 ) 之 间 的 关系 ， 众 和 参数 xk 和 II 的 值 。 在 大 量 平板 边界 层 速度 
分 布 实验 数据 的 基础 上 ， 在 恒定 压强 和 存在 压强 梯度 的 情况 下 ，Coles 发 
现 对 于 一 大 类 二 维 淇 流 边 界 层 ， 函 数 w(n) 是 相同 的 。 所 以 ， 根 据 他 的 数 
据 ， 流 动 的 外 边界 条 件 〈 包 括 自由 流动 中 的 压强 分 布 ) 仅 反 映 在 因子 I 的 
值 中 。 在 复合 压强 分 布 的 情形 ， 可 以 假设 这 个 因子 依赖 于 z 坐 标 。 在 零 压 
强 梯 度 〈 即 ， 速 度 不 变 ) 流 过 平板 流动 的 最 简单 情形 ， 对 于 所 有 不 太 小 
WR aa, IL = 常数 = 0.55. Coles 根据 实验 数据 得 到 的 普 适 函数 w(n) 
如 图 39 所 示 。 它 具有 几乎 完全 斜 对 称 的 8S 形 形式 ， 并 且 很 好 地 由 正弦 曲 
线 w = 1 pam 22" = 1 — cos m Æ0 < n < 1 的 一 段 近似 。 Cw(m) 的 这 种 
形式 得 到 了 广泛 使 用 在 ， 例 如 Spalding (1964) 和 Escudier, Nicoll (1966) 的 很 
多 和 上 有 具有 一 个 平面 刚性 边界 的 一 大 类 流体 有 关 的 很 多 计算 中 。) 

在 方程 (5.57) 中 ， 我 们 可 以 形式 上 得 到 w 一 0 Ciro 一 0 时 的 极 
限 ) ， 借 助 方程 《5.55) 和 条 件 w(1) = 2， 我 们 得 到 最 简单 的 结果 


o= Be) 


NN 


所 以 函数 w(n) 给 出 了 To = 0〈 即 边界 层 的 分 离 点 ， 至 = 0 处 ) 点 平均 速度 分 
布 的 形式 〈 参 见 图 8 中 的 示意 图 ) 。 在 此 基础 上 ，Coles 把 函数 wm) 称 为 尾 
流 雹 数 ， 把 边界 层 中 平均 速度 分 布 对 壁面 普 适 定律 (5.13) 的 偏离 严格 正 
比 于 普 适 尾 流 函 数 这 个 定律 ， 称 为 尾 流 定律 。 满 足 这 个 尾 流 定律 的 平均 速 
度 分 布 的 一 般 形式 z(z) 如 图 40 所 示 。 这 里 虚线 代表 假设 的 满 流 尾 流 上 半 部 
分 的 平均 速度 分 布 。 这 基本 上 是 由 尾 流 的 满 流 核 与 外 部 层 流 相互 作用 ， 以 
及 流动 的 清流 和 非 注 流 部 分 之 间 的 界面 起 伏 产 生 的 ， 和 图 38 一 致 。 这 个 尾 
流 中 心 和 边界 上 平均 速度 的 差 等 于 吕 ws 。 如 果 我 们 在 这 个 尾 流 中 心 放 一 块 
刚性 板 ， 那 么 这 个 尾 流 中 的 速度 分 布 会 发 生 很 大 变化 。 这 是 由 于 在 表面 附 
近 ， 流 动 开 始 受到 无 滑动 条 件 Z(z) = 0 导致 的 条 滞 效 应 的 强烈 限制 。 这 个 额 
外 的 限制 ， 在 纯粹 形式 上 产生 了 “ 普 适 壁面 分 布 ”， 如 果 图 40 中 的 点 线 所 

2 根据 Coles 在 1962 的 一 份 未 发 表 的 报告 [Crocco (1965) 进 行 了 综述 |]， 在 Resx* = U6** > 


6000, I = 常数 ， 而 对 于 小 于 大 约 6000 的 Res** 值 ，II 快 速 减 小 并 在 Res-。、 500 变 为 零 。 
根据 Crocco，H 在 所 有 Res** 略 微 依 赖 于 Res** 〈 即 略微 依赖 于 ws/U) 。 
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图 39 普 适 尾 流 函 数 w(7)， 根 据 Coles (1956). 


示 。 将 这 个 “壁面 分 布 ” 县 加 在 尾 流 分 布 上 ， 得 到 了 图 40 中 实 线 押 示 的 满 
流 边 界 层 的 真实 速度 分 布 。 


B. G. J. Thompson (1963, 1965) 提 出 了 研究 边界 层 中 速度 分 布 的 另 一 
个 方法 。 我 们 在 本 小 节 前 面 提 到 了 这 个 方法 。 它 显然 和 Coles 的 方法 有 关 ， 
尽管 它 基于 不 同 的 假设 。 


和 管 中 的 流动 类 似 ， 因 为 流动 存在 一 个 满足 壁面 定律 〈5.13) 和 速度 缺 
定律 〈5.54) 的 截面 《具有 对 数 函数 j 和 户 ) ， 所 以 局 域 摩 探 系数 


v= gay 
fo iag? “NU 
必须 满足 一 个 这 种 形式 的 方程 


1 1 Uô 

Va = ae In(Res,/cf) + B3, Res = Pa (5.58) 
[参见 5.5 节 中 方程 (5.54) 的 推导 ]。 正 如 定律 (5.54), AR (5.58) 中 存 
在 不 精确 定义 的 边界 层 厚 度 6 使 得 这 个 方程 不 适 于 实际 应 用 。 所 以 希望 用 另 
一 个 更 容易 定义 的 长 度 标 度 来 代替 65。 最 常见 的 是 使 用 方程 (5.55) ， 这 使 
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us) ud 


图 40 满足 Coles 的 尾 流 定律 的 速度 分 布 的 示意 图 。 


得 方程 (5.58) 可 以 重 写 为 这 种 形式 


1 1 UoO* 
— = ——= ln Res + Ba,Res* = : 
ver KV2 v 


Schultz-Grunow (1940) 和 Smith, Walker (1959) 比 较 了 这 个 关系 和 光滑 平板 
上 方 边界 层 中 不 同 点 的 局 域 摩擦 系数 值 的 直接 测量 的 数据 ， 如 图 41 所 示 。 
在 这 幅 图 中 ， 实 验 值 -友和 方程 (5.58) 右边 6 = 0.40 和 B4 = 2.6 时 相当 接 
近 。 

将 5 简单 蔡 换 为 长 度 z〈 从 板 的 原点 算 起 ) 有 点 复杂 。 为 此 ， 我 们 必须 
用 zx 来 表达 厚度 6， 可 以 用 下 面 的 近似 考虑 进行 。 因 为 边界 层 中 旋转 油 流 的 
流 线 不 穿 过 层 外 ， 所 以 边界 层 的 平均 外 边缘 一 定 和 距离 平板 5 处 平均 运动 
的 流 线 重 合 。 因 此 ， 该 边缘 相对 Oz 轴 的 倾角 的 正切 必须 等 于 边缘 上 的 点 
的 平均 垂 向 速度 〈 治 9z 轴 方向 ) 和 平均 水 平 速度 之 比 。 然 而 ， 边 界 层 边缘 
的 水 平 速度 等 于 UV。 平均 垂 向 速度 不 依赖 于 VU， 仪 由 与 0z 方 向 动量 输 运 有 


(5.59) 
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“1.77 in Ry, +26 


G NL 


18 e Schultz-Grunow data ` 


o 
+ | data of Smith and Walker for 
different x 


图 41 平板 上 方 边 界 层 局 域 表 面 摩 擦 系数 cr 对 雷诺 数 Res: 的 依赖 ， 根 
据 Schultz-Grunow 和 Smith,， Walker 的 数据 。 


关 的 相对 涨 落 运动 确定 。 于 是 ， 从 量 纲 考 虑 ， 垂 向 速度 一 定 正 比 于 摩擦 速 
度 ws， 用 给 定 z 的 mm 值 给 出 。 所 以 有 


(5.60) 


其 中 bi 时 一 个 数值 系数 〈 量 级 为 1) 。 我 们 现在 假设 边界 层 是 汕 流 的 ， 实 际 
上 是 从 板 本 身 的 前 缘 开 始 的。 所 以 方程 5.60) 对 从 zx =0 WES = 0) F 
始 的 所 有 z 都 满足 。 一 般 来 说 ，wsV/C 是 z 的 函数 ， 但 因为 它 变化 非常 慢 ， 对 
方程 《5.60) 积分 ， 我 们 可 以 把 它 从 积分 号 中 提出 来 而 不 引起 很 大 误差 〈 如 
果 需 要 ， 同 时 略微 改变 系数 请 ) 。 所 以 ， 我 们 得 到 近似 方程 


Ux 
ô = bgt. (5.61) 


严格 来 说 ， 方 程 (5.61) 可 以 从 方程 (5.60) 得 到 ， 仅 当 


Uet h 
U V2 


可 以 用 一 个 简单 的 z 的 暴 函 数 表示 。 然 而 ， 可 以 从 下 面 的 讨论 看 出 ， 这 个 表 
示 具 有 相当 高 的 精度 。 见 ， 例 如 ， 方 程 (5.66) ， 图 42 给 出 了 它 和 实验 数 
据 的 比较 。 


OU 
mÈ 


图 42 平板 上 方 边 界 层 表面 摩擦 系数 cr 对 雷诺 数 Rez 的 依赖 ， 根 据 Kempf， 
Schultz-Grunow，Dhawan 的 数据 。 曲 线 1: x = 0.39,B5s = 1.7 的 汉 . 卡 
门 表面 摩擦 定律 (5.62) ; 曲线 2: Schultz-Grunow 4# (5.64) ; 曲 
线 3: Falkner 定 律 (5.66) 。 


把 方程 (5.61) 带 入 方程 (5.58) ， 我 们 得 到 


1 


1 
= ——I1n(Rez- cr) + Bs. 5.62 
-a T gya Ree: cy) + Bs (5.62) 


这 个 结果 首先 由 von Kármán (1930, 1934) 给 出 。 他 是 用 不 同 相同 的 论证 得 
到 的 ， 和 Kempf (1929) 借 助 测 力 计 直接 测量 局 域 表 面 摩擦 系数 得 到 的 较 老 
实验 数据 符合 得 很 好 。 冯 :卡门 的 结果 也 和 Schultz-Grunow (1940) 和 Dhawan 
(1952) 后 来 的 实验 数据 [ 见 图 42， SO RB = 1.8, Blk = 0.39 和 Bs = 
1.7， 它 们 使 得 和 Kempf 的 数据 符合 得 最 好 ] 符 合 得 很 好 。 我 们 进一步 注意 
到 ， 通 过 比较 方程 (5.59) 和 (5.62) 中 的 系数 BI 和 Bs 值得 到 与 实验 数据 
的 最 佳 拟 合 ， 也 有 可 能 估计 方程 6.61) 中 的 8 值 。 特 别 地 ， 如 果 我 们 取 
图 41 和 42 中 所 用 的 这 些 系数 值 〈 忽 略 所 选 < 值 相当 小 的 散 度 ) ， 那 么 对 于 方 
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Fe (5.55) 定义 的 C = 4? 3.9 的 厚度 6[ 即 ， 和 Coles (1965) 相 同 的 C 值 ]， 
我 们 得 到 b ~ 0.3。 

对 于 粗糙 平板 ， 上 面 的 方程 必须 进行 和 粗糙 管 类 似 的 改变 。 例 如 方 
程 〈5.58) 对 于 完全 粗糙 管 必 须 写 成 (5.45) Fee HOR RA]. 2 
而 ， 我 们 在 这 里 不 过 多 讨论 这 一 点 [ 见 ， 例 如 ，Schlichting (1960) 第 21 章 ， 
第 4 节 ]。 

根据 方程 (5.62) ，cj 是 一 个 缓慢 变化 的 z 的 函数 。 然 而 ， 借 助 方程 (5.62) 给 出 
的 cr 作为 Rez 函 数 的 显 式 定 义 相当 复杂 ， 在 实践 中 ， 通 常 使 用 较 简 单 的 插值 或 经 验方 程 。 
所 以 ， 例 如 Schlichting (1960)[ 不 是 源 自 冯 :卡门 方程 ， 而 是 源 自 普 朗 特 的 更 一 般 结果 ， 
在 Schlichting (1960) 的 书 中 有 所 描述 ] 提 出 了 cy 的 计算 公式 


cf = (21n Re — 0.65) 3, (5.63) 


给 出 的 结果 接近 从 方程 〈5.62) 得 到 的 结果 。 后 来 ，Schultz-Grunow (1940) 使 用 方程 


cf = 0.370(In Rez) 2584， (5.64) 


其 结果 在 图 42 中 和 数据 进行 了 比较 。 最 后 ， 如 果 我 们 假设 边界 层 中 平均 速度 分 布 在 所 有 截 
面 中 由 “七 分 之 一 律 ”给 出 〈 见 5.5 节 结尾 ) ， 那 么 可 以 得 到 非常 简单 的 公式 


= c(Rez)-15. (5.65) 


c = 0.0576 时 ， 这 个 公式 在 雷诺 数 范围 5 x 10° < Re, < 10" 也 给 出 对 测量 值 相 当 好 的 描 
述 。 进 一 步 增 大 雷诺 数 Rer， 方 程 (5.65) 给 出 的 cy 开始 减 小 ， 所 以 为 了 得 到 可 能 的 最 佳 
拟 合 ， 必 须 将 公式 中 的 寡 指 数 1/5 替 换 为 一 个 较 小 的 值 。 特 别 地 ， 对 于 高 达 108 的 Re， 使 
{Falkner (1943) 的 公式 


cr = 0.0262(Rez) 7/7 (5.66) 


可 以 得 到 和 数据 很 好 的 拟 合 。 
除了 局 域 摩擦 系数 cj:， 我 们 也 可 以 考虑 长 度 ! 的 平板 的 总 摩擦 系数 Cj， 


uo 


A l 
F 1 
=r if ee) z fre z (5.67) 


[参见 方程 (1.51) - (1.52) ]。 这 个 总 摩擦 系数 的 测量 比 局 域 摩擦 系数 cf 的 测量 要 多 得 多 ， 
有 关于 它 的 大 量 数 据 ， 最 早 的 可 以 追溯 到 1793 年 [ 见 Schubauer，Tchen (1959), Goldstein 
(1938) 和 Schlichting (1960)]。 使 用 方程 (5.62) 作为 起 点 ，Schoenherr (1932) 得 到 了 Cjy 的 


Te = 4.13ln(Rel .Cr)， Re = (5.68) 
和 实验 数据 符合 得 很 好 。Schlichting 使 用 普 朗 特 更 复杂 的 计算 替代 方程 (5.62) ， 提 出 了 简 


Cr = 0.455(In Rey) 258， (5.69) 
给 出 了 稍微 不 同 于 方程 (5.68) 的 结果 。Schultz-Grunow (1940) 使 用 了 类 似 的 公式 


Cr = 0.427(In Re; — 0.407) "54. (5.70) 
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如 果 我 们 从 “七 分 之 一 律 ” 开 始 ， 那 么 如 我 们 已 经 看 到 的 ， 我 们 得 到 Cy ~ (Re). WR 
我 们 取 


Cy = 0.0306Re, 1”, (5.71) 


可 以 在 很 宽 的 雷诺 数 范围 得 到 更 好 的 拟 合 。 将 这 个 结果 和 平板 层 流 摩擦 系数 的 方程 (1.52) 
进行 比较 表明 ， 在 注 流 情形 ， 摩 擦 比 层 流 情形 大 得 多 例如， 在 Re = 5 x 10°, BAB 
大 2.5 倍 ) ， 随 着 雷诺 数 增 大 的 下 降 要 缓慢 得 多 。 

上 述 所 有 考虑 都 指 的 是 边界 层 从 平板 前 缘 开 始 可 以 考虑 为 完全 消 流 的 情形 。 然 而 ， 如 
果 向 消 流 的 转换 发 生 在 点 z = zo( 离 前 缘 足 够 远 ) ， 那 么 对 于 边界 层 的 层 流 部 分 我 们 必须 在 
表面 摩擦 定律 中 引入 一 个 修正 。 如 果 我 们 使 用 Prandtl (1927) 的 假设 ， 转 换 为 滑 流 后 ， 边 界 
层 近 似 表现 为 似乎 它们 从 平板 前 缘 开 始 就 是 注 流 的 ， 这 个 修正 可 以 简化 如 下 : 对 于 从 平板 前 
缘 到 转换 点 z = zo 的 部 分 ， 对 于 上 面 计算 的 摩擦 力 左 的 值 ， 我 们 必须 减 去 潮流 和 层 流 
摩擦 力 之 间 的 差 。 如 果 我 们 考虑 这 个 修正 ， 那 么 摩擦 系数 等 于 


pU’zolC1(x0) — C2(xo)] _ Rezso [C1 (z0) — C2(xo)] _ A(zo) 
I2 Cy Cr 
5pU? - 21 Re Re 


j 
Z 
AIA 


Cy 


(5.72) 


其 中 Cy 由 方程 (5.68) [或 上 面 给 出 的 某 些 方程 ] 给 出 ，Ca(zo) 和 Ca(zo) 分 别 是 长 度 ! 的 平板 
对 于 满 流 和 层 流 的 摩擦 系数 。 这 个 修正 使 得 我 们 可 以 描述 层 流 摩擦 定律 (1.52〉 和 我 们 讨 
论 的 纯 油 流 摩擦 定律 的 转换 区 域 。 方程 5.72) 中 的 系数 A(zo) 当 然 依 赖 于 层 流向 湛 流 转 按 
的 临界 雷诺 数 Rez。 二 Ree cr。 根 据 普 朗 特 的 数据 ， 例 如 ， 对 于 Rezo = 5 x 105，4(zo) = 
1700[ 对 于 某 些 其 他 Reuo 值 ，4(zo) 值 可 以 在 Schlichting (1960) 的 书 中 找到 ]。 

所 引用 的 cr 和 Cr 随 雷诺 数 Rez 和 Re 的 变化 规律 也 可 以 用 于 研究 平均 速度 分 布 〈 根 
据 方程 (5.57) ， 依 赖 于 w = UV LAS) Wir 增 大 的 变化 。cy 对 z 的 依赖 上 面 已 经 讨 
论 过 ，5 随 z 增 大 的 变化 可 以 从 方程 〈5.61) ME, CEEA = ff 忆 为 cy 随 z 的 增 
大 减 小 得 非常 慢 ， 所 以 厚度 6 几乎 随 x 一 次 究 增 大 (如 果 我 们 使 用 方程 (5.66) ，5 正 比 
Fz13/1M4) 。 重 要 的 是 这 种 增 大 比 层 流 边界 层 厚 度 的 增 大 (根据 方程 (1.33〉 正比 于 zx1/2) 
快 得 多 (参见 图 4，1.4 节 ， 含 有 边界 层 层 流 和 灌流 部 分 的 厚度 6 的 直接 测量 结果 )〉。 


5.7 ”壁面 附近 被 动 外 加 物 的 浓度 分 布 ; 灌流 边界 层 中 的 质量 和 热量 
输 运 


我 们 已 经 讨论 了 壁面 附近 满 流 平均 速度 分 布 和 摩擦 的 问题 。 人 们 发 现 
类 似 的 考虑 可 以 应 用 于 汝 流质 量 和 热量 输 运 的 研究 中 。 下 面 ， 我 们 将 给 
出 关于 这 个 问题 的 一 些 基 本 事实 。 较 详细 的 描述 可 以 在 ， 例 如 ，Grober， 
Erk (1955)、MacAdams (1954) #llEckert, Drake (1959) 的 工程 书 、Howarth 
(1953) 编 著 的 专著 的 第 14 章 、Levich (1962) 的 第 3-4 章 、Deissler (1959) 的 综 
述 文 章 、Kestin, Richardson (1963) 和 Spalding, Jayatillaka (1965) 中 找到 。 

和 5.2-5.3 节 中 一 样 ， 我 们 考虑 以 沿 0z 轴 的 刚性 光滑 壁面 为 界 的 半空 
间 z > 0 中 没有 纵向 压强 梯度 的 流体 的 平面 平行 流动 。 让 我 们 假设 在 边界 
面 z = 0 上 ， 被 动 外 加 物 浓度 保持 一 个 不 变 值 mW。 于 是 流体 中 会 产生 一 个 不 
变 的 这 种 外 加 物 的 流量 7， 指 向 壁面 之 外 ， 即 Ozx 的 正方 向 ， 方 程 〈5.7”) 具 


有 这 种 形式 


dd His A 
j(z )= PX a + p0'w! =jo = hz. (5.73) 
平均 速度 分 布依 赖 于 速度 长 的 统计 特征 〈 由 参数 v 和 心 ) 以 及 分 子 扩散 系 
数 xX、 密 度 p 和 外 加 物流 量 加 。 引 入 3 的 特殊 量 纲 G6， 把 质量 量 纲 记 作 M， 我 
们 有 
[jo] = MOLT", [p] = ML™, [ux] = LT, [y] = [x] = PPT. 
于 是 ， 通 过 量 纲 的 考虑 ， 我 们 有 
ae = Jo ZUx V 
B(z) - 30) = 4 / " =) 人 (5.74) 
其 中 本 
= Jo 
aan (5.75) 
是 一 个 量 纲 9 的 常量 ， 给 出 了 浓度 的 自然 标 度 [这 里 在 0, 的 定义 中 包含 了 
冯 .卡门 无 量 纲 常量 s = 1 心 0.4， 因 为 有 时 在 接 下 来 的 论证 中 是 方便 
的 ]， p(z1, Pr) 是 一 个 两 变量 的 普 适 函 数 ， 满 足 条 件 6(0, Pr) = 0。 如 果 V 是 
HET, WASTE (5.73) - (5.75) 当然 必 须 写 为 
q(z) -epox E 十 pT'w 二 qo =, (5.73”) 
= = B qo ZUx V\ 1 
T(2)-T(0) = e - a = T(z Pr), (5.74) 
wom E 
Ky Cpp 


其 中 函数 gp(z4, Pr) MARE 65.74) 的 中 一 样 。 我 们 注意 到 ， 对 
攻 ， 被 动 性 的 假设 比 物质 外 加 物 的 情形 更 可 疑 。 这 既是 因为 在 
的 流体 中 存在 浮力 (这 将 在 第 4 章 中 详细 讨论 ) ， 也 是 因为 流 
湾 系 数 和 热 扩 散 律 的 温度 依赖 [关于 考虑 这 些 对 气体 和 液体 不 同 
的 问题 ， 见 例如 Deissler (1959) 和 von Driest (1959) 的 文章 ]。 此 
散 导 致 的 加 热 在 实验 室 流动 中 不 总 是 可 以 忽略 。 然 而 ， 作 为 一 
目 为 了 确定 ，3 将 被 称 为 温度 ， 将 使 用 (5.73’) - (5.75”) 
BORT. (如 1.5 节 所 解释 的 ， 使 用 符号 表明 我 们 我 们 始终 
种 完全 被 动 的 外 加 物 。) 


含有 位 置 函 数 g 的 方程 (5.74?) 对 于 足够 大 的 z 值 可 以 大 大 


于 温度 的 情 
非 均 匀 加 热 
PEPE. Bi 
的 依赖 关系 
外 ， 能 量 
个 规则 ， 下 


ERKA TE, 


关注 的 是 一 


简化 。 关 于 
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足够 大 的 z 值 ， 我 们 指 的 是 满足 条 件 z > = 2, OMe ait MOP ye 
度 分 布 没 有 影响 ， 从 而 《因为 同样 的 原因 〉 对 平均 温度 的 分 布 没有 影响 。 
此 外 ， 对 于 所 讨论 的 z 值 ， 要 求 淇 动 热流 g 中 = cpw 比分 子 热流 cppx 虹 大 
很 多 。 在 这 个 条 件 下 ， 系 数 X 对 3 随 高 度 的 变化 也 没有 影响 。 因 为 湛 动 热流 
是 由 产生 潮流 动量 流 r7W = 一 pww’ 同 样 的 涡 旋 运动 产生 的 ， 所 以 自然 地 假 
设 涡 旋 黏 清和 天 和 涡 旋 热 扩 散 系 数 Ko? 具 有 同样 的 量 级 。 所 以 ， 如 果 Pr 之 1， 
By Su, WAE > z = 老 ， 涡 旋 热 扩散 系数 将 比分 子 扩散 系数 X 大 
得 多 。 所 以 ， 对 于 z > 办 ，2z 可 以 视 为 足够 大 ， 两 个 必要 条 件 都 满足 。 然 
而 ， 如 果 Pr < 1， 那 么 仅 当 z > X = Pr 上 .办 时 涡 旋 热 扩 散 系数 [根据 方 
Ke (5.26) ， 对 于 z > 为 ， 它 处 于 wz 的 量 级 ] 远 比分 子 热 扩散 系数 X 大 。 所 
以 ， 一 般 来 说 ， 仅 当 满 足 两 个 条 件 : z > 如 和 z > Pr. (第 二 个 条 件 显 
然 仅 在 Pr < 1 的 情形 重要 ) ， 我 们 可 以 忽略 x 和 xX 对 平均 温度 随 高 度 变 化 
的 影响 。 


当 z 六 办 和 2 >> Prot. 办， 平均 温度 梯度 必须 仅 由 参数 qo/co,w 和 2z 确 
定 。 所 以 ， 通 过 量 纲 分 析 ， 我 们 有 


dd do 0, 


dz QCpPKUxZ ~ az’ (6:16) 
其 中 a 是 一 个 新 的 量 级 为 1 的 无 量 纲 常 量 。 于 是 
Ie) -HO) = “*mz+ A (5.77) 


(参见 Landau, Lifshitz (1963) 第 1 部 分 ， 第 54 节 ) ， 而 这 里 的 常量 41[ 和 方 
FE (5.22) 的 情形 相同 ] 必 须 从 分 布 (5.77) 和 下 层 中 平均 温度 分 布 (方程 
(5.77) 不 适用 ) 的 匹配 条 件 确定 。 


由 方程 (5.77) 很 明显 


1 
(24, Pr) = z Inz +0, 对 于 zy > max(1, Pr‘). 


ATUL, IFEBEK E, MTE (5.13) 的 函数 /的 差别 仅 在 于 数值 系 
数值 ( 仪 有 一 个 ，C 可 以 依赖 于 普 朗 特 数 ) 。 此 外 ， 我 们 注意 到 ， 通 过 方程 
(5.9) ， 分 布 (5.77) 对 应 于 下 面 的 涡 旋 热 扩散 系数 值 : 


Ky = QRUxZ. (5.78) 
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所 以 很 清楚 的 是 ， 常 量 a 的 意义 是 对 数 边界 层 清流 普 朗 特 数 的 倒数 : 


1 Ko K 
Siint pia 5.79 
a Pr; K’ Tt Ko ( ) 


不 幸 的 是 ， 真 实 流动 中 壁面 附近 被 动 外 加 物 浓 度 分 布 的 数据 比 平均 
速度 的 数据 少 得 多 。 于 是 ， 到 显现 在 为 止 ， 这 些 方程 的 实验 验证 仍然 非 
常 不 完备 。 气 象 学 家 经 常 重复 的 对 大 气 表面 层 平均 温度 分 布 的 测量 对 于 
这 个 目的 几乎 没什么 用 ， 因 为 在 空气 温度 有 高 度 依赖 〈( 即 非 中 性 热 分 
层 ) 的 大 气 表 面 层 中 ， 浮 力 起 了 相当 大 的 作用 ， 温 度 不 能 考虑 为 一 个 被 
动 外 加 物 。 更 详细 的 讨论 见 第 4 章 。 更 有 和 希望 的 是 仔细 测量 大 气 表 面 层 
的 湿度 分 布 〈 即 水 汽 浓度 ) 数据 。 事 实 上， 尽管 浮力 在 存在 垂 向 温度 梯 
度 时 会 影响 湿度 的 垂 向 分 布 〈 见 第 4 章 ) ， 但 在 “中 性 条 件 ” 下 ( 即 对 
于 等 温情 形 ) 也 可 以 观测 湿度 分 布 ， 而 温度 分 布 仅 在 非 中 性 条 件 下 才 有 
意义 。 到 目前 为 止 ， 这 方面 只 有 非常 少 的 实验 数据 。 然 而 ， 我 们 这 里 会 
提 到 Pasquill (1949), Rider (1954) 和 其 他 研究 者 的 结果 ， 这 些 结果 证 实 
了 在 温度 分 层 接近 中 性 时 ， 湿 度 分 布 可 以 很 好 地 用 对 数 方程 描述 〈 见 下 
下 的 8.2 节 ) 。 在 伴随 强 受 迫 对 流 的 实验 室 剪 切 流 中 ， 相 比 大 气 中 ， 温 度 
更 可 以 考虑 为 被 动 外 加 物 。 然 而， 已 发 表 的 壁面 附近 实验 室 流 动 中 温度 
分 布 的 测量 数据 非常 少 ， 而 且 大 多 数 精度 非常 低 。 因 此 我 们 只 能 说 它们 
不 违背 定律 (5.77) 。 然 而 ， 早 在 20 世 纪 20 年 代 ，Elias 就 展示 了 ， 在 加 热 
平板 上 的 边界 层 中 ，> > 0.0566 的 温度 分 布 近似 为 对 数 的 ， 类 似 于 平均 
速度 分 布 [ 见 Elias (1929)]。 后 来 ，Nunner (1956) 也 在 沿 粗糙 管 的 非 等 温 空 
气流 中 得 到 了 几乎 完全 对 数 的 平均 温度 分 布 ， 从 z = 0.02R 开 始 ， 几 乎 
一 直 延 续 到 管 的 中 心 。Reynolds, Kays, Kline (1958), Brundrett, Baines, 
Peregrym, Burroughs (1965)#llPerry, Bell, Joubert (1966) 对 温度 分 布 的 测 
量 结 果 也 和 存在 具有 对 数 温度 分 布 的 相对 厚 的 层 的 推断 符合 得 很 好 。 最 
后 ，Johnk, Hanratty (1962) 和 Hishida (1967) 对 光滑 的 (具有 小 的 热流 ， 可 
以 把 流体 性 质 考虑 为 常量 ， 也 减 小 了 其 他 误差 来 源 ) 加 热管 中 空气 流 的 
温度 分 布 的 仔细 测量 非常 确定 地 表明 ， 在 完全 发 展 的 热力 学 情形 ， 在 所 
有 Re > 25000， 温 度 分 布 在 z+ = 30 到 z， = 200 一 300 具 有 对 数 形式 〈 见 ， 
例如 取 自 Johnk 和 Hanratty 文 章 的 图 43) 。Johnk 和 Hanratty 的 结果 弥散 非 
常 小 。 他 们 在 上 = 0.4 时 无 量 纲 温度 T(z) = cppux[ 了 T(z) 一 了 (0)]/qo 的 平均 数 
据 可 以 由 这 个 方程 代表 


pz4,0.7) = 0.9ln z4 + 1.3 


( 即 ， 根 据 数 据 Pr œ 0.9,a ~ 1.1,C(0.7) ~ 1.3) 。Hishida 得 到 了 几乎 


NÌ 
>t 
m 


mÈ 
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同 的 结果 : 根据 他 的 数据 ，Pr œ 0.87,a ~% 1.15,C(0.7) = 1.4. Reynolds, 
Kays, Kline (1958) 和 Perry Bell, Joubert (1966) 的 实验 数据 弥散 更 大 ， 后 一 
个 工作 得 到 了 非常 接近 的 平均 估计 : Pr = 1,a & 1,C(0.7) © 1.6. 


图 43 管 流 中 无 量 纲 平均 温度 T(z) = cppux[T(0)]/qo 的 分 布 ， 根 
据 Jonnk 和 Hanratty 的 两 个 测量 : a)Re = 71200;b)Re = 70200. 


在 管 、 渠 或 边界 层 中 非 等 温 流 的 靠 外 部 分 ， 扩 展 雷 诺 数 相似 性 原理 
( 即 雷诺 和 佩 克 雷 数 相 似 性 原理 ) 显然 必须 成 立 。 根 据 这 个 原理 ， 在 远 
离 刚 性 壁面 的 流动 区 域 中 ， 如 果 雷 诺 数 和 佩 区 雷 数 都 足够 大 ， 那 么 温度 
场 的 统计 性 质 不 直接 依赖 于 分 子 犁 滞 和 热 扩 散 系 数 〔( 即 无 量 纲 组 合 Re, Pe 
和 Pr = Pe/Re) 。 这 个 原理 对 于 平均 温度 分 布 最 重要 的 结果 是 一 个 这 种 形 
式 的 一 般 性 温度 缺 定律 


Ue Oe as (#) s. (5.80) 


SOPH RRNA. RR FERAE, Td) = 0(A1). Ktp (n3t 
于 不 同类 型 的 流动 当然 可 能 不 同 。Johnk 和 Hanratty 对 于 管 流 在 各 个 Re〈 但 
仅 有 一 个 Pr = 0.7) 的 数据 支持 了 逮 度 缺 定律 。 根 据 这 些 数据 ， 对 于 
管 流 ， 从 7 = 0.02 到 7 = 1 的 函数 ol(7) 可 以 近似 为 pl(7) = 2-9? [Ry = 
3(q? 一 /12)]。 这 个 管 流 的 温度 缺 定律 的 一 些 应 用 可 以 在 W. Squire (1964) 
的 文章 中 找到 。 对 非 等 温 边界 层 流动 的 函数 (nm) 的 一 些 初 步 测量 发 表 
在 Zukauskas, Šlančiauskas, Pedisius, and Ulinskas (1968) 中 。 然 而 ， 他 们 的 
数据 和 ol 不 依赖 于 Pr 的 假设 不 符 《〈 或 许 是 因为 在 测量 中 Re 和 Pe 值 不 足够 
K) 。 我 们 也 必须 强调 ， 在 温度 壁面 定律 〈5.74 ) 和 温度 缺 定 律 (5.80) 都 
MHNHBE, Kap 和 ol 都 一 定 是 对 数 的 〈 人 参见 5.5 节 ) 。 然 而 ， 对 数 层 
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外 1 函数 的 定义 和 温度 缺 定律 的 精确 实验 验证 都 强烈 要 求 对 所 有 三 种 流动 
在 高 雷诺 数 和 佩 死 雷 数 以 及 一 个 大 范围 普 朗 特 数 的 温度 分 布 的 进一步 仔细 
测量 。 


温度 壁面 定律 和 温度 缺 定律 都 具有 对 数 形式 的 重合 层 的 存在 使 得 可 以 
得 到 一 个 非常 一 般 性 的 热 输 运 定律 。 实 际 上 ， 两 个 对 数 定律 的 和 容易 写 为 
这 种 形式 : 


01-99 1. Hiu 
二 一 ln 
0, a v 


其 中 = P(O), C1 (Pr) = C(PD + C2， 而 C2 是 对 数 形式 的 温度 缺 定律 中 的 
常数 项 〈 它 显然 不 依赖 于 Pr， 但 可 能 对 于 管 、 渠 和 边界 层 不 同 ) 。 最 后 一 
个 方程 给 出 了 下 面 的 热 输 运 过 程 的 主要 无 量 纲 特 征 一 一 热 输 运 系数 的 一 般 
定律 《斯 坦 顿 数 ) 


+ Ci (Pr) 


qo 
cppU (99 — 91)’ 


其 中 区 是 流动 的 茶 个 典型 速度 标 度 : 


cp /2 1 In2 
— So ES P _ 
sf In(Re,/¢F) /Ka + C3(Pr)’ C3 二 Ca r) Jka’ (5.80 ) 


其 中 Re = UL/v，cy = 2(us/U)? ER AM (Kader, Yaglom (1970)， 也 
参见 5.5 节 方程 (5.45) 的 类 似 推导 ) 。 


对 于 空气 中 热 输 运 的 情形 (Pr 0.7) 我 们 知道 C(0.7) ~ 1.3。 此 外 ， 
对 于 圆 管 中 流 动 的 情形 ， 常 数 C? 可 以 大 致 从 Johnk，Hanratty (1962) 关 于 
温度 缺 定 律 的 数据 估计 得 到 Co 0.3。 所 以 圆 管 中 空 气流 中 热 输 运 的 方程 
(5.80) 中 的 所 有 系数 可 以 认为 是 已 知 的。 然而 ， 使 用 这 个 方程 的 计算 和 
热 输 运 数据 的 比较 不 是 直接 的 ， 因 为 几乎 所 有 已 有 的 管 中 的 热 输 运 数据 都 
AS HH FEO, = VB) 无 关 ， 而 和 整体 温度 〈 即 ， 和 流 过 管道 的 流体 的 平 
均 温 度 有 ) 


Hi Hi 
us)(H — 2)de/ f a a(D(H — z)dz 
0 


Sl 

3 

| 
os 

=| 

x 


有 关 ， 并 且 通 常 使 用 整体 速度 


5. Bi. WARS mas in 


作为 典型 速度 。 换 句 话 说， 已 有 数据 没有 给 出 系数 om 值 ， 而 是 给 出 了 修正 
的 热 输 运 系数 
Ch = go /CppPUm (Bo = Vm) = cj 人 (1 A) 


其 中 
和 
Vo — V1 

在 实践 中 ， 在 估计 改正 量 A 时 ， 至 少 对 于 管 中 的 空气 流 ， 有 可 能 忽略 
分 子 黏 清和 热传导 直接 影响 的 薄 壁 面 层 ， 把 速度 和 温 度 分 布 考 虑 为 纯 对 数 
的 。 在 这 个 近似 中 ， 容 易 证 明 

= 3.75 Ch 

ne eae 


[1 — (cp/2)¥/?/1.2] = 3.4cn(cf/2)-12， 当 (cr/2)72 < 1 


《参见 5.5 节 中 方程 〈5.47) 的 类 似 推 导 ) 。 使 用 这 个 A 的 方程 ， 方 程 
(5.80?) 可 以 写 为 这 种 形式 


a a? = a _ J/ 
i A In2/ka—3.4 (5.80) 


其 中 Rep = DUm/v = 2H1Um/v; Ce = 2(ux/Um)*。 进 一 步 ， 使 用 5.5 节 Cy = 
和 /4 或 Rep 依 赖 的 数据 ( 见 图 33) 我 们 可 以 从 方程 (5.80) 计算 对 热 输 运 系 
数 Cr， 或 者 等 价 的 ， 所 谓 Nusselt 数 Nu = C,RePr 对 雷诺 数 Rep 的 依赖 。 这 
些 结果 和 各 种 来 源 的 数据 的 比较 如 图 A 所 示 ， 其 中 同时 给 出 了 广泛 使 用 的 纯 
经 验 关 系 Nu = 0.018Re9%8[ 参 见 ， 例 如 McAdams (1954)]. 

使 用 方程 (5.80’) Al (5.80) 的 计算 和 具有 其 他 普 朗 特 数 的 管 流 中 的 
热 输 运 和 质量 输 运 的 数据 的 比较 将 在 本 小 节 后 面 考虑 。 

壁面 的 温度 定律 和 温度 缺 定律 都 可 以 推广 到 温度 涨 落 的 特征 ， 与 速度 
涨 落 相 应 的 结果 非常 类 似 。 然 而 ， 现 在 ， 几 乎 没有 合适 的 实验 数据 证 实 这 
些 推 广 的 定律 所 预测 的 关系 。 

数据 的 缺乏 也 使 系数 a 或 Pr = +) 的 可 靠 估计 变 得 相当 复杂 。 到 
目前 为 止 ， 在 大 多 数 有 关 工 程 装置 和 大 气 的 应 用 传 热 计算 中 ， 按 照 O. 
Reynolds (1874)， 通 常 假设 a = 1。 然 而 ， 通 常情 况 下 ， 这 些 计 算 结果 与 直 
接 测 量 的 数据 相当 吻合 。 然 而 ， 传 热 技术 特别 关注 的 整体 传 热 特性 通常 对 
参数 a 不 太 大 的 变化 不 是 很 敏感 ， 因 此 无 法 对 其 进行 可 靠 的 估计 。 或 许 已 
有 对 数 层 a 和 Pr 的 最 佳 估计 是 从 Johnk, Hanratty (1962) 和 Hishida, (1967) 的 
数据 得 到 的 ， 上 面 已 经 简单 描述 。 尝 试 从 管 流 和 渠 流 平均 速度 和 温度 分 布 
的 测量 直接 估计 a 也 一 般 得 到 比 1 大 的 a 值 ， 量 级 为 1.1-1.4[ 即 ，Pr; ~ 0.9 一 
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© - Cogian (1940) 
@ - Barnet, Kobe (1941) 


@ - Drexel, McAdams (1945) 
_ Gukhman, Iyukhin 
人 Gondelsman, Naurits (1949) 


Nu = Cp Pr Rep 


$ - Nunner (1956) 
-Lebchuk, Dyadyakin (1958) 
V- Sleicher (1958) 

Y -Ede (1961) 

V -Hishida (1967) 

@ — Hasegawa, Fujita (1968) 
©- Dyban, Epik (1968) 


5-108 104 5-104 108 5-108 
Rep 
图 43 A. KPR IIE Ae At BAY Dita 2 FN An es BH AE (5.80) 给 出 
理论 依赖 | 实 线 |] 的 比较 ， 以 及 和 经 验 公式 Nu = 0.018Rey%[ 虚 线 ] 的 比较 ， 根 
据 Kader, Yaglom (1970)。 


1 


0.7<1. Ji, flu, Corcoran et al. (1952), Cavers, Hsu, Schlinger, Sage 
(1953), Hsu, Sato, Sage (1956). Ludwieg (1956). Sleicher (1958), Venezian, 
Sage (1961), Zukauskas et al. (1968) 以 及 Longwell (1966) 的 书 和 Deissler 
(1959)，Kestin，Richardson (1963) 和 Blom and De Vries (1968) 的 综述 文 
章 ]。 然 而 ， 有 时 《主要 是 在 一 些 液态 金属 传 热 的 实验 中 ) 也 得 到 稍 
微 大 约 1 的 a 值 ， 即 Pr > 1[ 见 ， 例 如 ，Subbotin, Ibragimov, Nomofilov 
(1963), Dwyer (1963) 和 Longwell (1966)]。 从 大 气 中 的 风 和 温度 分 布 确 
定 a 仅 可 以 在 温度 分 层 非 中 性 的 情形 进行 。 然 而 ， 这 里 有 可 能 尝试 找到 
当 分 层 趋向 于 中 性 时 a 趋向 的 极限 ， 并 令 这 个 极限 等 于 对 数 边 界 层 的 系 
数 Ky 和 K 的 比 。 这 样 的 尝试 进行 了 多 次 ,但 结果 都 不 相同 。 所 以 ， 例 
W, Rider (1954)、Priestley (1963 一 1964) 和 Swinbank (1964) 发 现 a > 1, 
但 在 Swinbank (1955) 和 Gurvich (1965) 的 工作 中 得 到 了 a < 1。Panofsky et 
al.(1967) 收 集 的 结果 给 人 的 印象 是 a 非常 接近 于 1 〈 见 下 面 的 8.2 节 ) 。 一 
般 来 说 ， 我 们 必须 记 住 ， 到 目前 为 止 ， 汕 流传 热 〈 和 质量 输 运 ) 的 所 有 已 
有 数据 大 体 上 是 矛盾 的 ， 在 使 用 它们 的 时 候 必 须 非常 小 心 。 所 以 ， 例 如 ， 
甚至 在 给 出 近似 相同 的 a 平 均值 的 工作 中 ， 我 们 发 现 关 于 a 随 与 壁面 距离 > 变 
化 的 论断 中 明显 的 了 矛盾。 根据 Ludwieg (1956)，a 随 z 的 增 大 略微 增 大 ， 


道 、 边 开 层 等 情形 的 满 动 航 切 流 


g 
mi 


而 另 一 方面 ， 根 据 Corcoran et al. (1952) FllSleicher (1958)，a 随 z 的 增 大 而 
减 小 。) 这 些 事 实 可 以 简单 解释 为 所 有 已 有 测量 精度 低 的 结果 。 这 是 特 
别 危 险 的 ， 因 为 实验 图 必须 求 导 得 到 a 或 Pr;。 在 这 方面 ， 值 得 再 次 注意 的 
是 ， 根 据 上 面 给 出 的 一 般 考 虑 ， 在 充分 发 展 的 流动 的 对 数 区 域 ， 剪 切 应 力 
和 消 动 热流 都 是 恒定 的 ， 系 数 a 也 必须 是 常量 〈 即 ， 完 全 不 依赖 于 z) 。 此 
外 ， 因 为 我 们 这 里 处 理 的 是 分 子 黏 清 和 热 扩 散 都 不 起 作用 的 流体 区 域 ， 所 
以 a 一 定 不 依赖 于 它们 ， 所 以 也 不 依赖 于 分 子 普 朗 特 数 Pr。 这 个 论断 和 从 机 
Wi (Zukauskas 等 人 进行 了 研究 ) 到 液态 金属 的 流体 〈 即 ， 极 大 的 Pr 范围 ) 
得 到 的 aw 值 的 变化 情人 地 小 相符 。 此 外 ， 如 果 我 们 相信 受 迫 对 流 《〈 其 中 温度 
像 一 个 纯 的 被 动 外 加 物 一 样 被 输 运 ) 的 条 件 是 可 能 的 ， 那 么 必须 认为 热 输 
运 和 质量 输 运 的 a 值 是 完全 相等 的 。 然 而 ， 如 果 这 两 个 值 不 同 ， 那 么 这 只 能 
意味 着 存在 某 些 〈 我 们 不 知道 的 ) 物理 机 制 对 热 输 运 和 质量 输 运 产生 了 不 
同 的 效应 。 

对 于 非常 小 的 zj = zux/v 值 ， 对 于 光滑 壁面 ， 方 程 


页 区 二 页 六 三 一 一 I Pr) = Prz (5.81) 

CpPx 
自然 必须 成 立 〈 这 类 似 于 方程 (5.20) ) 。 函 数 o(z+, POE Az, = 0 邻 域 展 
F iz 的 泰勒 级 数 的 其 他 项 可 以 通过 在 点 zy = 0 对 方程 (5.73”) REG 
到 。 在 z = 0 具有 恒定 温度 % = 0 的 壁面 的 情形 ， 对 于 精确 到 zj 的 四 阶 项 的 
方程 5.20) ， 我 们 有 


万 qoz | 
F C4 
CpPx CpPx 


,  ¢ppv? [ Od! Ow! 
8gou3 \ Oz Oz? = 
My(z4, Pr) 对 zj4 的 三 阶 和 三 阶 导 数 在 zj = 0 变 为 零 的 事实 可 以 得 到 ， 
温度 的 变化 在 相当 大 的 z 值 范围 接近 线性 。 所 以 我 们 可 以 引入 分 子 热 扩 散 亚 


层 的 概念 ， 其 中 函数 gp(z4, Pr) 的 值 实 际 上 和 kPr . z+ 没有 什么 不 同 。 然 而 ， 
这 个 亚 层 的 厚度 站 现在 由 三 个 参数 mw X 和 心 决定 ， 所 以 一 般 来 说 ， 我 们 只 能 


133 我 们 注意 到 ， 和 严格 方程 6.20) 不 同 ， 平 均 温 度 分 布 〈 但 不 是 物质 的 被 动 外 加 
物 浓度 分 布 ) 的 方程 (5.81?) 只 是 近似 的 。 实 际 上 ， 推 导 方 程 〈《5.81) 的 初始 方程 
(5.73°) 本 身 就 是 近似 的 ， 因 为 在 推导 它 时 我 们 丢掉 了 描述 动能 耗 散 加 热流 体 的 项 ， 
这 在 方程 (1.70) [1.5 节 ] 中 有 。 如 果 我 们 保留 这 一 项 ， 那 么 在 函数 o(z+) 的 泰勒 展开 中 会 
Hy Ele Alle? Br AI 系数 依赖 于 速度 涨 落 的 统计 性 质 。 Tien (1964) 的 工作 致力 于 估计 这 
些 项 。 他 证 明了 ， 在 z+ < 10 的 层 中 ， 它 们 仅 当 |pw3/gqo| > 10 习 (其 中 现在 假设 go 用 量 
纲 MT 习 的 单位 表达 ) 时 发 挥 一 些 作用 。 


4 
oh dots =, y(z4,Pr) = KPr(z4 — cz4) (5.81) 
V 


Lin 
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说 6 = (Pr)v/ux。 在 分 子 热 扩散 亚 层 之 外 ， 一 定 有 某 个 转换 区 ， 介 于 方 
Fe (5.81) 适用 的 区 域 和 对 数 层 之 间 。 在 这 层 之 外 是 对 数 温 度 层 ， 由 方程 
(5.77) 描述 。 不 幸 的 是 ， 目 前 ， 还 没有 对 壁面 附近 温度 分 布 或 外 加 物 浓 
度 分 布 可 靠 的 直接 测量 可 以 使 我 们 能 够 验证 所 有 这 些 一 般 性 推导 并 追踪 函 
Bolza, Pr) 完 整 的 源 。 所 以 ， 我 们 必须 基于 汝 流 中 热 输 运 和 质量 输 运 的 研 
究 得 到 的 间接 数据 推测 这 个 函数 在 小 z+ 的 值 。 


这 些 间 接 数 据 〈 有 大 量 这 种 数据 ) 包括 对 这 些 无 量 
人 
zro oy. Š EIo = 多 0) 时 壁面 温 温度 (一 般 来 说 ,平板 或 管 壁 ) ， 假 设 恒 定 ， 信 是 边 
界 层 外 或 管 轴 上 流动 的 温度 ，6 是 边界 层 厚度 或 管 的 半径 ，U 是 未 扰动 流动 的 速度 或 管 轴 
EASE EE. 同样 的 无 量 纲 特征 量 通常 也 在 质量 输 运 计算 中 确定 。 在 此 情形 ， 只 需要 
把 oo 蔡 换 为 访 ， 忽 略 Nu 和 cn 分 母 中 的 cp， 令 3o Mor 代表 相应 的 浓度 。Deissler (1951, 
1954)、Hatton (1964) 和 其 他 一 些 研究 者 证 明了 速度 、 温 度 和 浓度 分 布 以 及 管 中 和 边界 层 
中 热 输 运 和 质量 输 运 的 所 有 积分 特征 量 对 于 r+ 和 g 沿 Oz 轴 的 变化 是 相对 不 敏感 的 (至 少 当 雷 
诺 数 不 是 特别 大 且 普 朗 特 数 不 是 特别 小 的 时 候 ) 。 所 以 恒定 应 力 和 恒定 流量 层 的 模型 通常 可 
以 作为 合理 的 (甚至 是 很 好 ) 的 一 级 近似 。 如 果 我 们 现在 重 写 方程 (5.77’) 为 


(z) do = 0. (Z m Z te), 


那么 为 了 确定 差 91 一 390， 只 需要 知道 参数 k 和 a 并 估计 常数 C〈 主 要 依赖 于 温度 在 靠近 壁 玫 
的 薄 层 中 的 变化 ) 。 已 经 提出 了 一 系列 理论 来 估计 这 个 常数 。 它 们 以 不 同 的 精度 被 实验 证 


4 


头 。 


Sl 


oS 


可 以 估计 C 值 的 最 简单 的 假设 是 O. Reynolds (1874) 提 出 的 。 他 假设 清流 中 热量 和 动量 
输 运 的 机 制 是 相同 的 。 所 以 根据 雷诺 的 理论 ， 消 动 热量 q 一 定 和 剪 切 应 力 r 通 过 这 种 形式 的 
关系 式 相 联系 : 


五 


q | T 
Cpp(U2 U1) (V2 = 01) p(U2 = U1)?’ (5.82) 


HBU, Uo, 0 Flo A PS ES a EAE EAE. ARI PRAT, WANE AE 
Cr 和 9 恒定 ) 中 的 平均 速度 和 平均 温度 一 定 严格 成 正比 (正比 系数 等 于 cpr7/g) 。 所 以 
得 到 p(z+,Pr) = kf(z4)[ 故 而 gp 不 依赖 于 Pr] 和 C = KB. HITE (5.81) 和 方程 (5.20) 结 
A, 方程 (5.77) 和 方程 (5.25) 结合 ， 容 易 确 定 这 种 正比 性 仅 当 x = vw〈 即 如 果 Pr = 
1) 、aw = 1( 即 在 对 数 层 中 Pr = 1) 以 及 


q T 
dp du 
Cp dz dz 


《 即 在 黏 滞 亚 层 和 对 数 层 之 间 的 整个 转换 区 中 也 有 Pre = 1) 时 成 立 。 我 们 注意 到 ， 条 
件 Pr = 1 对 于 空气 和 大 部 分 其 他 气体 只 是 近似 满足 (精度 不 超过 20-30%) ， 对 于 绝 大 多 数 
ARAA D is 男 一 方面 ， 条 件 Pr = 1 对 无 旋 速 度 和 温度 涨 落 施加 了 严格 限制 ， 这 也 是 

很 少 严格 成 立 的。 然而 ， 写 成 这 种 形式 的 雷诺 假设 [或 者 更 通常 称 为 雷诺 类 比 ， 考 虑 到 方程 


“我 们 已 经 注意 到 ， 在 管 中 热 输 运 的 实际 研究 中 ， 通 常用 整体 速度 wm 和 整体 温度 gm 代 
奉 避 和 2 。 然 而 ， 我 们 不 讨论 这 一 点 ， 因 为 如 果 我 们 知道 基于 兄 和 六 的 Nu 和 cn 的 值 ， 那 么 
就 容易 得 到 基于 gm 和 Unm 非常 类 似 于 5 5 节 中 [参见 方程 (5.47) 的 推导 ] 以 及 本 小 
节 中 和 图 A 数据 有 关 的 论述 


网 积分 传 热 特征 值 的 推导 : Nusselt 数 Nu = 


5. Bi. WARS mas i 


(5.82) 表示 的 热量 流 和 动量 流 之 间 的 相似 性 ] 


Ch = 5c (5.83) 


是 气体 中 很 多 灌流 热 交 换 实验 结构 好 得 惊人 的 描述 ， 所 以 仍然 广泛 用 于 工程 计算 中 。 

雷诺 类 比 的 一 个 明显 缺陷 是 ， 它 忽略 了 分 子 普 朗 特 数 〈 在 很 多 情形 都 明确 起 作用 ) 
对 热 交 换 的 影响 。 方 程 (5.83) 的 一 个 简单 推广 目的 是 以 某 种 方式 考虑 Pr 的 影响 ， 这 
是 Prandtl (1910, 1928) 和 G. I. Taylor (1916) 独 立 提 出 的 。 根 据 他 们 的 假设 ， 可 以 假设 在 
对 数 层 中 a = 1， 但 在 黏 滞 亚 层 中 《延伸 到 z = ao 过) 我 们 必须 使 用 严格 的 方程 (5.20) 
Al (5.81) ， 即 我 们 必须 考虑 系数 x 和 X 的 真实 值 。 对 于 转换 区 ， 这 在 普 衣 特 - 泰 勒 理论 中 
是 忽略 掉 的 ， 即 假设 实际 上 对 于 z > ao 志 ， 对 数 方程 〈5.25) 和 (5.77) 成 立 。 所 以 对 
于 z+ < ay, BMy(z+,Pr) ATH (5.81) 定义 ， 对 于 z+ > av Ha = 1 的 方程 (5.77’) 
定义 。 特 别 地 ， 在 这 个 理论 中 ，C = askPr 一 Inav。 然 而 ， 容 易 验 证 这 个 C 值 (a = 1) 对 
应 于 传 热 系 数 


1 
aCf 


1+ a,(Pr—1)\/# 


这 是 普 朗 特 -泰勒 理论 的 主要 结果 。 对 于 Pr = 1， 方 程 (5.84) 变 得 和 方程 (5.83) 相同 。 然 
而 ， 如 果 Pr 关 1 〈 但 不 偏离 1 很 远 ) ， 那 么 合理 选择 qs。( 例 如 ， 普 朗 特 取 a = 5.6) 可 以 给 
出 比 雷诺 公式 (5.83) 更 好 的 对 实验 数据 的 拟 合 。 

普 朗 特 -泰勒 理论 的 一 个 进一步 改进 是 von Kármán(1934, 1939) 提 出 的 ， 他 在 计算 中 
GAT “RRR” av < z4 <a (KPa, = 5,0% = 30， 见 上 面 的 5.3 节 ) 。 如 我 们 已 经 
看 到 的 《在 5.3 节 末 ) ， 汉 .卡门 假设 在 这 个 转换 层 中 苏 菲 分 布 也 由 〈5.25) 形式 的 对 数 方程 
给 出 ， 但 是 系数 4 和 B 的 值 不 同 。 特 别 地 ， 他 取 A = 2 久 5， 所 以 对 于 5 < z+ < 30, K= 
Susz = 0.2vz4+。 在 平均 温度 分 布 [ 即 函 数 gp(z+, Pr)] 的 计算 中 假设 了 在 z+ < 5 区 域 中 满足 
方程 (5.81) ， 即 只 有 分 子 热 扩 散 起 作用 ， 在 5 < z} < 30 区 域 中 ， 有 分 子 和 满 流 热 扩散 ， 
而 Ke =K, UREE = — Bo, MMF > 30， 系 数 X 可 以 忽略 ， 我 们 可 以 候 
Bede = -sz 和 wz 《在 这 个 理论 中 ， 对 于 z > 5v/wu,，Prt 取 为 每 个 地 方 都 等 于 1) 。 在 此 
基础 上 ， 容 易 得 到 整个 范围 的 函数 p(z4, Pr)[ 用 三 个 不 同 的 解析 表达 式 定 义 ] 以 及 得 到 C 的 
值 。 对 于 cn 我们 得 到 


Ch (5.84) 


2 
145 [(Pr—1) +n 48] 用 
对 于 Pr = 1， 这 个 方程 再 次 变 为 方程 〈5.83) ， 但 Pr 为 十 分 之 几 《〈 即 ， 对 于 普通 液体 ) ， 
它 和 实验 数据 符合 得 比 普 朗 特 -泰勒 方程 (5.84) 好 的 多 。 然 而 ， 对 于 非常 大 或 非常 小 
的 Pr 值 ， 方 程 《5.85) 也 严重 偏离 实验 。 
后 来 ， 很 多 作者 提出 大 量 新 的 c。 GNU) 的 半 经 验方 程 ， 见 ， 例 如 5.3 节 末 引 用 的 
工作 ， 以 及 Ribaud (1961), Kapitza (1947)、Sherwood (1950), Levich (1951)、Reichardt 
(1951b)、Chapman, Kester (1953), Deissler (1951, 1954). Petukhov, Kirillov (1958), van 
Driest (1959). Spalding (1963, 1964). W. Squire (1964), Spalding, Jayatillaka (1965). Kishenevsky 
(1965) #IDil’man (1967) 的 文章 。 在 这 些 工 作 中 可 以 找到 更 多 参考 文献 。 同 样 ， 在 
部 分 这 些 工 作 中 ， 对 理论 的 基本 改进 是 〈 在 各 种 直觉 或 经 验 考 虑 的 基础 上 ) 选择 函 
数 p(z+, Pr) 更 复杂 的 表达 式 ， 通 党 个 Ks = 二 方程 的 形式 给 出 。 于 是 ， 
分 布 (z) 分 布 [ 即 函 数 p(z+, Pr)] 的 计算 和 系数 cn 的 确定 简化 为 一 个 积分 (对 于 更 复杂 的 理 
论 必须 数值 积分 ) 。Hatton (1964). Dvorak, Head (1967)、Donovan, Hanna, Yerazunis 
(1967) 和 Patnakar, Spalding (1967) 讨 论 了 求解 各 种 热 输 运 和 质量 输 运 问题 的 数值 方法 。 我 


Ch = 


(5.85) 
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们 在 这 里 不 讨论 这 些 结果 ， 它 们 基本 上 是 纯 工 程 的 ， 我 们 只 考虑 物理 


大 或 非常 小 的 特殊 性 质 的 传 热 问题 。 


热 扩散 层 的 厚度 可 以 估计 为 5 = av 之， 
得 到 的 ， 故 而 不 依赖 于 Pr。 让 我 们 首 多 
要 性 质 〈 即 贡 和 熔化 的 金属 ，。 因 为 在 此 情形 X 非 常 大 ， 分 子 热 扩散 


在 这 两 个 极限 情形 ， 普 朗 特 -泰勒 至 


考虑 非常 小 的 普 朗 特 数 的 情 


所 以 在 整个 对 数 平均 速度 分 布 


E 上 有 趣 的 普 朗 特 数 非常 


E 论 和 冯 . 卡 门 理论 中 的 假设 显然 没有 道理 的 :分子 
其 中 ow 是 从 平均 速度 分 布 


的 两 个 渐 近 曲线 的 交叉 


区， 这 是 液态 金属 的 主 
RER ERRIZ, 


区 域 中 忽略 Xx 一定 会 导致 严重 的 误差 。 为 了 避免 这 些 误 差 ， 很 


多 研究 者 ， 特 别 是 研究 液态 金属 中 满 流 热 交 换 理 论 的 研究 者 [例如 Martinelh (1947)、Lyon 


(1951)、Lykoudis, Touloukian (1958) 


上 ， 这 是 不 必要 的 ， 至 少 在 整个 半空 间 z > 0 中 的 理想 流动 的 情 


估计 (因为 对 于 z > 


然 起 作用 《〈 即 ， 和 涡 旋 扩散 


V/Uss K ~ Us2 


等 |， 没 有 忽略 任何 流动 区 域 


的 分 子 热 扩 散 。 实 际 


RMT Pr, AAT 


Pr’ 


AY) 7G He 24 JE Ey ERF) , (z+, Pr) 
于 z+ > 2, BO (5.77) 给 出 ， 故 而 ，C = rp- alng, 


数 cm 。Levich (1962) 进 行 了 这 个 计算 ， 取 B8 = 11.7，a = 1.2。 


设 ， 但 由 此 得 到 的 方程 和 很 多 管 


是 不 必要 的 ， 但 系数 X 仍 


系数 Ke) 的 层 的 厚度 64, 对 于 Pr < 1 必须 借助 关系 式 6ous ~ x 
Ko BANKAI) 。 所 以 ， 例 如 ， 在 简化 的 “两 
层 ” 普 朗 特 -泰勒 理论 中 ， 对 于 Pr < 1 我 们 必须 假设 对 于 zj < Box 


= i C Eh Bu 显著 不 


方程 (5.81) 给 出 ， 对 


在 此 基础 上 容易 计算 传 热 系 


尽管 计 


| 算 中 使 用 了 粗略 的 假 


液态 金属 消 流 传 热 的 数据 对 应 得 非常 好 。 


C(Pr) = Ci(Pr) — Co © Ci(Pr) — 0.3 的 表达 式 也 可 以 直接 带 入 方程 (5.80’) 


JOm PARO 的 修正 


Pr > 1 的 第 二 利 


的 c,。Kader，Yaglom (1970) 使 用 了 这 个 方法 [他 们 取 a = 1.1 和 相对 小 的 6, 值 |， 在 引入 


后 ( 即 从 cn 转换 为 Cn，〉， 他 们 得 到 对 很 多 汞 和 钠 钾 合金 (二 者 都 
有 Pr = 0.025) 管 流 中 相对 精确 的 传 热 数 据 的 相对 好 的 描述 。 


h 极 限 情形 在 工业 用 油 中 传 热 或 液体 中 外 加 物 雪 


要 复杂 得 多 。 在 此 情 


ZW, WESTE 


Rf (z+) Molz) 的 行为 ， 所 


6, FA BOLE H 


Cait RRS, Tæ Bll 


六 散 的 研究 中 碰 到 ， 这 


使 对 于 > < 和 v/w:， 热 


渝 运 〈 或 外 加 物 输 运 ) 主要 由 涡 旋 扩散 决定 。 同 时 ， 对 消 流 的 定量 理 


解 在 > < >/ 是 最 缺 


乃 然 起 了 重要 作 月 


Ho 


为 为 目前 还 没有 办 法 独立 确 
以 通常 假设 对 于 z < vv/ ， 系 数 氏 和 Ko 要 么 严格 相等 ， 那 么 只 


定 这 个 区 域 中 两 个 函 


相差 一 个 常数 因子 w 《或 多 或 少 任意 从 数据 选择 或 粗略 地 从 数据 估计 ) 。 所 以 ，Pr > LASS 


流传 热 简化 为 研究 湛 流 剪 切 应 力 一 pww'[ 或 者 等 价 地 ， 函 数 J(z 


的 渐 近 行为 ， 由 于 这 个 原因 很 多 工作 致力 于 这 个 碳 


itz > 0 时 KK 和 ~ Ky ~ 


)] 在 z <v/u. (Ale, < 1) 
究 〈 见 5.3 节 末 ) 。 现 在 让 我 们 假 


2” (BD) ~ [P| ~ 2, AREE) zl ~ lole, Pr) — Pr 


z+| ~ el) 。 因 为 黏 滞 亚 层 的 厚度 gs 由 条 件 玉 (5) ~ v 定 义 ， 


件 Ks(54) ~ X 定 义 ， 在 此 情形 ， 考 虑 到 


ô! ~ (Pr) dy ~ (Pr) 


$ 


Els 


这 是 很 显然 的 。3(z) 的 分 布 仅 在 z > 6 可 以 令 人 满意 地 用 线性 


z< 各 层 中 ， 方 程 -qo = cppKs ® ~ a” D WRA 


方程 


而 热 扩 散 亚 层 的 厚度 6 由 条 


(5.81) 描述 。 在 64 < 


常量 一 cz-™t1) ， 而 对 于 z > 6。， 它 转换 为 对 数 分 布 


| 


这 个 分 布 合理 的 
(5.77) 。 这 些 结果 可 以 解析 地 从 简 


级 近似 (故而 5(z) = 


化 的 两 层 的 普 朗 特 -泰勒 模型 得 到 ， 如 果 我 们 假设 对 于 z} < By Ky = Ko/v = zY, 


对 于 z+ > By Ky 


= akz, (其 中 Bb, 由 匹配 条 件 a186P? = akh EX), HE < 


Bo hz < dy) 时 考虑 分 子 扩散 系数 X。 于 是 z < Bov/ws 的 方程 -qo = cpp(X + Ko) ZTA 


转换 为 


实际 上 ， 我 们 要 处 理 


dds Pr 


= — Pub _ 


0 


Oy 


dz. ~ 14+ Prk,’ qo 


一 个 三 层 模型 ， 


KOs 


A Ay 1 A D FE AY EXT Pri re: eR IP EPrK} = 


5. Bie. WAR SIRNA mon Wit 


aiz% Pr < 1 区 域 和 PrK+ = aizPr > 1 区 域 具有 不 同 的 形式 。 在 z+ < (aiPr)-Lm 和 2 > 
(aiPr)-1" 层 中 求解 这 个 方程 ， 把 两 个 解 在 zj = (aiPr)-!/™ 连 接 起 来 ， 第 二 个 解 在 z = 
Bu 具有 对 数 分 布 ， 仅 保留 Pr 窜 级 数 展开 中 的 领头 项 ， 我 们 容易 得 到 下 面 的 Pr 六 1 时 的 传 热 
系数 渐 近 方程 : 


cr1/2 me 
See (5.86) 
1 


[参见 Levich (1962); 推导 这 个 方程 的 方法 用 的 是 Kader (1966) 的 方法 ]。 这 里 ，B1 是 一 个 正 
比 于 a7 1 的 无 量 纲 常量 ， 根 据 Kader 的 文章 


_ —1/m (1)* 
a pay Gr]. 


然而 ， 关 于 指数 m 的 值 ， 目 前 有 一 些 分 歧 ， 如 我 们 已 经 看 到 的 。 我 们 已 经 看 到 ， 根 据 连 续 性 
方程 ， 我 们 必须 取 m > 3。 如 果 我 们 取 m = 3， 于 是 根据 方程 (5.86) , 


Ch = 


2 


cn ~ (Pr) 3 在 Pr > 1.(5.86’) 


m = 3 的 假设 使 得 Murphree (1932) 可 以 得 到 一 个 cx 的 方程 ， 给 出 了 和 气体、 水 和 工业 用 油 
( 普 朗 特 数 达到 1000〉 流 中 所 有 传 热 数据 很 好 的 描述 。 后 来 Ribaud (1941) 得 出 了 类 似 的 
结论 。 关 系 式 (5.86) 是 Chilton，Colbum (1934) 纯 经 验 地 得 到 的 ， 他 们 研究 了 液体 中 
的 质量 输 运 (没有 参考 热 输 运 的 工作 〉。 后 来 ， 这 被 很 多 其 他 研究 者 证 实 ， 其 中 我 们 
必须 提 到 Lin，Denton et al (1951)， 他 们 仔细 地 测量 了 电化 学 反应 ( 普 朗 特 数 从 300 变 
化 到 3000) 中 的 质量 输 运 速率 。 在 20 年 代 50 年 代 初 ，m = 3 的 假设 再 次 开始 被 广泛 
于 理论 工作 中 [例如 Reichardt (1951a)#lLin, Moulton, Putnam (1933) 关 于 满 流 质量 输 运 
的 研究 ]。 同 样 的 假设 被 用 于 Petukhov, Kirillov (1958)、Wasan, Wilke (1964), Dil’man 
(1967) 和 其 他 人 关于 热 输 运 和 质量 输 运 的 工作 中 。 然 而 ，Rannie (1956) 成 功 使 
Im = 2 和 cn ~ (Pr)-12 相 当 好 地 描述 了 Pr < 120 的 传 热 实验 数据 ，Kishinevsky (1965)% 
试 证 明了 这 些 关 系 式 甚至 可 以 用 于 描述 相当 宽 范 围 Pr 的 质量 输 运 数据 。Frank-Kamenetskiy 
(1967)[ 在 他 1947 年 书 的 第 二 版 由 ] 假 设 方程 ~ (Pr)- [对 应 于 K = Ko = 0 的 纯 层 流 亚 层 模 
型 ， 参 见方 程 (5.84) 和 “(5.85) ] 甚 至 可 以 用 于 103 量 级 的 Pr (然而 ， 他 仅 用 了 三 个 普 朗 
特 数 的 值 作为 其 假设 的 基础 ) 。 同 时 ， 很 多 其 他 人 [例如 Levich (1944, 1951, 1959)、Deissler 
(1955, 1959)、Loitsyanskiy (1960), Son, Hanratty (1967)] 倾 向 于 假设 m = 4， 于 是 


ok 
oN 


Ch ~ (Pr) 对 于 Pr ST; 


= 


也 们 证 明了 这 个 结果 也 给 出 了 对 很 多 已 有 的 Pr 值 高 达 4000 的 满 流 热 输 运 和 质量 输 运 数据 
完全 令 人 满意 的 描述 。 我 们 已 经 在 5.3 节 注意 到 在 Spalding (1961, 1964) 和 其 他 工作 中 提出 
了 两 个 不 同方 程 : 一 个 m = 3， 第 二 个 m = 4。 在 这 个 课题 的 旧 文献 中 ， 也 可 能 找到 对 应 
Fm = 5[Reichardt (1951b)]， 甚 至 m = 6[Hofmann (1937)] 的 方程 。 


大 量 相互 矛盾 的 理论 方程 都 有 看 似 都 有 令 人 满意 的 实验 验证 ， 者 可 以 有 几 种 解释 。 首 
先 ， 所 提出 的 每 个 方程 都 包含 额外 的 未 知 参 数 ， 以 得 到 和 实验 数据 的 最 佳 符合 。 同 时 ， 所 有 
已 有 数据 的 弥散 非常 大 ， 因 为 很 多 因素 使 得 热 输 运 和 质量 输 运 的 精确 实验 非常 困难 。 其 次 ， 
大 部 分 研究 者 使 用 了 相对 有 限 范围 普 朗 特 数 的 数据 并 且 使 用 了 不 同 的 数据 处 理 技 术 ， 在 某 些 
情形 有 明显 缺陷 。 最 后 ， 主 要 的 方程 (5.86) 和 “5.86”) 中 的 指数 2/3 和 3/4 仅 相差 1/12， 
非常 小 ， 难 以 在 实验 室 实 验 中 可 靠 地 探测 。 所 以 并 不 奇怪 ， 同 样 的 数据 被 不 同 研究 者 用 于 支 
夺 各 个 理论 方程 。 很 明显 ， 这 个 问题 的 最 终 解决 迫切 需要 在 完全 受 控 条 件 下 针对 非常 宽 范围 
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HIPrdk ay Fa 


的 广泛 测量 ， 使 得 可 以 进行 统一 和 精确 的 统计 处 理 。 


伊利 诺 伊 大 学 的 Hanratty 和 他 的 合作 者 发 展 了 


TE a MI ta] 


流 特征 量 [ 见 ， 例 如 Mitchell, Hanratty (1 


一 种 特别 的 电化 学 技术 来 测量 非常 靠近 
966) 和 Hanratty meee cs 


以 找到 更 多 参 
FAR RE 
相当 的 精度 用 


E 


EHR] KAR BE 


j 于 测量 从 壁面 到 流体 的 质量 输 运 


更 准确 地 ， 施 密 特 ) 数 范 围 400-2000 内 得 到 的 结果 由 Son， nee A 


常 广泛 的 施 密 


(1966), Kader (1969) 和 Gukhman, Kader (1969)]。 在 这 些 工 作 的 第 二 个 中 ， 质 量 输 运 
究 ， 即 Lin，Denton et al. (1951) 


过 电化 学 反应 中 阴极 上 特定 离子 的 扩散 控制 ; 


方程 人 + = Ko/v = 0.00032z4 〈 对 应 于 mm = 4 的 假设 ) 描述 。 然 而 ， 在 非 


密 特 数 范围 内 质量 输 运 的 最 广泛 和 最 精确 


的 均匀 数据 可 以 在 Hamilton (1963) 的 
三 篇 论文 中 找到 [也 参见 Harriott, Hamilton (1965)、Hubbard (1964). Hubbard, Lightfoot 


还 原来 


展 并 且 后 来 


和 Kader 的 工作 中 使 用 了 不 同 的 方法 ， 即 ， 测 量 当 水 或 甘油 水 溶液 在 管 中 循 环 时 ， 由 茶 


或 有 关 物 质 制 


Hanratty 等 人 大 幅 改 进 的 电化 学 技术 。 


得 到 的 结果 和 mm = 3 的 方程 (5.86)[ 即 方程 (5.86’) 


这 些 在 施 密 特 数 从 1700 到 30000 测 
] 符 合 得 非常 好 。 在 Hamilton 的 工 


成 的 特殊 可 溶性 管 段 的 溶解 速率 。Ham 


T 


Lun 


一 人 
Ss TT il 


T 


ilton 的 观测 是 在 施 密 特 数 430 到 105 进 


T 


行 的 ，Kader 的 观测 在 施 密 特 数 500 到 105。 两 位 作者 的 这 些 结果 显然 和 方程 (5.86”) F 


盾 ， 而 和 方程 


继 Hubbard (1964) 和 Hamilton (1963)Z Ja, Donovan, Hanna, Yerazunis (1967) 得 出 


(5.86’) 接近 得 多 。 


结论 ， 方 程 5.86) 中 必须 取 m = 3. Kader (1966, 1969)#lGukhman, Kader (1969) 对 这 


个 课题 的 所 
数 〈 或 更 精确 


的 结果 收集 在 


性 最 小 二 乘 佑 


9 已 有 数据 进行 了 细致 的 统计 处 理 。 这 些 作者 在 不 同 实验 中 使 


用 的 每 个 特定 雷诺 


地 说 ， 在 很 多 Re 值 的 小 区 间 ) 确定 了 方程 (5.86〉 中 两 个 参数 B1 和 m 的 非 线 


计 [ 即 ， 使 方程 (5.86〉 右 边 和 中 间 的 差 的 平方 和 最 小 的 B 和 mm 值 ]。 这 种 处 理 


图 Ia 和 b 中 (在 图 Ia 中 引用 了 三 项 最 广泛 


图 43 1. K 


FOKKER ise) 。a- 从 Hamilton ( 


据 得 到 的 
到 的 结果 。 


m = 3 和 Bi = 12.5 的 方程 (5.86) 是 Cs(Pr) = 12.5Pr2/3 + 


的 研究 ， 在 图 lb 中 


可 以 找到 26 项 处 于 
各 种 Pr 和 Re 的 热 输 运 和 质量 输 运 的 数据 ) 。 我 们 看 到 这 些 结果 明确 支持 m = 3 的 假设 。 


ader 从 热 输 运 和 质量 输 运 数据 得 到 的 指数 m 的 


应 
) 、Hubbard (©) 和 Kader(:) 的 数 
HR, b- 对 从 26 个 不 同 实验 工作 中 取得 的 更 广泛 的 数据 集 处 理 得 


ZEIGE OTD 


(In Pr)/Ka — 5.0 一 


In2/2na《〈 这 个 方程 对 应 于 一 个 简单 的 两 层 模 型 ，Cs 表 达 式 的 常数 项 根据 Pr = 0.7 的 数据 


数 Ch 进 行 修正 ， 
了 Nu = CnRepPr 依 赖 于 Rep 的 形式 ) 展示 在 图 B 中 ， 


的 这 些 计 算 结果 (通过 考 
即 从 方程 5.80) 变换 为 方程 (5.80”) ， 这 仅 在 Pr < 10 重 要 ， 写 成 


(图 A 中 的 实 线 基 于 此 ) 来 选择 。) 的 更 精确 方程 (5.80’〉 的 渐 近 形式 
使 用 具有 这 种 Cs(Pr) 的 方程 (5.80’) 


包括 了 一 个 广泛 范 


(对 于 Pr > 1) 。 


虑 从 系数 cp 变换 为 系 


围 的 普 朗 特 数 和 雷 
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EAG FUSQ7 HEV AC E a HS A a Ha ZS A a AIS HET T E A 
很 好 的 符合 同时 表明 了 B = 12.5 和 m = 3 的 渐 近 方程 (5.86) 的 正确 性 。 
当 使 用 了 m = 3 的 假设 ， 根 据 Kader， 方 程 (5.86) 中 常数 Bi 对 所 有 已 有 数据 的 最 小 
二 乘 估计 为 Bi = 12.5。 根 据 联 系 Bl 和 ai 的 方程 ， 这 个 Bi 的 出 版 估计 对 应 于 a = 0.001. 
我 们 看 到 ， 所 得 到 的 a1 和 5.3 节 末 基 于 一 个 完全 不 同 的 基础 给 出 的 同样 的 系数 as 精 确 符合 。 
这 种 符合 显然 使 得 两 个 估计 都 更 可 靠 。 
当然 ， 所 有 上 面 的 讨论 仅 和 光滑 壁面 附近 的 热 输 运 和 质量 输 运 的 情形 有 关 。 在 热 (或 
量 ) 输 运 系数 〈 即 斯 坦 顿 数 ) 的 情形 ，cn = Nu/RePr 需 要 差 91 一 Voth, JEP IE 
厚度 和 壁面 的 不 规则 结构 的 平均 高 度 ho 相 当 ) 中 的 变化 有 相当 大 的 贡献 。 为 了 描述 这 个 
献 ，Owen, Thompson (1963) 提 出 把 完全 粗糙 流动 的 最 低 粗 烟 层 中 3(z) 的 变化 表示 为 


An 他 = Kô B, 


0 


其 中 殖 式 一 个 无 量 纲 量 ， 对 于 给 定形 式 和 排列 方式 的 壁面 不 规则 性 ， 仅 依赖 于 粗糙 性 雷诺 
数 hows/v 和 普 朗 特 数 〈 或 施 密 特 数 ) Pr。 对 于 对 数 层 中 的 z， 差 9(z) — go 在 此 情形 可 以 用 这 
个 方程 估计 : 


T(z A tone 
Qa Zo 


其 中 zo 是 通常 的 粗糙 性 参数 。 使 用 Nunner (1956) 的 数据 ，Dipprey [ 见 Dpprey, Sabersky 
(1963)] 他 们 自己 的 数据 和 其 他 人 的 数据 ，Owen, Thompson 得 到 了 经 验 关系 


B=c (hous /v) "Pr, 


其 中 当 ho 奉 换 为 等 价 的 沙子 粗糙 度 hs 时 ， 常 数 c,k 和 mn 的 值 分 别 近 似 为 0.5,0.45 和 0.8。 关 于 
函数 B 值 的 额外 信息 可 以 在 Chamberlain (1966, 1968) 的 工作 中 找到 ， 他 进行 了 特殊 的 风 洞 
实验 ， 也 收集 了 野外 条 件 下 质量 输 运 的 数据 (有 一 些 是 他 自己 的 ) 。 


A Grele, Gideon (1953) 
© - Hoffman (1963) 


Cn PrRep 


Nu 


jip a rsky ( 
4 ~ Hubbard, Lightfoot (1964) 
4 ~ schuts (1964) 
E - Mali Spar 
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图 43 B. 圆 管 中 各 种 热 输 运 和 质量 输 运 测量 得 到 的 Nu = 
ChPrRep 对 Pr 和 Rep 的 依赖 的 数据 和 基于 方程 (5.80) 计算 结果 的 比较 [ 根 
据 Kader, Yaglom (1970)]。 


5.8 BBM 
到 目前 为 止 ， RNGASIE SR. SHWRS, EISE MI PE 


= 


226 


壁面 的 流动 ， 其 上 的 摩擦 导致 持续 产生 涡 度 ， 对 整个 流动 产生 相当 大 的 影 


啊 。 然 而 ， 在 自然 中 和 技术 中 ， 我 们 通常 而 


到 一 种 完全 不 同类 型 的 消 流 ， 


其 中 没有 任何 刚性 壁面 的 直接 影响 ， 所 以 被 称 为 自由 涡流 。 最 重要 的 自由 


满 流 类 型 是 放置 于 恒定 速度 流动 5 


的 满 动 尾 流 、 


不 奇怪 人 们 对 其 进行 了 大 量 理论 和 实验 
计算 有 用 的 结果 ， 但 它们 几乎 没有 增加 我 们 对 汕 流 的 物 


消 动 喷 流 和 《产生 于 其 间 没 有 任何 刚性 壁 
之 间 边 界 上 的 ) vite Ge 

9 由 灌流 在 很 多 自然 现象 和 很 多 工程 设备 中 起 到 了 很 多 作用 。 所 以 之 
究 。 这 些 研究 产生 了 很 多 对 实际 
本 质 的 理解 。 因 


FP 的 (或 在 静止 流体 中 运动 的 ) 刚体 后 方 


面 的 不 同 速度 流动 


此 ， 我 们 在 这 里 仅 对 与 上 述 基 本 类 型 的 自由 汕 流 有 关 的 一 些 一 般 推 论 进行 


简单 的 研究 。 


描述 自由 湛 流 的 已 知 方法 首先 基于 相应 流动 的 茶 些 自分 


preservation) 假设 ， 其 次 是 基于 更 特别 的 半 经 验 假设 。 自 守 


可 以 借助 一 般 的 相似 性 和 量 纲 论 i 


义 。 然 而 ， 自 由 潮流 的 3 


经 验 理论 除了 一 般 物 理学 定律 ， 


性 (self- 
性 假设 通常 


正 来 论证 。 这 些 考虑 都 有 明确 


的 物理 意 


还 使 用 了 一 些 更 


具 推 测 性 的 假设 。 这 样 得 出 的 推论 主要 对 实际 应 用 重要 。 从 此 之 后 ， 我 们 


将 在 本 节 中 仅 限 于 对 自由 消 流 上 E 
首先 ， 我 们 用 一 个 特殊 的 例子 来 解释 自由 应 流 自 守 忆 


守 性 假设 的 分 析 。 


即 从 直径 DD 的 细 管 末端 沿 Ox 方 
维 消 动 喷 流 。 让 我 们 比较 不 同 截面 z = 常量 的 流体 动力 学 变 
明 ， 一 般 来 说 ， 可 以 认为 消 动 喷 流 大 


NS 


的 


纵向 分 量 远 超过 横向 分 


一 定 程 度 上 再 现 上 游 截 


不 同 截面 〈《 即 z 值 不 同 ) 


味 着 在 每 个 截面 z = 常量 ， 


度 L(zx) 和 U (x), 


使 得 用 这 些 标 度 得 到 的 无 量 纲 统计 特 生 


FE 的 


一 般 想 法 ， 


避 喷 射 到 充满 相同 流体 的 无 限 空间 中 的 三 


量 。 观 测 表 


相对 窄 的 。 所 以 喷 流 中 平均 速度 的 
量 ， 而 流体 动力 学 变量 的 统计 特 和 
横向 变化 小 。 在 此 基础 上 自然 可 以 预期 ， 顺 流 给 定 截面 
由 的 相应 性 质 。 换 句 话说 ， 一 定 可 以 预期 喷 流 在 


纵向 变化 比 


的 流 场 性 质 将 在 


的 流体 动力 学 变量 的 统计 特性 将 彼此 相似 。 这 意 


我 们 可 以 分 别 引 入 一 个 特征 长 度 和 特征 速度 标 


同 。 当 然 ， 这 种 相似 性 不 会 在 喷 流 喷 出 的 喷 口 后 马上 出 现 。 


= 


数 Re = VOLO) pkh 


HO MEDHA) 足够 远 的 地 方才 可 能 ， 在 那 引 
啊 喷 流 中 的 流动 。 此 外 ， 为 了 有 相似 性 ， 在 所 考虑 的 喷 流 的 截 四 
能 保证 存在 充分 发 展 的 满 流 《以 及 类 似 的 浦 流 大 


n> 


已 


E, HAKNA 


E 量 在 所 有 截面 都 相 


只 有 在 距离 
ERTE 


IF, ia 


FREES BAS PORE BATES RTT RE, EE AH A -Z Ti A A EE 


用 ， 这 是 这 些 流 场 相 似 性 的 物理 基础 ) 。 

这 一 相似 性 假设 是 5.5 节 讨论 的 雷诺 数 相似 性 一 般 原理 的 另 一 个 应 用 。 
也 可 以 借助 与 5.3 节 中 (推导 壁 
J 的 那些 考 所 


的 对 数 方程 时 ) 使 


Al PAY AAE (E Ed 3 


层 之 外 的 平均 速度 分 布 
号 有 关 的 简单 考虑 得 出 。 实 际 上 ， 在 当前 


mÈ 
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三 维 流 没 射流 的 情形 下 ， 流 动 依赖 于 喷 口 直径 刀 、 射 流 初 速度 0 和 流体 参 

数 v 和 p。 所 以 按照 量 纲 考 处， 流动 的 统计 特性 ， 例 如 ， 平 均 速 度 刀 或 雷 i 

pu w (这 里 w 是 以 Ox 为 轴 的 柱 坐 标 (7, p, x) 中 的 径 同 涨 落 速 度 ) 一 定 由 
这 种 形式 的 方程 给 出 : 


u = Uofi (= 
wp 


D’ A 


= TT r 4 
—pu'w' = pus gı (=. D’ P, Rep) ,其 中 Rep 


(5.87) 


在 距离 喷 口 足够 远 的 距离 ， 这 些 特 征 量 实际 上 不 再 依赖 于 xz/D。 这 意味 
着 当 z/ 万 足够 大 ， 我 们 可 以 简单 地 在 方程 (5.87) 中 写 z/D = 0. KHZ 
程 〈5.87) 右边 在 x/D 一 co 时 趋向 于 一 个 极限 这 个 假设 的 推论 。 然 而 ， 
一 般 来 说 ， “初始 条 件 ” 中 和 万 只 能 通过 
射流 的 “初始 动量 ”这 决定 了 随 z 增 大 缓慢 变化 的 流动 的 积分 特征 量 
在 x = 常量 截 as 射流 轴 上 的 特征 速度 Caax = V(z) 和 射流 的 半 
RL = 工 (Z)， 等 于 rr 0,z) = 3Umax(7) 的 7 值 ]) 得 到 。 平 面 z = 常量 附近 
的 整个 统计 流 在 某 种 程度 上 会 随 AIL 变化 。 因 此 ， 对 于 大 的 z/D 值 ， 
射流 现在 可 以 认为 是 轴 对 称 的 ， 因 为 gp 依赖 只 能 由 喷 口 的 形式 决定 ， 方 程 
(5.87) 在 此 情形 可 以 写 为 


U(x) fo pe Reslu „Ww = —U? (7x)g2 La: Res : (5.88) 


L(x)’ 


N 
wt 


Ue)L(x) 


V 


Rez = 


最 后 ， 对 于 足够 大 的 Rez 我 们 可 以 在 方程 〈5.88) 中 令 Rez = co， 因 为 对 于 
FI RREH AR be Fa, BB REE. XIE 
是 雷诺 数 相似 性 原理 。 于 是 ， 对 于 足够 大 的 x/D 值 和 Res 值 


w= U0 | 75] ww = -os [205| (5.89) 


其 中 f(r) 和 g(7) 是 普 适 函数 。 这 些 关 系 式 表 达 了 射流 中 流动 的 自 守 性 假设 。 
此 外 ， 我 们 注意 到 ， 与 刚性 壁面 存在 时 的 满 流 不 同 ， 在 这 种 情况 下 在 整个 
汕 流 区 域 都 会 有 自 守 性 。〈 但 和 “壁面 ” 汕 流 情形 一 样 ， 它 只 和 与 能 量 的 
黏 滞 耗 散 无 关 的 运动 大 尺度 成 分 有 关 。 ) 

把 方程 〈5.89) ae A Hr Ay FE AY DAE BI ALL (x), U(x), f(7) 和 g(7) 之 间 


Rep) ; 


的 重要 联系 。 在 稳 态 轴 对 称 运 动 的 情形 ， 忽 略 含 有 符 济 系数 的 项 ， 容 易 证 
明 雷 诺 方 程 简化 为 一 个 方程 


TOE a J Se wf ppl — ay 
十 如 = 7 Br (ru) (u? — w?) (5.90) 


[ 见 ， 例 如 ，Townsend (1956)] 。 Z(u? — w FIR TS ATEN 
和 纵向 压强 梯度 的 作用 ; 通常 它 比 其 他 项 小 得 多 在 任何 情形 ， 在 流动 的 
中 心 部 分 )， 经 常 被 简单 地 忽略 。 于 是 ， 我 们 得 到 

_ OU OU 1 0 


| w — 


“Bz © ðr a 


IR ELF AA A in STA AY FE VOT AE (E FE a) EE 
方程 


ru'w’), (5.90) 


or 10(rw) 
aaa el (5.91) 


可 以 从 方程 5.90) 中 消去 径 向 速度 页 。 然 而 ， 我 们 必须 首先 注意 到 ， 方 程 
(5.90) 乘 以 x 并 对 r+ 从 0 到 oo 积分， 我 们 得 到 


fera = 0, BẸ [rar =M= 常量 . (5.92) 
0 0 


这 个 方程 表达 了 动量 守恒 定律 ， 即 ， 通 过 任意 足够 大 球面 的 动量 流 等 于 
口 附近 中 心 的 动量 流 ) 。 现 在 带 入 方程 5.89) 的 第 一 个 方程 ， 我 们 发 现 


SBA 


lin 
ue 


ure | Poin = 常量 
0 


FÆ, UL (以 及 雷诺 数 Res = UL/v) 不 可 能 依赖 于 xz。 所 以 UV ~ 1/L. & 
虑 这 个 结果 并 把 方程 (5.89) ie (5.90) 和 (5.91) ， 容 易 看 到 这 些 
方程 不 可 能 是 对 的 ， 如 果 悉 坟 常 量 。 当 然 ， 同 样 的 结果 也 可 以 从 更 一 般 的 
方程 (5.90) 得 到 。 


所 以 ， 我 们 发 现 自 守 性 仅 当 


L(x) ~ £ —29,U ~ (£ — xo)! (5.93) 


是 可 能 的 ， 其 中 zo 是 积分 常数 。 这 里 ，x = 7zo 扮 演 了 一 个 虚拟 “射流 原 
点 ”的 角色 。 因 为 我 们 仅 对 非常 大 z 值 的 渐 近 定律 感 兴趣 ， 所 以 在 这 里 和 下 
m RMR = 0。 根 据 方 程 (5.93) ， 在 距离 喷 口 足够 远 的 距离 ， 
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射流 的 宽度 正比 于 距离 地 增 大 ， 也 就 是 说 射流 具有 圆锥 的 形式 ， 二 射流 中 
流动 的 平均 速度 反比 于 距离 地 减 小 。 我 们 进一步 注意 到 ， 通 过 射流 截面 的 
流体 量 为 2r [ zrdr， 即 它 正 比 于 x 增长 。 这 表明 射流 在 不 断 从 周围 不 运动 的 
介质 中 带 走 流体 。 

在 条 件 (5.93) F, DFH (5.90) - (5.91) 具有 无 穷 多 个 (5.89) Æ 
式 的 解 。 实 际 上 ， 这 个 方程 组 使 得 我 们 可 以 得 到 仅仅 一 个 联系 两 个 未 知 函 
数 f7) 和 9( 人 的 关系 式 ， 具 有 这 种 形式 


n 
_ Af(n) i 
g(n) = È fn senyan.a = aE 


[ 见 ， 例 如 Squire (1948)]。 如 果 我 们 使 用 更 一 般 的 方程 《5.90) ， 情 况 会 
更 糟 。 这 里 我 们 只 得 到 一 个 含有 四 个 未 知 函 数 的 关系 式 [ 见 Townsend 
(1956)]。 完 全 确定 所 有 未 知 函 数 需要 引入 更 多 假设 。 在 很 多 工作 中 
为 此 使 用 了 各 种 半 经 验 满 流 理论 ， 见 ， 例 如 ，Tollmien (1942) 和 Gartler 
(1942) 的 经 典 论文 和 shih-i Pai (1954)、Hinze (1959)、Abramovich (1963) 和 Vulis, 
Kashkarov (1965) 的 书 。 
当然 ， 由 雷诺 方程 只 能 得 到 ， 为 了 实现 自 守 性 条 件 〈5.89) ， 标 
度 U 和 工 必须 满足 方程 (5.93) ， 但 不 能 得 到 自 守 性 条 件 一 定 满 足 。 由 于 
上 面 给 出 的 一 般 性 考虑 《〈 如 我 们 下 面 将 要 看 到 的 ， 这 也 可 以 从 标准 的 量 纲 
分 析 得 到 ) ， 自 守 性 似乎 是 可 能 的 。 然 而 ， 它 只 能 在 数据 分 析 的 基础 上 确 
定 地 得 到 。 对 于 进入 充满 静止 流体 空间 的 射流 ， 方 程 〈5.89) M (5.93) 
已 经 被 很 多 研究 者 通过 实验 验证 [ 见 ， 例 如 ，Reichardt (1942)、Corrsin 
(1943)、Hinze, Van der Hegge Zijnen (1949). Corrsin, Uberoi (1950)、 Corrsin, 
Kistler (1954), Forstall, Gaylord (1955) 和 Hinze (1959). Abramovich (1963), Vulis, 
Kashkarov (1965) HJK]. HT URM, EEA CEPR RSM OERDIEN Co > 
8D) , HFE (5.89) All (5.93) 都 很 好 地 描述 了 平均 纵向 速度 gz 站) 的 分 
布 。 然 而 ， 平 均 速 度 分 布 和 速度 涨 落 的 二 阶 矩 完整 的 自 守 性 肯定 只 能 在 射 
流 更 远 处 的 截面 建立 (zx > 50D) 。 也 观察 到 了 分 布 对 雷诺 数 Re = Yo? 的 
依赖 ， 这 种 依赖 随 着 Re 增 大 而 变 弱 ， 对 于 Re 之 105 就 看 不 到 了 。 例 如 ， 
图 44 给 出 〈 根 据 Reichardt 的 数据 ) 射流 三 个 截面 的 速度 分 布 ， 通 过 除 
VU max = 过 归 一 化 ， 和 无 量 纲 距 离 〈 通 过 一 个 满足 去 ( 工 ) = 二 CDmax 的 长 度 标 
ELEA) 相 联系 。 我 们 看 到 这 个 分 布 的 相似 性 是 完全 令 人 满意 的 。 
自 守 性 的 类 似 假设 也 可 以 对 其 他 特定 类 型 的 自由 满 流 写 出 。 然 而 ， 
我 们 这 里 只 考虑 从 位 于 Oyz 平 面 上 沿 Oy 轴 的 无 穷 长 狭 颖 射 入 空间 x > 0, 
HOr 方向 的 平面 满 动 射流 ， 放 置 在 沿 Oz 方 向 的 均匀 流动 中 原点 附近 的 


~ 
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图 


44 在 轴 对 称 射流 的 三 个 不 同 截面 ， 归 一 化 的 平均 速度 w/U 对 7 = 7/ 工 的 
依赖 [根据 Reichardt (1942) 的 数据 ] 。 


有 限 大 刚体 后 的 三 维 满 动 尾 流 ;， 放置 在 沿 Oz 方 向 的 流动 中 ， 轴 沿 Oy 方向 


的 无 穷 长 圆柱 后 的 平面 满 动 尾 流 ， 最 后 ， 半 空间 z > 0 和 z < 0 中 沿 Oz 方 
向 的 两 个 平面 平行 流 〈 在 初始 截面 Oyz 具 有 恒定 但 不 同 的 速度 ， 例 如 对 


于 z > 0 为 01， 对 于 z < 0 为 U2) 之 间 的 混合 层 。 在 刚体 后 尾 流 的 情形 ， 转 
换 到 随 未 扰动 流 运动 的 惯性 4 
扰动 速度 的 偏离 ， 在 远离 这 个 刚体 的 地 方 衰减 )。 然 而 ， 对 于 混合 层 ， 有 


标 系 是 自然 的 〈 即 ， 仅 考虑 尾 流动 速度 对 未 


用 的 是 选择 满足 U2 = 一 总 条 
动 ， 预 期 对 于 足够 大 的 雷诺 数 ， 足 够 大 距离 x 处 的 平均 速度 分 布 和 湛 动 应 力 


分 布 一 定 可 以 写 为 (5.89) 
离 Oz 的 距离 ， 对 于 平面 流 是 吕 
标 度 L(x) 和 速度 标 度 U(x) 将 ， 


的 形式 ， 其 中 + 是 横向 坐标 (对 于 三 维 流动 是 距 


条 件 的 坐标 系 。 在 此 情形 ， 对 于 提 到 的 所 有 流 


E 离 平面 z = 0 的 距离 ) ，w 是 横向 速度 


也 就 是 说 


(故而 雷诺 数 Res = OLO EE Fr) 。 指 数 m 和 n 可 以 像 上 面 一 样 ， 
这 些 函 数 为 雷诺 方程 (忽略 分 子 秋 滞 ) 的 严格 解 的 要 求 确定 。 在 障碍 后 


从 
方 


物体 很 远 的 地 方 ， 
流 外 为 扰动 的 速度 ) 略 小 。 
平均 横 


总 是 正比 于 与 虚拟 原点 纵向 距离 z 的 某 个 蜂 次 ， 


L(x) oa” Oe) ~ oe (5.94) 


EUAN TH, 77 BEA xe 18 A 


日 这 个 事实 对 雷诺 方程 进行 初步 简化 ， 在 距离 


尾 流 中 的 平均 纵向 速度 会 比 流动 的 恒定 速度 U0 (ETE 
所 以 = Uo 一 页， 其 中 Do = 常量 ,zl < Uo, 
向 速度 元 的 量 级 不 会 超过 i 。 所 以 ， 例 如 ， 在 三 维 尾 流 的 情形 ， 在 


Uo a rager) (5.95) 
于 是 ， 在 此 情形 2 
fara = N = 常数 . (5.96) 


0 


对 所 有 这 些 类 型 的 自由 汕 流 的 进一步 考虑 完全 类 似 于 自由 滑动 射流 。 得 至 


| 


的 结果 在 下 面 的 表 中 给 出 。[ 也 参见 Squire (1948), Schlichting (1960), Schubauer, 


Tchen (1959)。] 如 表 中 所 见 ， 我 们 提 到 的 自由 满 流 类 型 之 间 最 重要 的 不 同 
包括 雷诺 数 Res = 2 对 距离 z 依 赖 的 类 型 。 在 平面 尾 流 中 ， 和 三 维 
射流 一 样 ，Re 不 随 距 离 变 化 。 然 而 ， 平 面 尾 流 中 的 流动 和 三 维 射流 的 不 
同 在 于 自我 调整 的 速度 [根据 Townsend (1956)， 圆 柱 后 平面 尾 流 中 完全 的 
9 守 性 在 x > (500 一 1000)D 的 距离 才 建 立 起 来 ， 其 中 DD 是 圆柱 直径 ]。 在 
平面 射流 和 混合 区 中 ，Re 随 x 的 增 大 而 增 大 。 在 三 维 尾 流 中 ，Re 随 距离 减 
小 ， 故 而 对 于 足够 大 的 xz， 泣 流 一 定 衰减 。 当 然 ， 在 这 些 距离 ， 自 守 性 假 
设 不 再 成 立 。 关 于 这 些 流 动 的 讨论 ， 见 ， 例 如 Shih-i Pai (1954)、Townsend 


(1956)、Birkhoff, Zarantonello (1957)、Hinze (1959)、Abramovich (1963) 和 Vulis, 


Kashkarov (1965). 


三 维 射流 SETAC 三 维 尾 流 维 尾 流 WAE 
m 1 1 1/3 1/2 1 
n Í 1/2 2/3 1/2 0 
m-n 0 1/2 -1/3 0 1 


BLE Ws OUT A Ea A AARE, A E NG AS SHE Tm Ui 
这 是 由 于 被 加 热 的 物体 上 方 浮力 的 作用 导致 的 。Zel'dovich (1937) 首 先 考虑 
了 这 种 射流 的 自 守 性 假设 。 如 果 和 上 面 一 样 ， 取 射流 中 的 流动 方向 〈 即 垂 
直方 向 ) 为 Ox 轴 ， 那 么 这 些 假设 包括 ， 在 射流 的 每 个 截面 z = 常量 有 可 能 
引入 长 度 标 度 L(zx)、 速 度 标 度 U(x) 和 温度 标 度 ©(x)， 使 得 由 这 些 标 度 得 到 
的 流 场 无 量 纲 平均 特征 量 在 所 有 截面 都 相等 。 特 别 地 ， 方 程 (5.89)〉 和 类 似 
的 平均 温度 和 径 向 湛 动 热流 cppw 了 7 的 方程 


T = 9(z) 广 PA wT! = -U (x)O(£)g1 | a (5.97) 


(x) ral 
适用 (其 中 w 是 以 Ox 为 轴 的 圆柱 坐标 系 中 的 径 向 速度 涨 落 ) 。 把 方程 
(5.89) 和 “(5.97) 带 入 1.5 节 的 布 西 涅 斯 克 方 程 平均 得 到 的 雷诺 方程 ， 并 且 
忽略 含有 分 子 顾 滞 和 热 扩 散 的 项 (但 不 忽略 描述 浮力 的 项 ) 我 们 得 到 [使 用 
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类 似 方程 〈5.93) 的 推 


=] 


L(x) ~ x, U(x) ~ a3, O(£) ~ 


r75, 


(5.98) 


类 似 的 考虑 可 以 应 用 到 出 现在 沿 2y 轴 放置 于 平面 z = 0 中 被 加 热 的 圆柱 体 上 


方 的 二 维 对 流 射 流 。 在 此 情形 ， 我 们 得 到 


(Zelbdovich 也 得 到 了 这 些 方程 。) 


我 们 进一步 注意 到 ， 上 表 中 收集 


的 大 部 分 结 


(5.99) 也 可 以 简单 地 从 某 些 量 纲 的 考虑 得 到 。 
距离 z 处 的 所 有 平均 特征 量 除 
喷 口 喷 出 的 流体 的 总 动量 2rpM。 所 以 ， 可 以 得 到 


与 


lan, FZZ 
时 除了 依赖 于 距离 z， 仅 依赖 于 密度 和 单位 时 间 从 


(5.99) 


果 以 及 方程 (5.98) 和 


射流 ， 在 大 


nme i (Gawd a) al) 
[和 方程 〈5.93) 完全 相符 ]。 对 于 平 四 射流 ， 必 须 考虑 单位 时 间 从 单位 长 度 
狭 颖 中 喷 出 的 流体 的 动量 pMi = p T zdz， 而 不 是 2xpM。 于 是 
Mi? zZ 一 -一 M z 
Ur yr f (=) souls 9 (=) (5.101) 
《和 表 的 第 二 列 一 致 ; 。 量 纲 分 析 应 用 到 平面 混合 an ix! B 
Mr = AE ERRAK oe PE AU — Uz = 2U; = Uos PUA, 例如 
Teale (=) (5.102) 
在 自由 对 流 射流 的 情形 ， 所 有 平均 特征 量 可 以 依赖 于 沿 射 流 的 总 热流 
Q = 2rcpp | u'T'rdr 
| 
或 单位 被 加 热 的 圆柱 的 热流 


Oo 


Qı = cpp I u'T'dz 


=00 


mÈ 


5. Bi. WARS maA in 


和 浮力 参数 g8 FHM AAS FG/T) o X HOMQ ARR AEWA 
合 Q/csp 和 Qi1/cpp 出 现 。 所 以 ， 对 于 三 维 对 流 射流 ， 


1/3 2/3 
r (L) r (L 0mm (2). o 
Cp PX x CpP X 


对 于 平面 对 流 射 流 ， 


1/3 2/3 
an (LA) a(2).t~ (A) ohia) G10 
Cpp £ Cpp x x 
很 明显 ， 这 些 结果 和 方程 (5.98) 和 (5.99) 一 致 。 
只 有 在 尾 流 的 情形 会 更 复杂 ， 因 为 除了 施加 在 物体 上 总 的 阻力 


OO 
F = 2r pU N = apt | rdr 
0 


或 单位 圆柱 长 度 的 阻力 


OO 
F, = pUoM = pur | mae 
0 


( 它 决 定 了 尾 流 中 的 “动量 缺 ”) ， 在 这 个 问题 的 条 件 中 还 有 另 一 个 有 量 
纲 的 量 ， 即 未 扰动 的 速度 0。 所 以 在 此 情形 ，〈5.100) - (5.102) 类 型 的 
方程 不 能 只 基于 量 纲 分 析 推 导 。 然 而 ， 借 助 更 特殊 的 考虑 ， 可 以 不 必 求 解 
精确 方程 式 而 得 到 这 些 结果 。 具体 来 说 ， 我 们 使 用 了 这 个 事实 ， 尾 流 中 的 
平均 流动 流 线 相对 Oz 轴 倾 角 的 正切 等 于 = g Y e PARNIH AT 
出 结论 ， 如 果 Z(z) 是 尾 流 的 特征 宽度 ， 并 且 U = U(x) eR EU AO PEE 
标 度 ， 那 么 


aes (5.105) 


在 三 维 尾 流 的 情形 是 常量 ， 并 且 
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在 平面 尾 流 的 情形 是 常量 ， 所 以 在 第 一 种 情形 UL? ~ N = 常量 ， 在 第 二 种 
情形 VL ~ N = 和 常量。 这 些 结果 加 上 关系 式 〈5.105) 表明 对 于 三 维 尾 流 


1/3 2\ 1/3 
Lew Nz U~ NUS , 
Uo x 


也 就 是 说 wE a 
a~ (22) s(n) (5.106) 
而 对 于 平面 尾 流 ， 
| eae 
Uo x 
也 就 是 说 NN i? 
a~ ( - ) s(a) (5.107) 


当然 ， 关 于 自由 对 流 射流 的 结果 不 能 具有 受 迫 对 流 的 自由 流动 ( 具 
有 纯 动 力学 起 源 的 自由 湛 流 从 一 个 稳 态 eres 一 个 被 动 外 加 物 9 (也 

可 以 是 热量 ) ) 的 类 似 结果 相 混 淆 。 在 上 情形 ， 初 始 方程 组 由 普通 的 流 
体 动力 学 方程 〈 不 含 任何 浮力 项 ) 和 质量 (或 热量 ) 输 运 方程 (1.72) 组 
成 。 长 度 和 速度 标 度 自然 与 对 应 的 纯 动 力学 问题 相同 〈 即 ， 它 们 由 具有 
表 种 所 示 的 指数 值 的 方程 (5.9 给 出 ) ， 但 还 有 一 个 额外 的 浓度 《或 温 
FE) 标 度 9(z)。 这 个 新 的 标 度 可 以 借助 一 个 通过 X = 0 的 方程 (1.72) 的 
平均 得 到 的 额外 的 雷诺 方程 确定 。 然 而 ， 更 简单 的 是 以 这 个 事实 作为 出 
RA: 单位 时 间 通 过 任意 截面 z = 常量 的 外 加 物质 量 (或 热流 ) 恒定 。 
这 立即 给 出 了 方程 9(z) ~ x 中 指数 k 的 精确 值 ， 依 赖 于 流动 的 类 型 和 源 
的 类 型 (二 维 或 三 维 ) 。 相 应 的 结果 将 在 第 5 章 联 系 满 流 扩散 的 研究 详细 
讨论 。 这 里 我 们 仅 注 意 到 ， 知 道 了 平均 速度 上 和 平均 温度 9 的 分 布 以 及 满 
动 流量 ww 和 以 ww/ 的 值 ， 我 们 也 可 以 确定 相应 的 涡 扩 散 系 数 玉 和 天 9 的 值 ， 
并 得 到 它们 的 比值 a = pb = 加 。 能 够 确定 这 一 点 的 测量 已 经 被 很 多 研 
究 者 对 不 同 种 类 的 流动 进行 了 很 多 次 [特别 参见 本 小 节 早 先 引 用 的 工作 ， 
主要 是 Hinze (1959)、Abramovich (1963) 和 Vulis, Kashkarov (1965)]。 总 的 
来 说 ， 这 些 结果 互相 符合 得 很 好 ， 并 且 表 明 ， 在 一 阶 近似 下 ， 涡 扩散 系 
数 色 和 天 5 可 以 假设 为 在 射流 或 尾 流 的 每 个 截面 取 不 依赖 于 分 子 系数 zz 和 z 的 
TRUE, WEA Ba, tha = Ky/K 大 于 1( 即 对 于 圆柱 尾 流 和 平 再 
Nit, ay 1.8 一 2， 对 于 轴 对 称 射 流 ，a 12-14) 。 也 可 以 发 现 对 


道 、 边 再 层 等 情形 的 满 动 航 切 流 


g 
mi 


于 热 输 运 和 质量 输 运 ，Ke 的 值 完 全 相同 《但 不 同 于 涡 黏 潇 系数 开 ) ， 故 
而 Pr = Sc, A 1[ 参 见 Kiser (1963)]。Sakipov, Tcmirbayev (1965) 的 实验 清 
楚 地 展示 了 a 和 Pr = a-! 不 依赖 于 分 子 流体 性 质 [也 参见 Vulis，Kashkarov 
(1965)]， 他 们 测量 了 工业 用 油 、 水 和 未 的 自由 射流 中 的 KK 和 Ki 《〈 即 ， 分 子 
普 朗 特 数 在 103 到 10 悦 范围 ! ) ， 得 到 了 相同 的 a 和 Pr 值 。 

总 之 ， 我 们 必须 强调 所 有 自由 满 流 都 拥有 的 一 个 非常 重要 的 特征 ， 
旋转 消 流 占据 的 空间 区 域 在 每 个 瞬间 都 有 一 个 清晰 但 非常 不 规则 的 边界 
(严格 来 说 ， 者 不 是 一 个 表面 ， 而 是 一 个 注 层 ， 所 谓 “ 科 尔 辛 超 层 ” 
(Corrsin’s superlayer) ) ， 在 此 之 外 运动 是 无 旋 的 。 如 2.2 节 所 述 ， 流 体 
以 从 外 部 被 吸入 庙 流 区 域 ， 但 不 能 从 中 逃逸 。 只 有 大 尺度 汕 流 速度 涨 落 
[以 穿 透 无 旋 运 动 区域 ， 它 们 在 量 级 为 转动 流 区 域 的 横 同 尺度 L(x) 量 级 的 
距离 处 衰减 。 这 些 大 尺度 涨 落 造成 了 汕 流 和 无 旋 运 动 之 间 不 规则 的 界面 。 
作为 示意 图 ， 图 45 给 出 了 在 空气 中 飞行 的 子弹 后 方 满 动 尾 流 的 阴影 昭 
片 ， 取 自 Corrsin, Kistler (1954) 的 工作 。 


可 可 


45 飞行 的 子弹 后 方 湛 动 尾 流 的 阴影 照片 。 


所 以 按照 Townsend (1956) 的 说 法 ， 每 个 自由 潮流 都 有 “双重 结构 ”: 

它 由 强 的 小 尺度 满 流 和 相对 弱 的 大 尺度 涡 旋 〈 导 致 了 湛 流 - 无 旋 界 面 的 不 
规则 扭曲 和 运动 ) 组 成 。 由 于 自由 汕 流 界面 上 的 这 种 运动 ， 距 离 其 轴 不 
太 远 处 (或 者 ， 在 二 维 流动 的 情形 ， 距 离 其 对 称 面 不 太 远 处 ) ， 小 尺度 
淇 流 有 时 存在 有 时 不 存在 ， 即 油 流 是 间 和 其 性 的 。5 在 5.6 节 中 ， 我 们 已 经 讨 
论 了 潮流 边界 层 靠 外 部 分 中 灌流 的 间 黄 性。 然而， 在 自由 油 流 中 ， 泣 流 
间 欣 性 区 域 比 在 边界 层 中 宽 得 多 。 如 果 在 边界 层 中 ， 间 拘 性 区 域 位 于 距离 
壁面 0.46 — 1.25 处 ， 那 么 ， 举 个 例子 ， 在 平面 湛 动 尾 流 中 ， 根 据 Corrsin， 
Kistler (1954)， 在 从 z = 0.4L(z)[ 其 中 z 是 横向 坐标 ] 到 至 少 z = 3.2L(x) 的 

5 通常 假设 间 得 性 仅 在 距离 流动 轴 (或 对 称 平面 ) 某 个 确定 距离 才 发 生 。 然 而 ， 有 一 些 迹 


象 ， 例 如 ， 在 不 太 靠近 物体 的 轴 对 称 尾 流 中 ， 尾 流 的 不 规则 弯曲 在 尾 流 轴 上 也 会 产生 相当 大 
WWIE Hwang, Baldwin (1966) 或 Gibson, Chen, Lin (1968)]. 
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区 域 它 会 非 


AN AE tina 3H X 


te. BRS Bit Mimi FR Seb a ay CER SF 
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确定 的 不 规则 运动 界面 。 


域 之 间 非 党 


流 中 ， 在 有 
些 其 他 情形 


利于 
[ 见 ， 


的 滑动 区 域 
合流 和 边界 层 


例如 ， 在 管 


攻 成 油 动 “ 旺 蛤 ”和 “斑点 ”的 “转变 ”雷诺 数 ， 在 某 
例如 ，Coles (1 


962) 的 综述 ]。 我 们 也 可 以 预期 ， 类 似 的 


现象 一 般 来 
相当 大 的 作 


的 困难 ， 在 这 


(1962). 
HR) 。 


说 具有 很 宽 


这 范围 湛 流 运动 的 特征 ， 对 汝 流 的 产生 和 发 展 起 着 


用 。 然 而 ， 到 目前 未 知 ， 这 些 现 象 的 理 i 
个 方向 只 迈 出 了 第 
Townsend (1966) 和 Kovdsznay (1967)， 
我 们 在 这 里 


论 研 究 碰 到 了 相当 大 
第 一 步 〈 见 ， 例 如 Coles (1962)、 
那里 可 以 找到 其 


Liepmann 


他 参考 文 


不 再 资 述 这 些 问题 。 我 们 只 需 注 意 ， 小 尺度 添 流 的 间 和 区 


5.9 


性 这 一 相关 主题 对 于 本 书 第 二 卷 的 一 些 讨 论 


(有 重要 意义 。 


灌流 的 半 经 验 理论 


我 们 已 经 


过 方程 的 数量 。 


通常 意义 下 “求解 ”。 


在 5.1 节 中 展示 了 ， 在 灌流 中 力学 定律 由 雷诺 方程 表达 ， 
所 以 雷诺 方程 上 只 允许 我 们 得 到 各 种 消 流 特 
所 以 ， 在 选择 


其 中 未 知 量 的 数量 。 
寺 征 量 之 间 的 某 些 联 系 ， 它 们 不 能 
某 些 DANNES 


有 物理 意义 的 雷诺 方程 的 解 是 ， 


必须 独立 于 这 些 方程 给 出 。 在 某 些 情形 ， 这 些 函数 的 形式 可 以 基于 量 纲 分 析 得 到 (精确 到 少 


数 经 验 确定 的 前 
些 未 知 函 数 必须 从 实验 得 到 。 


THE) 


找 消 流 的 少 
体力 学 方程 ， 


还 使 


这 些 
了 一 些 从 实验 得 到 或 借助 定性 物理 
沙 流 理论 被 称 为 半 经 验 理论 。 当 然 ， 从 “ 纯 ” 


然而 ， 更 为 
一 般 来 说 ， 这 些 ] 
未 知 函数 的 数量 非常 巨大 。 所 以 可 以 理解 为 什么 很 多 大 
量 统计 性 质 ， 


性 


i 日 
经 常 的 是 ， 


量 纲 分 析 只 能 得 到 含有 未 知 函 数 的 关系 式 ， 这 
生 述 各 种 自然 和 工程 应 用 中 碰 到 的 满 流 所 需 的 
完 者 试图 将 这 些 函 数 的 确定 简化 为 寻 
j 于 很 多 不 同 的 流动 。 这 些 除了 使 用 严格 的 流 


质 可 以 同时 应 


考虑 并 被 实验 验证 的 额外 经 验 关系 的 
理论 物理 的 观点 看 ， 所 有 这 些 理论 都 应 该 看 作 


不 严格 的 ， 但 它们 


在 消 流 下 


究 中 是 非常 典型 的 。 


验 理 论 占据 了 相当 大 的 一 部 分 ， 


平 右 上 
IA 


1932) 和 von Kár 


进一步 发 展 和 使 | 
由 于 存在 


的 。 因 


比 ， 很 


这 使 得 后 者 的 值 可 以 
HRA. RI 
这 只 依赖 于 z 坐 


] 半 经 验 理 论 


的 是 在 这 里 至 少 简 述 Boussinesq (1877, 1899)、 
mán (1930) 提 出 的 最 重要 的 半 经 验 理 
的 一 些 实 


在 我 们 对 涨 流 的 理解 的 发 展 过 程 中 ， 半 经 
中 的 很 多 现在 仍然 广泛 在 工业 技术 中 使 用 。 于 是 ， 似 
Prandtl (1925), G. I. Taylor (1915, 
论 的 基本 思想 。 这 种 灌流 理论 方法 的 

节 考 虑 。 


它们 


网 将 在 下 面 的 章 


BURY Aili CAA) 应 力 的 项 


， 流 动 变量 平均 值 的 雷诺 方程 是 不 闭合 


明显， 方 程 组 最 


依赖 于 距 


式 。 所 以 在 此 1 


(5.16) 或 方程 (5.177) 的 第 


前 者 给 
] 只 考虑 最 简单 


简单 的 闭合 方法 是 建立 平均 流动 变量 和 雷诺 应 力 之 间 的 联系 。 
出 。 下 面 ， 我 们 将 列举 不 同 科 学 家 在 不 同时 其 
的 平面 平行 流动 ， 其 中 平均 速度 的 z 分 量 wz = v 不 等 
标 ， 这 和 圆 管 中 的 流动 几乎 相同 ， 其 中 平均 速度 v 在 
离 管 壁 的 距离 2 二 R 一 7。 


提出 的 几 个 这 
于 零 ， 而 
每 个 地 方 都 沿 Oz 轴 ， 只 
在 此 情形 ， 雷 诺 方 程 取 方 程 (5.16〉[ 或 方程 (5.16’) ] 形 


BIA» 


速度 分 布 


个 含有 一 个 额外 未 知 量 r0) = — puw 的 方程 确定 [方程 


个 方程 ]。 于 是 ， 要 确定 函数 v(2)， 只 需要 用 元 (2) 表 示 r0D 。 


MAHTO = 一 pw 和 速度 分 布 去 (2 之 间 的 关系 所 可 能 的 最 简单 的 假设 是 Boussinesq 


(1877, 1897) 假 设 ， 存 在 
程 (5.5) 不 是 一 


位 质量 里 a7), 


SEA RMAR THT ABE (5.5) 


a=} 
个 假设 ， 没 有 


多 式 的 关系 式 。 严 格 来 说 ， 方 


假设 的 可 以 实验 验证 的 半 经 验 


如 果 假 设 K 


H 


写 出 新 的 关系 式 ， 它 只 是 用 新 的 未 知 量 K = TO RET 
以 某 种 确定 的 方式 依赖 于 坐标 ， 那 么 我 们 马上 得 到 一 个 基于 


里 论 。 


5. BiB. WARS mas it 


RFK (Becta BC EC EAE. AMER OA BORK LEAM F A m FF AL 
被 证 明 是 对 这 种 流动 合理 的 一 阶 近 似 。 然 而 ， 容 易 看 到 ， 当 应 用 于 平面 渠 或 圆 管 中 的 流动 ， 
它 得 到 完全 错误 的 结果 。 实 际 上 ， 以 K = 常量 ， 这 个 湛 流 平均 速度 的 方程 和 相应 的 层 流 的 
方程 的 不 同 仅 在 于 黏 滞 系数 的 数值 。 于 是 ， 可 以 得 到 在 此 情形 的 管 或 渠 的 速度 分 布 是 抛物 线 
型 的 。 然 而 ， 我 们 知道 这 种 分 布 不 对 应 于 实验 〈 见 5.5 节 ， 图 32) 。 

当然 ， 这 个 矛盾 没有 什么 特别 之 处 。 众 所 周知 ， 当 我 们 接近 壁面 ， 系 数 K 一 定 趋 于 零 
(但 比 壁 面 距 离 的 三 次 方 慢 得 多 ， 见 5.3 节 ) 。 所 以 K 为 常量 的 假设 对 于 存在 刚性 壁面 的 
流动 是 非常 不 适用 的 。 然 而 ， 在 某 些 问题 中 例如 和 无 限 空间 中 传播 的 湛 动 射流 或 尾 流 有 
关 的 问题 ,或 者 和 自由 大 气 中 灌流 有 关 的 问题 》，K = 常量 的 假设 不 是 完全 不 正确 的 。 
在 这 些 情形 ， 在 雷诺 方程 中 带 入 恒定 KK 的 方程 (5.5) 得 到 一 个 含有 未 知 参数 氏 的 半 经 验方 
程 ，K 必 须 从 观测 确定 (在 很 多 情形 得 到 极端 不 同 的 值 〉。 

对 于 壁面 限定 的 流动 ， 不 可 能 假设 K = 常量 ， 但 这 在 很 多 情形 ， 我 们 可 以 引入 其 他 合 
里 的 关于 汕 流 番 滞 系数 氏 的 假设 ， 使 得 我 们 可 以 确定 雷诺 方程 。 所 以 ， 例 如 ， 在 靠近 平 画 
壁 《〈 但 不 是 太 靠 近 ， 在 黏 滞 亚 层 极 限 之 外 ) 的 平面 平行 流 的 情形 ， 天 正比 于 与 壁面 的 距离 
的 假设 给 出 很 好 的 结果 。 由 此 我 们 得 到 对 数 方程 (5.22) ， 它 和 由 量 纲 考 虑 得 到 的 推论 
致 。 对 于 管 、 渠 和 边界 层 中 的 流动 ， 己 经 提出 了 很 多 K 对 与 壁面 距离 2 的 依赖 关系 的 假设 。 
作为 两 个 最 简单 的 例子 ， 我 们 提 到 Gosse (1961) (其 中 使 用 KK 正比 于 函数 1 一 (1 一 D> 的 假 
设 在 管 和 边界 层 中 得 到 了 和 实验 相当 好 的 符合 ， 其 中 7 = z/ 下 ， 瑟 是 管 的 半径 或 边界 层 
的 厚度 ) 和 Szablewski (1968) 的 工作 ， 使 用 对 于 0 < 7 和 mm， 开 = kuszy1 -ne ™™/™, Xf 
Tm<n<1, K=K(mh) m x 0.8) 的 假设 在 管 和 平面 渠 中 的 流动 中 得 到 了 很 好 
的 符合 。 在 紧邻 壁面 处 ， 分 子 和 灌流 摩擦 过 程 的 相互 作用 导致 K = kwuxzyp(zux/v) 形 式 的 依 
赖 关 系 。Deissler (1955)、Rannie (1956)、Levich (1962) 和 其 他 人 提出 了 关于 函数 gp 的 一 些 
半 经 验 假设 〈 见 上 面 的 5.3 节 和 5.7 节 ) 。 在 大 气 的 表面 层 中 ， 在 稳定 热 分 层 的 情形 ， 根 据 所 
己 有 数据 ， 随 着 高 度 z 增 大 ， 这 个 系数 首先 几乎 线性 增 大 ， 然 后 其 增长 速率 变 慢 ， 而 对 
于 足够 大 的 >， 涡 黏 汪 系数 实际 上 可 以 假设 为 常量 。 在 此 基础 上 ， 已 经 提出 了 一 些 玉 (z) 的 
公式 ， 和 我 们 已 经 提 到 的 一 般 规则 符合 [ 见 ， 例 如 Yudin and Shvets (1940)、Dorodnit syn 
(1941)、Berlyand (1947)]。 这 些 方程 中 的 每 一 个 都 对 应 于 半 经 验 理论 的 一 个 变 体 。 所 以 ， 
在 确定 了 从 观测 数据 选择 的 K(z) 公 式 中 的 所 有 参数 后 ， 我 们 可 以 以 某 种 经 度 计 算 风 速 随 高 
度 的 变化 ， 求 解 气象 学 感 兴趣 的 某 些 其 他 问题 。 
在 消 流 中 质量 和 热流 输 运 的 研究 中 ， 消 动 质量 流 70) = pd wg = cpp w iE 
到 了 满 流 应 力 的 作用 ， 由 方程 (5.9) 定义 的 涡 扩 散 系数 氏 * 起 到 了 涡 黏 滞 系 数 开 的 作用 。 对 
于 这 个 系数 ， 我 们 可 以 重复 上 面 关 于 K 的 一 切 〈 特 别 参见 下 面 的 第 10 节 ， 其 中 我 们 将 讨论 大 
扩散 并 考虑 了 某 些 使 用 确定 的 Kg 对 z 依 赖 形式 的 半 经 验 理 论 ) 。 
SAT, 3, Wa Rit CRP BO 系数 的 概念 无 助 于 简化 汪 流 问题 ， 因 为 选择 关于 这 
个 量 的 合适 假设 非常 困难 ， 不 清楚 哪个 选择 可 行 。 为 了 帮助 进行 选择 ， 已 经 提出 了 一 些 其 
他 半 经 验 理论 。 在 很 多 这 种 理论 中 ， 一 个 基本 的 部 分 是 Prandtl (1925) 引 入 的 “混合 长 ” 
(mixing length) [这 个 想法 以 略微 不 同 于 早先 G. I. Taylor (1915) 的 形式 提出 ] 。 
混合 长 概念 的 使 用 可 以 用 保守 的 被 动 外 加 物 g% 的 满 流 输 运 的 例子 最 好 地 说 明 。 零 平均 
浓度 3 仅 依赖 于 z 坐标 。 因 此 我 们 主要 关心 这 种 外 加 物 沿 Dz 轴 的 输 运 。 让 我 们 假设 这 种 输 运 
仅 受 汕 流 速度 涨 落 的 影响 。 显 然 ， 这 种 情况 可 能 以 这 种 方式 发 生 : 在 介质 中 出 现 小 的 随机 
射流 ， 将 外 加 物 从 一 个 未 知 z = 常量 输 运 到 另 一 个 位 置 。 让 我 们 假设 每 个 这 种 射流 沿 Oz 轴 
运动 一 个 距离 !'， 在 此 之 后 它 和 周围 介质 混合 ， 在 此 情形 ，7 为 混合 长 。 因 此 ， 根 据 我 们 的 
假设 ， 只 有 在 z 一 1 产生 的 向 上 运动 的 射流 或 在 z 十 1 产生 的 向 下 运动 的 射流 才 会 撞击 z。 如 
果 我 们 现在 假设 ， 射 流 的 混合 不 是 逐渐 发 生 的 ， 而 是 突然 发 生 的 ， 那 么 在 z 一 1 产生 的 射 
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流 会 向 z 输 运 其 初始 浓度 [平均 等 于 9(z 一 四] 而 在 > 十 1 产生 的 射流 会 输 运 平均 等 于 5(z 十 中 
的 浓度 。 所 以 ， 在 z 处 ， 射 流 所 含 外 加 物 浓度 不 同 于 那里 的 平均 浓度 ， 即 这 会 导致 浓度 涨 
Boz $l) — Vz) s 干 /到 2 。 很 明显 这 个 向 上 运动 的 射流 对 应 于 正 的 垂 向 涨 落 速度 必 ， 向 
下 运动 的 射流 对 应 于 负 的 w/ 值 。 所 以 ， 如 果 我 们 对 于 向 上 运动 的 射流 取 / 为 正 ， 取 向 下 运动 


的 射流 为 负 ， 那 么 7 
j pw'd pl'w de (5.108) 
ATO, RDAS, MAI MRAK RAT (BOR BLE 随机 量 ) 非常 简单 地 表 
示 
Ko = Pa. (5.109) 


我 们 不 仅 可 以 尝试 使 用 方程 〈5. Ie 计算 热流 或 外 加 物质 的 流量 ， 也 可 以 用 它 描 述 动量 
流 。 这 是 普 朗 特 “ 动 量 输 运 理论 ”的 基础 ， 这 个 理论 提出 ， 对 于 动量 的 纵向 分 量 pu， 也 存 
在 一 个 确定 的 混合 长 /， 于 是 


D = DUO = pl'w’ 


K = Vw.. (5.110) 


这 里 ， 长 度 ! 在 某 种 意义 上 和 和 气体 动 理学 理论 中 分 子 的 平均 自由 程 类 似 ， 它 定义 了 某 个 
小 流体 元 〈 一 团 流 体 ) 在 和 气体 流体 粒子 混合 并 将 动量 交 给 它们 之 前 走 过 的 路 径 。 在 
这 个 意义 下 ，K 的 方程 (5.110) Se a (从 气体 动 理学 理论 时 出 ) 的 表达 
Thy ~ lmum， 其 中 凡是 平均 自由 程 ，wrm 是 分 子 热 运动 速度 。 当 然 ,，7 比 ly 大 很 多 个 量 级 ， 
所 以 尽管 wn 一 般 比 w' 大 ， 但 方程 (5.110) 给 出 了 比 v 大 很 多 的 K 值 。 


我 们 现在 注意 到 一 团 从 z 一 和 zz 十 到达 z 的 流体 团 分 布 具有 平均 纵向 速度 z(z 一 
U)Alu(z 十 1)。 所 以 在 两 种 情形 ， 它 们 都 产生 纵向 速度 涨 落 w ， 绝 对 值 接近 |L 灾 |。 然 后 ， 
假设 垂 向 速度 涨 落 w' 绝 对 值 接近 纵向 速度 涨 落 w， 


ea 
dz 
普 朗 特 把 满 流 应 力 7( 了 表示 为 这 种 形式 
CO 5.111 
T pr || ae? (5.111) 


其 中 1 是 一 个 新 的 长 度 ， 量 级 和 随机 长 度 ! 的 均 方 根 相同 〈 当 然 ，! 不 是 简单 地 等 于 (7 )1/2， 
为 为 w' 和 /至 同 量 级 ， 不 一 定 对 每 团 流体 严格 等 于 /至 ) 。 方 程 〈5.111) 中 的 符号 选 为 使 
BEIO Ñ 是 和 至 同 号 。 所 以 动量 总 是 从 运动 得 快 的 流体 层 传 递 到 较 慢 的 流体 层 。 方 程 
(5.111) 中 的 长 度 !/ 不 再 是 一 个 随机 量 ， 通 常 被 称 为 混合 长 。 


方程 (5.111) (EAB AHAB WS Nix Phe sk 


(5.112) 


FLA — ABC HR Ut PAC 7S 2 AA os AS DER iE os PE AKA OP REED. H 
以 确定 平均 速度 分 布 只 需要 确定 1 对 坐标 的 明显 依赖 关系 。 对 于 接近 无 穷 大 平面 壁 〈 由 恒 
定 的 7 值 表征 ) 的 流动 ， 在 黏 滞 亚 层 之 外 的 区 域 ， 没 有 长 度 标 度 。 所 以 ， 每 个 长 度量 纲 的 
量 一 定 正比 于 与 壁面 的 距离 。 令 1 = ef = r = pw = 常量 ， 由 方程 6.111), R 
们 得 到 至 = 1, Mu = wx /knInz 十 常量 [ 见 Prangdtl (1932b)]。 所 以 ， 我 们 再 次 得 到 一 个 
对 数 的 速度 分 布 ， 如 我 们 已 经 看 到 的 ， 这 已 经 很 好 地 被 实验 证 实 。 对 于 平面 渠 或 圆 管 中 
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的 流动 ， 作 为 一 阶 近似 ， 我 们 甚至 可 以 假设 ! = rz 在 渠 的 中 间或 管 的 轴 上 仍然 成 立 。 
这 个 关系 式 带 入 方程 6.111) 并 将 左边 替换 为 方程 (5.17) 或 6.17) [BN CHT OU 
为 7 = 7 十 v 坚 |， 我们 得 到 一 个 (z) 的 微分 方程 ， 选 择 合适 的 常数 k 可 以 得 到 一 个 速度 
布 ， 在 渠 或 管 截面 的 相当 大 部 分 和 实验 数据 符合 得 很 好 [ 见 Goldstein (1938)]。 然 而 ， 在 


或 管 中 心 附近 ， 这 个 近似 显然 不 适用 ， 这 里 取 混 合 长 为 近似 常量 要 好 得 多 。 例 如 ， 对 于 半径 


为 R 的 管 取 1 = 6R， 于 是 根据 方程 (5.17) 和 〈5.111) ， 我 们 有 


(eg) = (1-9): 


以 边界 条 件 去 ( 忌 ) = Uo 对 这 个 方程 积分 ， 我 们 得 到 


A 


这 个 结果 ， 正 如 Darcy (1858) 早 已 证 明 的 ，6 = 0.13 在 0.25 < £ < 1 区 间 可 以 很 好 地 和 数 


符合 [ 见 5.5 节 方程 (5.46) ]。 最 后 ， 为 了 在 黏 滞 层 外 的 所 有 装 值 和 圆 管 中 实 验 符合 ， 我 们 


HN 


t= R [0.14-0.08 (1 ay 0.06 (1 | (5.11 


[Nikuradse (1932)]。 这 个 方程 ， 对 于 z/R < 1， 具 有 这 种 形式 : 1 = 0.4z — 0.444 +... 
0.42, M42/Ro1, BRAS 014k, MEW WATER h err 
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xt. Szablewski (19689 FÈ CRR) 中 的 流动 提出 了 另 一 个 ! = 1(z) 的 方程 。Obukhov 


(1942) 也 提出 了 1 在 管 截面 上 的 类 似 分 布 ， 他 同时 给 出 了 关于 长 度 ;的 一 个 假设 ， 使 得 可 
得 到 管 中 任 何 截面 上 /对 坐标 的 依赖 关系 。 紧 邻 壁面 〈 在 黏 滞 亚 层 中 ) /一 定 随 z 的 减 小 
比 线性 更 快 地 显著 减 小 。Rotta (1950)、Hama (1953)、van Driest (1956) 和 其 他 人 提出 


以 
而 
了 


关于 流动 的 这 个 区 域 中 /行为 的 假设 。Spalding (1967) 强 烈 建议 平面 清流 边界 层 中 1 的 


氏 于 z = 0.096/k 的 对 数 层 中 的 线性 分 布 ! = kz (CA = 0.435) 和 z > 0.096/K IA 
Ail = 0.096 的 组 合 。 


层 分 布 对 于 大 部 分 实用 目的 是 惊人 地 令 人 满意 的 。 这 个 分 布 是 靠近 壁面 的 Driest 分 布 、 


分 


后 来 ， 普 朗 特 对 动量 输 运 理论 进行 了 一 些 推广 ， 可 以 适用 于 例如 三 维 流 动 [ 参 


见 Goldstein (1938) 第 81 节 ] 或 考虑 了 这 种 可 能 性 的 流动 : 对 于 至 = 0, Via Bin A 
AA, MAT (5.112) 矛盾 [Prandtl (1942)]。 然 而 ， 我 们 不 详细 讨论 这 些 推广 ， 而 是 立 
转向 泰勒 的 涡 度 输 运 理论 (vorticity transfer theory) ， 第 二 个 基本 的 半 经 验 理论 。 


这 一 理论 的 形成 源 于 试图 考虑 压强 涨 落 对 运动 流体 粒子 的 影响 ， 这 导致 动量 的 变化 
从 而 防止 在 流体 元 移动 时 动量 被 视 为 保守 的 外 加 物 。 在 此 基础 上 ，G. I Taylor (1915) 第 
次 引入 了 “混合 长 ”的 概念 。 然 而 ， 和 普 朗 特 不 同 ， 他 假设 “混合 长 ”对 涡 度 一 定 存 在 ， 
对 动量 不 存在 。 后 来 ， 泰 勒 更 详细 地 发 展 了 这 个 想法 [ 见 G. I. Taylor (1932)]。 


BS 


不 
即 


’ 


而 


泰勒 的 想法 对 于 二 维 流 动 是 最 合适 的 ， 众 所 周知 ， 在 没有 黏 滞 的 情况 下 ， 沉 
在 流体 粒子 运动 时 会 不 变 地 输 运 。 所 以 速度 场 为 uw = {u, Seat eats hy 
Hwy = 94 — Sere aii RZ IME AEAEE. OP = {u, 0} 每 个 地 方 
FTF Orth FEY i BY IM 7 = 一 pw 了 满足 方程 


lor _ 0 Tg T wow Lp 2” 
p Oz Oz Oz ` Oz 


B , (dw ðw 18 — = 
w(% E maen 


分 
都 
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速度 涨 落 的 连续 性 方程 吧 4+ Oe" = 0。 在 沿 Oz 轴 的 均匀 流动 中 ， 平 均 量 对 z 的 


可 o 
= 


里 使 
AEF 
等 了 


Or 
Bz 
引入 涡 度 的 混合 长 Ew, = UG, pwu, = pw 1 人。 和 普 朗 特 的 理论 中 一 样 ， 我 
们 取 必 为 w' = 1 吕 ， 其 中 /时 速度 的 随机 混合 长 。 在 此 情形 ， 我 们 看 到 my = ou om 
Z, 所 以 地 = 3. Hn, RIVE 


= —pw'w}. (5.114) 


dr _ didu 
dz "dz dz?’ 


He, = (0) REE, CER h AY He E A BK IE 
当然 ， 如 果 我 们 考虑 到 平面 平行 流动 中 的 速度 扰动 实际 上 也 可 能 是 三 维 的 ， 那 么 对 方程 
(5.115) 的 推导 就 失去 了 力量 ， 在 此 情形 ， 方 程 6.115) 必须 被 视 作 一 个 经 验 关 系 ， 只 
能 实验 验证 。 方 程 (5.115) 也 容易 进一步 推广 [ 见 ， 例 如 G. I. Taylor (1935c) 或 Goldstein 
(1938)84-85 节 ]， 但 我 们 不 详细 讨论 这 一 点 。 


对 于 有 = 常量 的 情形 ， 方 程 (5.115〉 严 格 等 价 于 普 朗 特 方程 (5.111〉。 实 际 上 ， 如 
Eh = 常量 ， 那 么 方程 (5.115) 对 z 积 分 得 到 7 = i (EY. TA, MRR = 
1V2， 那 么 这 个 方程 和 普 朗 特 方程 一 致 。 然 而 ， 一 般 来 说 ， 泰 勒 理论 的 结果 和 普 朗 特 理论 
略微 不 同 。 当 应 用 于 平面 汇 和 圆 管 中 的 压强 流 时 ，l1 = r1z 的 泰勒 理论 (方便 的 是 对 渠 流 
Wai © 0.23, WRK + 0.19) 使 得 我 们 可 以 得 到 一 个 平均 速度 分 布 的 形式 ， 和 已 有 的 
数据 到 几何 渠 的 中 心 或 管 的 轴 都 符合 得 很 好 [ 见 ， 例 如 Goldstein (1938)156-157 节 ]。 


使 用 和 方程 (5.111) 推导 类 似 的 论证 ， 把 w' = 至 带 入 方程 (5.108) 我 们 可 以 得 到 


(5.115) 


方程 


© = 932 du dy (5.116) 


j 
其 中 /2 是 另 一 个 混合 长 ， Ci ease HAS. KELIU (或 4 ) 之 间 的 关系 决 
定 了 满 流 普 朗 特 数 Pr = CMa = e) 。 所 以 ， 例 如 ， 在 我 们 可 以 取 ! = 常量 的 流体 区 
RK, lb = 1 对 应 于 Pr = a = 1， 而 对 于 /2 = 1 我 们 得 到 Pr = 1/2,a = 2。 当 然 ， 理 论 上 ， 
长 度 2 不 一 定 和 1! 或 1 类似 ， 所 以 不 可 能 假设 (如 有 时 那样 ) 从 动量 输 运 理论 得 到 Pr = 1, 
从 涡 度 输 运 理论 得 到 Pr = 1/2， 实 际 上 ， 长 度 !2、l1 和 之 间 的 关系 只 能 基于 实验 得 到 。 


普 朗 特 的 动量 输 运 理论 和 泰勒 的 涡 度 输 运 理论 都 没有 完全 解决 雷诺 应 力 和 平均 速度 场 
之 间 关 系 的 问题 。 这 是 因为 在 这 些 理论 中 引入 了 一 个 新 的 物理 量 ， 混 合 长 ， 在 流动 的 每 一 点 
确定 这 个 量 需要 额外 的 假设 。von Kármán (1930) 提 出 了 一 个 极端 一 般 的 假设 一 一 消 流 速度 
涨 落 场 的 局 域 运动 相似 假设 ， 特 别 地 ， 使 得 我 们 可 以 建立 长 度 ! 和 平均 速度 场 之 间 的 一 般 联 
系 。 根 据 这 个 假设 ， 充 分 发 展 的 消 流 中 的 每 一 点 的 邻 域 中 的 消 流 速度 涨 落 场 〈 只 是 除了 靠近 
刚性 壁面 的 薄 秋 清 亚 层 中 的 点 ， 在 这 层 中 符 清 的 作用 直接 显现 出 来 ) 彼此 相似 ， 只 是 长 度 和 
时 标 不 同 ， 或 者 长 度 和 速度 标 度 不 同 。 为 了 在 数学 上 写 出 这 个 假设 ， 我 们 在 流动 中 的 每 一 
点 xo 的 邻 域 引入 一 个 运动 坐标 系 ， 这 个 坐标 系 运 动 速度 在 给 定点 等 于 平均 速度 可 (zo)。 这 个 
系统 的 坐标 显然 符合 矢量 z 一 xo 一 坪 (zo)jt 的 分 量 。 同 样 根据 这 个 假设 ， 在 每 一 点 zo 可 以 定 
义 过 一 个 长 度 标 度 !(zo) 和 一 个 速度 标 度 w(zo)， 使 得 在 这 点 的 邻 域 ， 消 流速 度 涨 落 场 的 形 
式 为 


NS 


z£ — £o — U(ao)t 


u'(x) = U(ao)v(€), € = I(axo) 


其 中 函数 v(&) 是 普 适 的 ， 即 不 依赖 于 点 zo[ 以 及 平均 速度 场 如 (x)]。 所 以 ， 在 冯 . 卡 门 理论 
中 ， 满 流 涨 落 特 性 和 平均 速度 场 之 间 的 联系 仅仅 是 因为 标 度 ! 和 U 对 场 如 (x) 的 依赖 。 


(5.117) 


5 管 ] 首 
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为 了 确定 〈 平 均 速 度 &(z) 在 每 个 地 方 都 沿 Oz 轴 并 且 仅 依 赖 于 z 的 ) 平面 平行 稳 态 流 中 
祭 度 1 和 忆 对 平均 速度 的 依赖 关系 ， 我 们 可 以 使 用 方程 (1.7) See, AER Heya} Be 
有 这 种 形式 


3H 


Owy — Owy Ouy 
a "e Oa “Ira 
把 这 个 方程 带 入 总 速度 w = wu(z0)i 十 U(zo)v(#)， 其 中 i 是 Oz 轴 的 单位 矢量 ， 而 


=0. (5.118) 


_ U(zo)t y 2-20 
TE = {&1, £2, E3} {5 1(z0) ’ 1(z0)’ 1(z0 \ 
是 无 量 纲 相对 坐标 的 矢量 (假设 zo = y = 0) ， 我 们 可 以 从 方程 5.118) 得 到 一 个 未 
va (€),a = 1,2, 3 的 方程， 系数 含有 物理 量 U(z0), 1(z0), 硬 和 它们 对 zo 的 导数 。 因 为 根 
据 va(&) 是 普 适 函数 的 假设 ， 它 不 依赖 于 z。 所 以 我 们 可 以 得 到 关系 式 
I(zo) du(z0) 二 常量 P zo) d?(u)(z0) = 常量 
U (zo) dzo m U (zo) dz aa 
[ 见 例如 ，Goldstein (1938) 第 158 节 或 Schlichting (1960) 第 19 章 第 5 节 ， 其 中 详细 给 出 了 特殊 
的 三 维 速度 场 w (a) 情形 相应 的 推导 ]。 所 以 
du du du 
l=-k /ja = Bl. (5.119) 


中 k 和 B 是 普 适 常数 ， 一 般 来 说 可 以 为 任何 值 ， 因 为 标 度 !/ 和 U 只 确定 到 差 一 个 任意 乘 数 因 


| Sor 
T 


如 果 过 规定 长 度 ! 只 依赖 于 du pdu 6, HE (5.119) 的 第 一 个 关系 式 也 可 以 直接 从 量 
纲 考虑 得 到 。 方 程 5.119) 的 第 二 式 是 由 U 也 只 依赖 于 至 Ries (或 1 ASE) 的 假设 以 同 
样 的 方式 得 到 的 。 
长 度 ! 显 然 和 普 朗 特 理论 和 泰勒 理论 中 的 混合 长 /和 类 似 。 实 际 上 ， 由 方程 6.117) 
和 (5.119) , 


RE du\? 
tT) = —pulw! = pU? v1 (0)v3(0) = 常量 .pl? (=) ; (5.120) 


中 常量 = B?v1(0)va(0)。 类 似 地 


N 
4 


1 2 
eee = pa = ie pe Ee" (5.121) 
其 中 常量 有 不 同 的 值 。 当 然 ， 如 果 我 们 把 方程 (5.120) BOE (5.121) 中 的 常量 替换 
为 1， 即 如 果 我 们 把 长 度 认同 为 动量 或 涡 度 的 混合 长 ， 那 么 方程 (5.119〉 中 第 一 个 方程 中 的 
常数 不 能 任意 选择 ， 必 须 基 于 实验 确定 。 
方程 (5.117) 给 出 的 冯 : 卡 门 假设 从 表面 上 看 ， 对 满 流 速度 涨 落 施加 了 过 度 严 格 的 限 
制 ， 与 速度 的 时 空 涨 落 变化 的 不 规则 性 这 一 自然 的 观念 不 符 。 容 易 从 下 面 的 讨论 看 出 ， 
局 域 自 守 性 假设 被 证 明 不 适用 于 涨 落 速度 场 的 单个 实现 ， 而 只 适用 于 这 种 场 的 统计 性 质 
( 见 第 2 卷 第 8 章 ， 专 门 介绍 了 A. N. Kolmogorov 的 相似 性 假设 ) 。 然 而 ， 重 要 的 是 ， 冯 . 卡 
门 理论 的 基本 结果 〈5.119) 甚至 可 以 基于 更 弱 的 假设 得 到 。 如 我 们 已 经 看 到 的 ， 在 某 种 意 


2 因为 运动 方程 有 伽利略 不 变性 ， 所 以 涨 落 长 度 标 度 ! 显 然 不 依赖 于 平均 速度 的 绝对 
值 Zz(z)， 而 只 依赖 于 7 在 给 定点 邻 域 的 变化 ， 即 依赖 于 如 (2) 的 导数 。! 仅 依赖 于 前 两 阶 导 
数 坚 和 2 的 假设 在 此 情形 是 和 这 个 量 有 关 的 最 简单 的 假设 。 
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义 上 ， 它 们 是 量 纲 概 念 的 自然 结果 。 此 外 ， 


我 们 要 注意 到 ， 如 Loitsyanskiy (1935) 所 示 ， 


对 于 方程 〈5.119) 的 推导 ， 将 局 域 自 守 性 假设 应 
Axo = (£0, yo, z0) 定 义 一 个 标 度 !(zo) 使 得 对 于 zo < z < zo 十 7， 精确 到 ! 的 三 阶 小 量 ， 下 面 


的 条 件 成 立 : 


u(z) — U(20) 


] 于 平均 速度 场 就 足够 了 ， 要 求 在 每 一 


Z— zo 


U(zo +1) — U(z0) 
实际 上 ， 在 这 个 精度 ， 我 们 有 


=O=% 


依赖 于 zo 和 1， 方 程 (5.119) 第 一 个 方程 也 一 定 


T(z0) 


妹 为 ， 根 据 这 个 假设 ， 上 面 方程 右边 一 定 不 
满足 ， 于 是 ， 由 比例 
T(z0) 
plu(zo +1) —i 


不 依赖 于 zo 的 条 件 ， 也 得 出 了 方程 5.120) 


(oF ~ pe (EF 


o 


对 于 沿 无 穷 大 平面 z = 0 的 压强 梯度 为 零 、 剪 切 应 力 r = pu 恒定 的 平面 平行 流动 ，! 的 


冯 . 卡 门 关系 〈5.119) 加 上 普 朗 特 方程 r = pl? (W) [见方 程 (5.120) ] 给 出 


所 以 ， 我 们 在 此 得 到 平均 速度 的 对 数 方程 


2) = 1 


du\” du 
*) = (5.123) 
n(z — zo) + B. (5.124) 


历史 上 ， 这 个 推导 第 一 次 得 到 了 对 数 方程 。 对 于 平面 渠 或 圆 管 中 的 压强 流 ， 除 了 方 


fir = -kZ Mr = pl? (至 ) ”， 还 必须 使 用 


RAK (5.17) 或 〈5.17?) 。 于 是 我 们 可 以 得 


到 zz(z) 分 布 的 方程 ， 通 过 合适 地 选择 常数 x 对 于 汇 和 管 不 同 ) ， 可 以 和 已 有 的 数据 得 到 令 


人 满意 的 符合 [ 见 ， 例 如 Goldstein (1938)]。 


普 朗 特 、 泰 勒 和 冯 . 卡 门 的 半 经 验 理论 式 基 于 局 域 雷诺 应 力 和 局 域 平 均 速度 场 之 间 存 在 


一 个 关系 的 假设 研究 消 流 问题 的 方法 的 经 


例子 。 试 图 寻找 这 个 关系 的 改进 形式 的 努力 仍 


然 在 继续 ， 见 ， 例 如 ，Lettau (1967)， 那 里 也 可 以 找到 这 个 作者 的 其 他 参考 文献 [Lumley， 


Stewart (1965) 给 出 了 对 Lettau 的 方法 的 批 并 


I 性 讨论 ]。 经 典 理论 在 早期 看 起 来 令 人 满意 主要 


是 因为 它们 几乎 只 和 > 


均 速 度 分 布 的 测量 进行 比较 ， 这 个 分 布 对 所 采取 的 假设 非常 不 敏感 
(特别 是 如 果 理 论 中 有 一 些 必须 从 观测 确定 的 未 定常 数 ) 。 在 进行 更 详细 的 实验 时 ， 很 明 


显 任何 这 类 理论 原则 上 都 是 错误 的 ， 只 能 


IFRI RARMAN. Pin, Schwarz, 


Cosart (1961), Béguier (1965) 和 其 他 人 的 六 


中 ， 剪 切 应 力 为 零 的 点 通常 和 速度 梯度 为 零 


= 
In| 


量 明确 地 表明 ， 在 具有 非 对 称 速度 分 布 的 流动 


的 点 不 重合 。 显 然 ， 这 个 事实 与 所 有 混合 长 和 涡 


黏 滞 理论 矛盾 。 由 这 个 事实 也 可 以 得 到 ， 在 非 对 称 流 动 中 ， 涡 黏 滞 在 某 些 点 必须 取 负 值 。 


这 使 得 涡 黏 滞 的 整个 概念 在 应 用 于 此 类 流动 
的 方式 定义 涡 黏 清 系 数 开 为 开 = Saray FB 
自然 满 流 时 ( 见 ， 例 如 Starr (1968) 关于 这 


时 显得 有 点 奇怪 。 实 际 上 ， 如 果 我 们 以 纯 形 式 
b 么 KK 非常 多 的 时 候 是 负 的 ， 特 别 是 考虑 大 尺度 
个 主题 的 特殊 专著 ) 。 目 前 ， 几 乎 所 有 研究 者 
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都 同意 ， 雷 诺 应 力 不 是 运动 的 


局 域 性 质 ， 


git 
M [Rivlin (1957). 
示 了 经 典 半 经 验 理论 的 

1. Lumley (1967a)、 


Fey B 


WO FIR PAAR | KH ith TL AS ECAP PR 
Moffatt (1967), 
RAIA PEA 
Phillips (1967)4 


而 是 依赖 于 整个 流 场 〈 包 括 起 时 间 历 史 ) 


。 有 很 


Ta 


性 行为 的 连续 介 


他 人 ]。 


Crow (1968) 和 


J 


AEE HEH 连 
消 流 的 这 种 描述 非常 清晰 地 展 


Ne, CRAB 


0 其 人 


i 


模型 
非常 不 同 的 尝试 ， 试 
场 应 变 率 之 间 具 有 非 线 | 


讨论 。 


yE 


间 
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6.1 


AG 
_ pul 
通过 为 雷诺 方程 添加 


还 是 不 能 成 一 个 闭合 


图 改进 雷诺 应 力 的 非 牛 
关系 ) 。 


ey eee 
描述 AM Te 
tert ) 将 在 本 小 节 推导 。 我 们 将 看 到 |， 


项 半 经 验 理 
然而 ， 这 些 


Bie ( 
8 作者 得 到 


衡 方程 及 其 结果 
雷诺 应 力 张 量 的 方程 
E， 我 们 看 到 作为 平均 运动 的 雷诺 方程 


也 人 [也 参见 Kov&sznay (1967) 


| 的 结 


8 剪 切 滑 流 的 一 个 唯一 的 精确 数学 
也 进行 了 一 些 


即 ， 根 据 这 个 理论 ， 应 力 和 速度 
步 


V 


果 只 是 初步 的 ， 在 这 里 不 进 


EEE EDEA 


) 时 间 变 化 的 加 


RR. TEMG 


He 
T 


— 


， 这 对 于 了 和 角 


质 作 一 些 定性 推 
能 密度 〈 或 者 简 自 


edi Ine tA 
论 。 特 别 有 月 
地 说 ， 潮 流 
的 几 个 小 节 将 仔细 考虑 这 个 方程 中 所 有 


LJE 


非常 有 意义 的 ， 


闭合 的 。 自 然 的 做 法 是 
上 助 方程 使 这 个 系统 闭合 。 这 
ne 些 额 外 的 未 知 

) 的 方程 确实 施加 了 新 的 动力 学 限 
因为 它们 人 允许 我 人 


尝试 


上 1 
里 ， 


所 以 


] 对 汕 流 的 性 


H ÉO zE dim it Ae ZI P 


gb 
He Se 


) 的 时 间 变 化 及 = 


方程 ， 描 述 了 涨 落 运动 动 
本 节 接 下 来 


到 DUAL 。 


物理 


意义 的 项 。 


对 于 雷诺 应 力 方程 的 推 
出 的 写 出 矩 量 方程 的 一 般 方法 
缩 流体 满 流 的 NN 个 不 同 或 相同 的 流体 动力 学 变量 ，z1, wo, ..., 
。 在 此 情形 ，N 阶 和 矩 量 对 时 间 的 导数 


压 
域 中 


个 不 同 或 相同 的 


Br uk (x1, HQ, +85 


(因为 平均 和 微分 的 顺序 可 


at 


ayy 


Birisin (x1, LQ, wees 


ra 


导 ， 我 们 可 以 使 用 Keller, Friedmann (1924) 4 
[也 参见 Keller (1925)]。 


A 


Pur, u2, ,UN 为 不 可 
ZN 是 流动 区 


以 反 过 来 ) 可 以 写 为 


rN,t) = u(x, t)ug(ae,t)...un (ay, t) 


(6.1) 


ðu (#1, t) 


Ug(ag,t)...un (ay, t) 


+u (#1, t) 


Oug (£2, t) 


OE UN (@N,t) +... 


U1 (#1, t)ue(xa, t).. 


Oun (an, t) 
Ot 
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现在 足以 借助 相应 的 流体 动力 学 方程 消去 方程 〈6.2) 右边 的 所 有 时 间 导 


数 。 RERE E Buu.. un (TP1, L2, -5 TN, HFN TE, 把 总 Bijus unlU bara 


示 为 流动 变量 及 其 空间 导数 的 矩 量 的 组 合 。 


当然 ， 这 个 方法 也 可 以 应 用 于 非 平 均 量 。 所 以 ， 例 如 ， 把 纳 维 -斯 托 克 


斯 方程 (1.6) WATT EZ puu = pu; oy + puj 2 我们 得 到 


Opuius o 
Het Be low + (puidja + Puyoia)] = 
Die. Aüs Ou; Oui 
= (pi, X; De Eg ia + Tjan 
pa ety )+P (Fe 5 ) ¢ Ora 人 


(6.3) 


其 中 0 = (GH + JA EAR RTA TICE. BL, RES, X 


于 动能 密度 我 们 得 到 


o 
=r ea (Eua + Pua 一 UBC ap) = PUaX q 一 pe, 
a 


ey dua = Oua Oug 2 
P L Drg 0x8 ~ Oro 


(6.4) 


表示 《单位 时 间 单 位 体积 流体 ) 动能 的 比 耗 散 率 。 方 程 (6.4) 左边 括号 中 


的 表达 式 给 出 了 能 流 密度 ， 这 是 由 流体 粒子 位 移 导 致 的 直接 能 上 


a 441 iz All Hs 


力 和 分 子 内 摩擦 力 作用 产生 的 。 然 而 ， 方 程 6.4) 右边 表明 ， 任 意 体积 流 
体 的 总 动能 变化 不 仅 因 为 能 量 通过 边界 流入 或 流出 和 压力 和 作用 于 边界 的 


黏 沛 摩擦 的 作用 ， 还 因为 体 作 用 力 和 能 量 耗 散 效应 的 作用 ， 这 导致 部 分 动 


能 转化 为 热量 。 


现在 ， 我 们 不 使 用 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 ， 而 是 使 用 雷诺 方程 ( 


Opt; O ay ete, 二 
人 F Du a + pujuy + Boia — Cia) = pXi 


5.1), 


(6.5) 


xy, tK 
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并 考虑 p = 常量 和 名 = 0。 我 们 以 类 似 的 方式 得 到 下 面 的 张 量 pai 的 方程 


o 
a [00i je + puu T; + pu uly ul Ui 十 
(Dija T: DUjbia) 一 es 十 UjTia)] = 


(6.6) 

特别 地 ， 对 于 平均 运动 的 动能 密度 已 = pagas BAAS 

at Dn, este T PpUaUgUp + pla 一 Up op) = PUgXaq— pes + PUqus Ora 
6.7 


N 
IT 


oug _ pY OUa | OUg 2 
Can Oe eS 2o | 2 


表示 分 子 夯 滞 作 用 下 平均 运动 能 量 的 耗 散 率 。 在 略 去 右边 最 后 一 项 (我 们 
后 面 详细 考虑 ) 后 ， 这 个 方程 所 有 项 的 物理 意义 类 似 于 方程 (6.4) 对 应 
的 项 。 我 们 注意 到 平均 运动 的 能 流 密度 ， 除 了 描述 能 量 输 运 的 分 子 黏 滞 力 
的 rs5ug 项 ， 还 含有 PURU5a6， 描 述 了 “ 涡 攻 滞 ”作用 导致 的 相关 能 量 答 运 
过 程 。 


对 方程 (6.3) 平均 然后 逐 项 减 去 方程 〈6.6) ， 我 们 得 到 所 需 的 雷诺 应 
力 张 量 的 方程 : 


Opuiw 
Ot 


O = = 
十 Fang P UU + puu us + (Pulso + plui dia) 一 (ular, 十 TER 


Ou Du/ 
PEX, + PX +v ( cas i) - 
Ox; = Ox; 


d! ou, Eg Ou; ulu m 十 
ia pra lia Axe 0 


(6.8) 
这 个 方程 也 可 以 通过 首先 写 出 速度 张 量 w = wi — UNAS CST 
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第 i 个 纳 维 -斯 托 元 斯 方程 和 雷诺 方程 的 差 ) 


o A / — / / / 

p= gg (PUiva + Plat; + puiua — pulul, + p'bia — Fig) = PX; (6.9) 
然后 应 用 方程 (6.2) 于 中 ， by Full, = -irt DTAS al 我 们 马上 看 
到 ， 除了 平均 速度 五 和 雷诺 应 力 Puzi ul» 方程 (6.8) 还 含有 一 些 新 的 未 知 


il 


量 。 这 些 新 的 未 知 量 首 先是 三 阶 中 心 矩 rule Jest OLE 
(A231 SBS PMEIRUY, HELa Sch, AN ABEL EM 


jo Di 


力 表示 ， 第 三 是 形 形式 为 PW 和 py Se 的 压强 和 速度 场 的 联合 = BY ef BY E 
(1.9') WLS WW SB tu (al, thu (at) 的 积分 。 所 以 ， 雷 

方程 (65) 和 雷诺 应 力 的 方程 68) 还 是 没有 形成 闭合 系统 。 现 在 ， 如 
果 我 们 尝试 借助 方程 6.8) 中 出 现 的 新 的 未 知 量 的 方程 闭合 这 个 系统 ， 以 
三 阶 矩 oVw 必 玖 开始 ， 那 么 这 些 方程 会 引入 很 多 其 他 新 的 未 知 量 [ 例 如 四 阶 


AE pululul u Mpu u Reus mul, 类 型 的 三 阶 矩 ， 见 Chou (1945a)] 并 且 未 知 
量 的 数量 和 广 程 数 量 IRE, Pr DA Sy E E re TE 7 PE Be 188 FE 
MTI SFA iia) NY) AAT EAL 


同样 容易 的 是 推导 出 现在 方程 (5.7〉 中 3 的 灌流 流量 g; = plu, i) A 
程 。 只 需要 使 用 % = 3 一 3 的 方程 加 上 方程 (6.9) 。 这 些 流量 矢量 gq; 的 方程 
非常 类 似 于 方程 6.8) 。 它 们 也 含有 一 些 新 的 未 知 量 ， 使 得 我 们 无 法 得 到 
一 个 闭合 系统 。 


当然 ， 我 们 可 以 借助 某 种 额外 假设 将 方程 〈6.8) 中 的 “新 未 知 量 ” 用 一 阶 和 矩 和 二 阶 
和 矩 于 和 邮 邮 表示 ， 从 而 尝试 使 方程 6.5) 和 (6.8) 的 系统 闭合 。 这 些 尝 试 实际 上 包含 了 
“洪流 的 半 经 验 理 论 ” 的 新 变量 ， 和 5.9 节 中 考虑 的 理论 的 不 同 仅 在 于 这 里 假设 的 关系 结构 
更 复杂 。 这 些 更 复杂 的 半 经 验 理 论 已 经 被 很 多 作者 在 不 同 的 时 候 提 出 ， 这 里 我 们 仅 考 虑 

小 部 分 。 致 力 于 方程 6.5) 和 《6.8) 系统 闭合 的 问题 的 第 一 个 工作 使 Zagustin (1938)。 然 
后 是 Kolmogorov (1942) 的 短文 ， 其 中 江 流 由 两 个 基本 参数 ， 强 度 和 尺度 参数 表征 量 
平衡 方程 的 所 有 项 都 由 它们 表示 。 后 一 个 方程 是 从 方程 〈6.8) 推 得 的 。[Prandtl (1945) 后 
来 提出 了 一 个 类 似 的 想法 。] 沿 着 Kolmogorov 的 工作 ，Nevzglyadov (1945a, 1945b, etc.) 提 
出 了 一 些 关于 方程 (6.5) 和 (6.8) 系统 闭合 的 不 同 假设 。 特 别 地 ，Chou ( 周 培 源 ) 是 
第 一 个 尝试 除了 方程 (6.5) 和 (6.8) ， 使 用 三 阶 矩 Wu 方程 的 人 ， 随 后 出 现 的 四 阶 
和 矩 viubu 借 助 四 阶 速度 积累 量 为 零 或 相关 的 假设 消去 。 最 后 ， 在 20 世 纪 50 年 代 和 60 年 
代 ， Rotta (1951b, 1951c) 和 Davidov (1958, 1959a, 1959b, 1961) 的 工作 出 现 了 ， 我 们 将 更 
详细 地 讨论 ， 以 便 通 过 具体 的 例子 展示 这 些 研究 的 一 般 特征 。 


Rotta 对 于 平均 速度 1 (zs) 在 每 个 地 方 都 沿 Ozi 轴 并 且 没 有 外 力 的 稳 态 汕 流 考虑 了 方程 
(6.5) All (6.8) 。 为 了 简单 ， 他 假设 方程 6.8) 左边 括号 中 描述 “雷诺 应 力 输 运 扩散 ”的 
项 在 一 阶 近 似 可 以 忽略 ， 仅 考虑 湛 流 或 多 或 少 均匀 的 流动 区 域 。 于 是 临近 区 域 中 满 流 量 的 
输 运 起 的 作用 很 小 。 此 外 ， 和 Kolmogorov (1942) 和 Prandtl (1945) 的 工作 一 样 ， 假 设 满 流 
可 以 由 其 强度 〈 比 能 量 ) b = TATA = 和 尺度 !〈 描 述 满 流 扰动 平均 尺度 的 长 度量 纲 的 
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SS 


mp 
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量 ， 和 普 朗 特 的 “混合 长 ”类 似 ) 描述 。 为 了 计算 物理 量 p/ 3 + get)» Rottailt#Chou 
(1945a, 1945b)， 使 用 了 压强 涨 落 满足 泊 松 方程 〈1.9) 《于 是 可 以 写 成 和 方程 (1.9') 有 关 
的 形式 ， 被 积 函数 是 两 个 被 加 数 的 和 ， 其 中 一 个 依赖 于 平均 速度 本 (zs)， 另 一 个 只 含有 速度 
涨 落 ) 的 事实 。 pr ik + mat ) 第 一 个 被 加 数 的 贡献 可 以 写 为 平均 速度 分 布 mtza) 各 阶 导数 
的 序列 ， 系 数 是 两 点 二 阶 速度 卸 的 积分 。 这 些 系数 满足 从 连续 性 方程 推导 出 来 的 代数 关系 ， 
可 以 近似 用 雷诺 应 力 和 长 度 ! 近 似 表示 。Rotta 确 定 了 第 二 个 被 加 数 的 贡献 ， 它 依赖 于 两 点 三 
ME, Ep (Se + E) ， 平 均 速度 恒定 。 他 也 提出 借助 假设 的 关系 式 〈 被 某 
些 定性 考虑 证 实 ， 见 下 面 6.2 节 的 脚注 


Ou, Ou! i? Pi 2 
/ a 了 | = ‘ul. — —pb6;; A 
p (= a) EE Gz ae i) (6.10) 


计算 它 ， 其 中 ci 是 一 个 数值 系数 ， 从 数据 确定 。Rotta 提 出 使 用 类 似 的 假设 关系 式 


Y 


,Ou ,Ou puu; pb? 

Tia Bz -Tja Ory i af 

其 中 cs 和 cs 是 新 的 数值 常数 ， 用 于 计算 方程 (6.8) 右边 含有 黏 滞 的 “ 耗 散 项 ”。 使 用 这 
HEAT, 方程 (6.5) 和 “(6.8) 使 得 我 们 可 以 确定 各 个 雷诺 应 力 和 平均 速度 梯度 的 比值 ， 
且 得 到 某 些 其 他 可 以 用 实验 验证 的 结果 。 合 适 地 选择 参数 ci, ca,cs， 这 些 结果 被 证 明 
和 Reichardt (1938) 和 Laufer (1951) 在 渠 中 测量 的 满 流 特性 符合 得 很 好 。 在 他 的 第 二 篇 文章 
H, Rotta (1951c) 除 了 方程 (6.10〉 和 “(6.11) ， 还 提出 了 尺度 /的 时 间 和 空间 变化 的 微分 
方程 ， 从 而 得 到 了 对 实验 事实 更 复杂 的 解释 。 
Davidov 发 展 了 一 种 更 详细 的 半 经 验 地 闭合 方程 (6.5〉 和 “(6.8〉 的 方法 。 在 他 的 工 

作 中 ， 和 Rotta 的 工作 不 一 样 ， 只 忽略 了 方程 (6.8) 左边 描述 压强 涨 落 导致 的 雷诺 应 力 
HIT GL (Pup bia + PG ? 方程 (6.8) ABAN RB ATT AEAU, + 


oy Pl Lash. 第 项 用 雷诺 应 力 的 项 表示 ， 而 Davidov 提 出 取 第 二 项 等 于 2pe1617 


Ou’, Ou’, 


《由 于 小 尺度 运动 各 向 同性 ， 我 们 将 在 本 书 第 2 卷 详细 讨论 ) ， 其 中 e = yo Oa He tin 
的 一 个 新 的 基本 特征 量 ， 收 到 定义 的 限制 。 为 了 确定 方程 (6.8) 右边 含有 压强 的 
项 ，Davidov 使 用 了 方程 


/ow 6wN af = 2 1 
/ ae J = fal. bd; j B; j Baaðij ’ 12 
4 & 7) ag (a 3e :) ( ”3 ) a 


Ac ee Hs BAT FE (6.10) PAB Ma AK], Bist SPH RANK, H 
平均 速度 、 平 均 速度 的 导数 和 雷诺 应 力 表达 。 这 个 张 量 描述 了 刚性 壁面 附近 边界 层 中 速度 张 
量 的 各 向 异性 。” Ibh IFEN Epu uu, KATTE 6.8) 的 方程 的 推导 进行 了 更 激 


big, (6.11) 


aš 


= 


17 例 如 ， 在 平面 刚性 壁面 z3 = 0 上 方 的 流动 的 情形 ， 合 理 的 是 假设 Bij = dpedizd;3, 
He = &, 是 满 流 能 量 平均 耗 散 率 (通常 方便 的 是 使 用 e1〉，d 是 一 个 无 量 纲 常量 。 这 个 人 
设 被 Monin (1965) 特 别 用 于 热 分 层 流 体 的 边界 层 流动 中 。Monin 考 虑 了 所 有 了 七 个 非 零 二 阶 
iu? ul? uR uug Tu 和 7 的 所 有 方程 《基于 布 西 涅 斯 克 方 程 ) 。 在 这 些 方程 中 ， 
忽略 所 有 描述 汕 流 输 运 〈“ 扩 散 ”) 的 项 ， 借 助 下 面 的 假设 公式 〈 和 方程 6.12) AX) 


Or 


JAA ul T RN E Pp (OT /xi) 形式 的 项 。 


> a 并 


NI 


_ E aay E m2) 1/25. 
dı peut” d2 b172 p(T?) ĝis. 
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烈 的 简化 ， 所 有 含 黏 滞 系 数 的 项 以 及 速度 的 四 阶 积累 量 都 被 忽略 了 。 此 外 ， 有 ua SP 
式 的 被 加 函数 的 对 称 组 合 蔡 换 为 表达 式 co 呈 好 tt 赂 ， 其 中 co 是 另 一 个 经 验 系数 。 最 后 ， 为 了 
确定 cl ，Davidov 首 先 提出 一 个 特殊 的 “ 输 运 方程 ”， 除 了 si， 只 含有 速度 场 的 一 、 二 、 三 


阶 矩 。 然 而 ， 后 来 他 驶 斥 了 这 一 点 [| 见 Davidov (1961)] 并 把 它 蔡 换 为 这 种 形式 的 方程 


SA 


I 地 


0 ð é Oa a | Et O07 e1 
a Ota) az Pag b OraOra’ 


(6.13) 


中 cs 是 第 三 个 经 验 系数 ，ye = vu, e Ek = 1,2,3 是 三 个 额外 的 未 知 量 。 现 在 ， 为 了 


使 系统 闭合 ， 必 须 写 出 yx 的 方程 。 这 可 以 基于 wi 的 方程 (6.9) 借助 一 般 规则 (6.2) 进行 。 
在 大 量 简化 后 ， 再 次 使 用 某 个 假设 的 关系 ， 上 面 这 些 方程 简化 为 下 面 的 形式 ; 


0 _ ð Dr -ôe 2 OULU sl 
(2 tuaz) Ye + Ya Bi | upu ° Or, | 951 Ora r C4 5 Vk 0. (6.14) 


FDA, RRAHIN A SS RL 23 TAR A ET, ual, sl 和 ?的 23 个 准 线性 微分 
方程 系统 ， 含 有 四 个 经 验 系数 ， 它 们 的 值 可 以 基于 例如 Laufer 的 测量 来 估计 。 这 个 系统 更 严 
格 的 验证 需要 特殊 的 实验 ， 其 中 所 有 涉及 的 未 知 量 都 要 仔细 测量 。 到 目前 未 知 ， 这 些 实验 显 


然 从 未 做 过 。 


6.2 ita 流 能 量 平衡 方程 

就 像 总 动能 EE 的 方程 (6.4) 从 方程 (6.3) 得 到 一 样 ， 我 们 可 以 从 方程 
(6.8) 对 i = j 求 和 后 得 到 下 面 的 涨 落 运动 动能 的 平均 密度 Bl = 地 pu 的 
方程 : 


ðE, ð — 1 _ —— Iug 
I Ot | One (zi, + 5 Pua ue Ua + pul, 一 wer) = pu Xa — pEr- punu Iz, 
(6.15) 

其 中 


ðu’, Ow uN? 
B pV u; J 
E. > 
per a = 2 & =| 


FETT IZ ON Bi hit BE HE BU PER. AST An tS PA ek eS h 
JPRS. RRA. ABBE Ch Pailin) IAR mia” CBN GE 
RENARD, Spuljulul,) IZ Wait BE RE AUR RET EE. EFE IA Be 
右边 出 现 的 


1 


= 0u 
A= -oui g (6.16) 


项 相反 的 符号 描述 了 平均 运动 和 涨 落 运动 互相 的 能 量 交换 。 后 面 我 们 将 仔 
细 讨 论 这 一 项 的 值 。 

方程 (6.15) 是 汕 流 的 一 般 能 量 平衡 方程 。 它 表明 ， 流 动 中 一 个 给 定点 
除 的 油 流 能 量 密度 可 能 随 流 体 中 不 同 部 分 的 满 流 能 量 输 运 〈( 即 ， 满 流 能 量 


6. 能 量 平衡 方程 及 其 结果 


扩散 ) 、 外 力 涨 落 的 作用 、 笑 灌 能 量 耗 散 以 及 部 分 平均 运动 能 量 转 换 为 油 
流 能 量 或 者 反 过 来 ， 部 分 消 流 能 量 转换 为 平均 运动 能 量 而 变化 。 当 然 ， 这 
个 方程 中 的 汕 流 能 量 也 可 以 蔡 换 为 消 流 强度 〔 即 ， 替 换 为 单位 质量 流体 的 
清流 平均 动能 ) 5 = Be = #5。 如 果 现在 我 们 用 符号 多 = 2 +u K 
示 对 平均 运动 的 一 阶 导数 ， 那 么 因为 鲍 = 0， 所 以 方程 (6.15) 可 以 简化 
为 这 种 形式 


—— OU a] 1 1 ðu, Ou — 
= —ul u’ 元 E wguguh 一 zP “a + vu} ( ; + = +u Xh. 
a a 


(6.17) 
能 量 平衡 方程 (6.15) BK (6.17) 在 这 个 意义 上 使 雷诺 方程 完备 ， 它 对 
汕 流 的 统计 特征 施加 了 另 一 个 重要 限制 。 的 确 ， 它 限制 了 不 出 现在 雷诺 方 
ET 然 
m. 方程 (6.17) 中 含有 这 些 新 的 未 知 量 的 项 的 物理 意义 相当 清晰 。 这 
于 把 它们 近似 用 更 简单 的 特征 量 表示 有 很 大 的 帮助 。 此 外 ， 在 很 多 情形 ， 
例如 ， 如 果 汕 流 几 乎 是 空间 均匀 的 ， 那 么 在 一 阶 近似 下 可 以 忽略 描述 ; 
流 能 量 扩散 的 项 ， 因 为 这 里 能 量 的 空间 输 运 只 起 很 小 的 作用 。Kolmogorov 
(1942) 首 先 提出 使 用 能 量 平衡 方程 使 雷诺 方程 完备 。 
让 我 们 从 包含 压强 涨 落 的 项 开始 ， 更 详细 地 考虑 满 流 能 量 平衡 方程 
中 的 各 项 。 在 及 的 一 般 能 量 平衡 中 ， 这 些 项 不 重要 。 如 方程 (6.15) 和 
(6.17) 所 示 ， 对 于 不 可 压缩 流体 ， 压 强 涨 落 只 会 导致 额外 的 满 流 能 量 从 流 
体 中 某 些 部 分 输 运 到 其 他 部 分 。 所 以 ， 如 果 我 们 考虑 一 团 流体 ， 通 过 其 边 
界 没 有 向 内 或 向 外 的 汝 流 能 量 流量 ， 压 强 涨 落 一 般 对 这 团 流体 的 总 潮流 能 
量 的 变化 没有 影响 。 此 外 ， 假 设 压强 涨 落 对 满 流 能 量 流量 密度 的 贡献 在 很 
多 情形 相对 较 小 似乎 是 合理 的 。 然 而 ， 这 些 涨 落 在 满 流 中 起 到 了 非常 重要 
的 作用 。 特 别 地 ， 考 虑 物理 量 B; = lou? (不 对 i 求 和 ) ， 它 是 沿 坐标 轴 的 
平均 动能 涨 落 密度 。 对 于 这 些 物 理 量 ， 假 设 X/ = 0， 方 程 6.8) 可 以 简化 
为 这 种 形式 


> 


II 
> 
© 
D 

a 
a 


ð 1 OE; 
+ gee (Bite + 3 us, + plu dia — V =) p' 3 


= du; \? 
pei => Jz >0. 


物理 量 pEi; 可 以 定义 为 EEEH “FEA” o 《如 果 雷 诺 数 钙 够 大 ， 由 于 
小 尺度 运动 的 各 向 同性 ， 这 些 “ 部 分 耗 散 ”都 等 于 pge/3， 见 本 书 第 2 卷 
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第 8 章 。) 
为 了 明确 ， 


仅 依 赖 于 zs) 。 


现在 让 我 们 假设 ， 平 均 运 动 平行 于 Oxi 方程 (故而 Vo = 
za 二 0) ， 并 且 淇 流 在 Oz1 和 Oxo 方向 是 均匀 的 ( 即 ， 淇 流 的 所 有 平均 特性 
使 用 连续 性 方程 芝 s = 0， 我 们 可 以 把 方程 (6.18) 重 写 为 


这 种 形式 

OP “ap o G u!Zu! 79 Us ,Ous E€ ulu 一 OU a 

Bt ara \2F Vpr A CO Cas 

OE SO Ue Pe oe Nang ee 

Ot Ora3a (2 ”2 3 0x3 Ox i 

dE; 8 [izr 0i ðu 

aD (So +r “ney eo Ong. S 

(6.19) 

方程 (6.19) 表明 py/ O22 Alp 343 HAR TB aR A E E RIR AB By IB 
互相 交换 。 此 外 ， 从 这 些 方程 可 以 明显 看 到 ， 纵 向 涨 落 的 能 量 可 以 由 平均 
流动 的 能 量 维持 [这 个 过 程 由 方程 (6.19〉 的 第 一 个 方程 的 -puiwws 物 ; 描 
述 |， 但 横 癌 涨 落 的 能 量 仅 能 通过 纵向 涨 落 能 量 来 增加 。 实 际 上 ， 如 果 我 们 


aie 个 稳 态 情 形 ， 即 我 们 假 设 
间 区 域 V OA iin Tit HET E 


Uy | 


所 以 平均 运动 的 能 量 实 


过 其 边界 ) 积分 ， 


~ 
Ox 


oe = 0 并 对 方程 


我 们 得 到 


Fa, 
oe = a Es3dV 
V 


(6.19) 的 所 有 方程 在 空 


>0, 


pf mav=0 | sav >o 
V V 


(6.20) 


Bas ER ee E IE i aAA TK Yul,» M B e ik 


落 忆 和 ww 是 通过 压强 涨 落 


性 。 


为 了 得 到 从 纵向 速度 涨 落 输 运 全 


注意 到 


的 作 月 


目 从 纵向 速度 涨 落 获得 能 量 。 
导致 了 能 量 在 不 同方 向 涨 落 运 动 之 间 的 再 分 配 ， 使 得 涨 落 运动 趋 于 


于 是 ， 后 者 


(fA) J 


向 同 


量 到 横向 涨 落 机 制 的 清晰 图 像 ， 我 们 


压强 涨 落 和 纵向 速度 涨 落 的 收敛 〈 发 散 ) 之 间 有 正 
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相关 。 换 名 话说 ， 沁 的 收敛 导致 正 的 压强 
涨 落 主 导 。 同 时 ， 正 的 压强 涨 落 主 要 导致 横 


压强 
FS tik 


入 一 定 


ii 


的 压强 涨 落 ， 并 且 这 个 压强 
件 9 = 0 一 致 
速度 


k 落 主导 ， 那 么 即使 平均 速度 为 堆 


江上 


NE 


过 消耗 它们 的 


Ab TE 


能 量 形 
ait KTR 
一 般 来 说 ， 如 果 有 ww > uM? > ule, WERO HN 
， 上 压强 涨 落 的 符号 也 基本 上 由 令 


LE 涨 落 主导 ， 而 w 的 发 射 导致 负 的 
ABU, Alu A, Ti 
k 落 导致 收敛 。 Ges oui 
定 是 这 种 情况 。 于 是 在 它们 之 间 的 区 域 会 
首 大 会 A 


AA 


~ 


那 
(IE 


ER 


Bil 


bp 近 


流体 元 沿 Ozi 方 向 收敛 还 是 发 散 决定 。 于 是 这 里 六 六 是 负 的 ， 压 强 涨 落 会 


倾向 于 使 速度 的 各 个 成 分 均等 [ 

清流 的 例子 计算 了 压强 涨 落 ]。 
现在 让 我 们 考虑 4 = —pul, 

运动 和 涨 落 运动 之 间 的 能 量 交 


Z Be Be S 
Al 

能 

E. 

EEN 


EA 
里 
密度 能 量 


量 密度 会 消耗 涨 落 能 量 
这 需要 更 多 仔细 的 分 析 。 


a 


换 。 在 4 > 0 空 
会 消耗 平均 运动 能 量 而 增加 。 如 果 反 过 来 ，4 < 0， 那 么 平均 运动 的 能 


而 增加 。 眼看 来 是 自 相 矛盾 的 ， 


见 ， 例 如 Batchelor (1949a), 


qb 5 


它 在 能 量 平衡 方程 
间 的 一 个 给 定点 ， 


unus gue BH 


那里 使 月 


后 一 种 可 能 性 第 


方程 (6.15) 表明 ， es a 


ob 


pt 


MRA TEHA T im 


中 稳 态 的 维 
(6.20) ] 。 


持 仅 在 4 对 整个 体积 
特别 地 ， 我 们 在 管 


各 全 
=e 


明 


用 ŒE 
平均 运动 能 量 的 转换 。 在 这 些 条 件 下 ， Wi 
J[ 见 ， 例 如 方程 
和 边界 层 中 不 可 压缩 流体 的 流动 《入 流 
具有 低 的 “初始 满 流 ”)〉 中 碰 到 这 些 条 件 ， FOF puu, A Fe 的 直接 测量 表 
通常 来 说 ，4 在 消 流 中 所 有 点 都 是 


FP 的 


量 内 流 的 空间 内 唯一 可 能 的 淇 ; 


LAG 


均匀 


描述 了 平均 
这 点 


的 潮流 


流动 ， 


量 源 


FH 


积分 为 正 的 条 件 下 是 可 能 


aR 


= 


IER Ce 


> 


WHEE 


PREF)» 


QA, WARM A ARLE “Sb 


» Sb. 


HG 时 


这 和 5.8 节 中 的 精度 半 经 验 理 


H 


源 ， 例 如 ， 如 果 它 是 流体 人 为 混合 


导致 的 ， 或 者 在 可 压缩 流体 的 情形 ， 如 果 它 由 于 热量 流入 导致 存在 密度 


分 层 而 出 现 ， 那 么 


就 个 能 大 除 


清流 能 


即 4 < 0 的 可 能 性 。 这 正 是 地 球 
们 必须 通过 汕 流 理解 所 谓 


18 这 些 论证 证 


u2) ~ 


实 了 这 个 假设 ，p/ p34 一 定 包含 
~ (4 — uP?) 的 项 。 我们 进一步 注 


大 气 环 流 尺度 大 气 灌流 的 情形 。 


正比 于 方程 (6.10) 和 (6.12 


Ug 


ðu; 
Ox; 


al 


如 方程 〈6.10) 和 (6.12) 所 述 。 所 以 自 


EBAI Fp (Sat +  ) 的 张 量 特性 ， 


Ou; 
Oz; ~ 3uju; = 2bôij, 


AENA] 


压强 涨 落 引 入 了 对 总 pu 


p> 的 贡献 ， 正 比 于 


Wells 


BL 


PRA EM i A j 的 绝对 值 减 小 。 


Eat 
puu; ? 


a? 


量 转换 为 平均 运动 能 量 的 可 
在 此 情形 我 
BMF (macroturbulence) ， 即 车 加 在 规则 的 
大 气 环流 上 的 气旋 和 反 气 旋 的 不 规则 大 尺度 运动 的 总 和 。 


) 中 


(其 


能 性 ， 


统计 描述 这 种 宏 


RET 
Uy 一 


= 


自动 得 到 
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Whim t HY AZ FE Defant (1921) 首 先 提 出 的 。 在 大 气 环 流 的 条 件 下 ， 个 别 的 
“ 满 流 扰动 ”( 气 气旋 和 反 气 旋 〉 完全 可 以 由 局 部 热量 流入 所 引入 的 能 量 
产生 ， 而 之 后 ， 它 们 的 一 部 分 能 量 也 可 能 转移 到 大 气 环流 的 平均 流动 中 。 
很 久 以 前 ， 地 球 物 理学 家 通过 研究 整个 大 气 的 能 量 、 动 量 和 角 动 量 平 衡 
的 数据 得 出 结论 ， 如 果 不 假设 在 某 些 大 气 区 域 ， 扰 动能 量 转换 为 平均 流 能 
量 ， 就 无 法 解释 观测 结果 [ 见 ， 例 如 Rossby (1948) 的 综述 文章 ]。 人 们 随后 对 
这 种 能 量 转换 的 可 能 性 进行 了 理论 分 析 [ 见 ， 例 如 Lorenz (1953)， 其 中 给 出 
了 确定 4 符号 的 条 件 ]。 最 后 ， 我 们 注意 到 ， 对 于 构成 大 气 环流 的 流动 ， 很 
多 作者 基于 方程 《6.16) ， 根 据 气象 观测 数据 直接 计算 了 4 值 。 而 且 ， 在 很 
多 情形 ， 实 际 上 发 现 4 < 0。 关 于 这 一 点 ， 见 ， 例 如 Monin (1956c)、Gruza 
(1961) 以 及 特别 是 Starr (1968) 的 专著 ， 所 有 这 些 文献 都 含有 大 量 额 外 书 
目 。 

和 方程 〈6.15) 的 推导 类 似 ， 我 们 可 以 得 出 被 动 外 加 物 〈 或 温度 ) 的 浓 
度 的 平均 平方 涨 落 〈 即 方差 c3 = (0-0)? = 02) 的 平衡 方程 。 这 个 方程 具 
有 如 下 形式 : 


ae PoE OR 


age aves a (ur 
u 


是 由 于 分 子 扩散 作用 导致 的 平均 平方 涨 落 哆 的 平均 减 小 速率 〈 这 个 量 通常 
被 称 为 浓度 或 温度 耗 散 ) 而 尽 是 在 给 定点 % 的 外 源 的 强度 涨 落 〈 例 如 ， 辐 身 
内 流 以 及 当 % 为 大 气温 度 时 ， 由 于 水 的 相 变 导致 的 温度 升 高 ) 。 这 个 方程 中 
的 4 = U T 22 aR TE 〈 或 温度 ) 的 湛 动 流量 和 平均 浓度 温度 ) 
梯度 的 相互 作用 导致 的 平均 平方 涨 落 克 的 产生 。ze 介 2 描述 了 平均 运动 导 
致 的 2 的 平移 。 括 号 中 的 表达 式 给 出 了 分 子 扩散 和 洪流 扩散 导致 的 93 的 流 


三 
sy BR EF 
FB i/o 


6.3 ” 黏 滞 和 热 扩 散 的 一 般 概念 


在 5.1 节 对 平面 平行 流 的 情形 引入 了 涡 竹 清 。 这 在 第 5 节 后 面 多 次 用 于 描 
述 简单 的 实验 室 消 流 《特别 参见 5.9 节 ) 。 现 在 我 们 将 展示 类 似 的 系数 如 何 
可 以 对 任意 三 维 流 动 定 义 。 

让 我 们 假设 消 流 仅 由 于 部 分 平均 流动 能 量 转移 到 小 尺度 扰动 能 量 中 
而 产生 ， 即 由 于 4 是 正 的 。 合 理 的 是 考虑 在 此 情形 ， 满 流 的 所 有 统计 特征 


6. 能 量 平 衡 方程 及 其 结果 


(特别 是 雷诺 应 力 ) 一 定 依赖 于 平均 速度 场 。 然 而 ， 对 于 平均 运动 ， 雷 
诺 应 力 类 似 于 流体 层 流 中 的 黏 滞 应 力 。 所 以 ， 如 果 平均 运动 具有 流体 作为 
刚体 的 整体 运动 特征 ， 即 如 果 它 没有 应 变 ， 那 么 自然 的 是 假设 作用 于 流体 
中 任意 选 定 面 元 的 雷诺 应 力 沿 这 个 面 元 的 法 线 方向 。 但 是 在 那 种 情形 ， 张 
量 pwiw 是 各 向 同性 的 : pull. = c6i;， 其 中 c = ipu u, = pb. Tie, mii 
能 量 ， = pote WRU X LIMO ERR. AT, MRENE S ERAR 
子 的 相对 位 移 ， 那 么 应 力 r0) = putt 显然 一 定 依赖 于 平均 速度 导数 。 我 
们 限制 于 平均 速度 梯度 相当 小 的 情形 ， 有 可 能 在 一 阶 近似 下 仅 考虑 一 阶 导 

数 各 :并 假设 r) 对 这 些 导数 的 依赖 是 线性 的 。 这 个 想法 是 尝试 引入 涡 系 数 
aren 


E 成 了 一 个 对 称 张 量 ， 所 以 它们 对 导数 名 i 的 依赖 一 
RAKE AY PE manga 成 一 个 对 称 张 量 ， 但 由 aa 
fee im = a +, 它 表 征 了 平均 流体 运动 对 刚体 运动 
的 偏离 。 TE: 自然 的 是 考虑 p20 是 张 量 Bij; 的 线性 函数 ， 在 Bi;; = 0 时 变 
为 3pbp6ij 。 这 个 线性 函数 的 系数 是 “ 涡 符 沿 ” 系 数 。 


我 们 知道 分 子 秋 滞 系数 yz 和 1/ 是 通过 关系 式 v ~ Umm V ~ pumlm 与 分 
子平 均 速度 wu, 和 平均 自由 程 ;, 相 联系 的 。 我 们 可 以 假设 对 于 涡 颖 滞 系 数 存 
在 类 似 的 关系 式 ， 其 中 相应 的 无 序 清流 运动 的 特征 量 起 到 了 wi 和 4 的 作 
用 。 很 明显 ， 速 度 涨 落 的 均 方 根 ， 即 Vb 就 是 类 似 于 ww 的 特征 量 。 然 而 ， 我 
们 必须 使 用 满 流 长 度 标 度 ! (描述 了 汝 流 元 保持 其 完整 性 所 可 以 位 移 的 平均 
距离 [ 即 普 朗 特 的 “混合 长 ”， 和 “关联 长 度 ” 同 量 级 ， 借 助 (4.75) 形式 
的 方程 从 空间 关联 函数 得 到 ]) 蔡 代 jm。 汕 流 在 不 同方 向 可 能 有 不 同 的 长 度 
标 度 ， 因 为 它 当 然 有 可 能 是 非 各 向 同性 的 。 所 以 ， 严 格 来 说 ， 在 流动 的 每 
一 点 必须 定义 一 个 长 度 标 度 椭 球 ， 即 必须 给 出 一 个 2 秩 的 长 度量 纲 的 对 称 张 
量 〈 标 度 张 量 ) 。 于 是 Mi = pKi; = polij CAR WAR. AIK IF 
考虑 应 力 张 量 的 对 称 性 ， 我 们 可 以 假设 


a 


a 1 
puu = 3 bis 一 5 PV Blin Bag + ljgPoi)- (6.21) 


这 个 方程 是 Monin (1950b) 提 出 的 。 可 以 认为 它 是 一 个 更 半 经 验 的 假设 ， 类 
似 于 在 5.9 节 中 引入 的 那些 假设 。 当 然 ， 张 量 pwuiw 和 Bij 之 间 的 最 一 般 的 线 
性 依赖 关系 具有 这 种 形式 


—— 2 
puu; = Pbi; — PKijaptap, 


其 中 Kija6 是 4 秩 张 量 ， 对 于 27 和 ao, BOR, WEAK 08808 = 0。 使 用 
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方程 (6.21) 意味 着 假设 张 量 Kijagp 具 有 特定 形式 : 


然而 ， 如 果 我 们 不 对 标 度 张 量 ii;; 作 进 一 


1 
Kijag = 5 Kiadja + Kjaðip). 


WWF E XIR BI Bl tr BALK AY i PE 
系 ， 而 应 简单 视 为 引入 蔡 代 雷 
上 ， 方 程 (6.21) 给 出 了 六 个 未 知 量 111, lha, lng, 122, las, 433 的 六 个 方程 的 方程 
组 。 转换 到 G@Bij 为 对 角 张 量 的 坐标 系 中 并 考虑 B11 + B22 十 B33 = 0， 容 易 
证 明 这 个 方程 组 的 行列 式 正比 于 (det||®ij||)?。 
简 并 张 量 ， 那 么 物理 量 j 唯 一 地 由 puiwi 确 
FE (6.21) 总 是 满足 。 在 此 情形 ， 上 面 使 用 的 论述 只 是 ;jy 和 Ki; = Voblij 物 


如 果 亚 ;5 不 是 个 


理解 释 的 一 种 畏 


助 ， 这 使 得 如 有 必要 ， 


步 假设 ， 那 么 方程 (6.21) | 类 
M Fi A TE (5.5) ] 并 应 看 作假 设 的 关 


PENJE 


FALL, 5 


可 以 对 其 性 质 提 HH 


的 新 注 流 特征 量 


A |||] 关 0， 即 


1j 的 定义 。 实 际 


定 ， 反 过 来 ， 方 


出 某 些 假设 。 然 


而 ， tReet | 一 0， 那么 方程 《6.21) 对 雷诺 应 力 张 量 的 形式 施加 


额外 的 限制 ， 


这 出 


na 


x HES 


AA TR a SS A) A = AH A AGE ALL o 


例如 ， 如 果 平 


均 运 动 是 平面 平行 的 ， 故 而 如 = T (z3), T = V3 二 0， 那么 相应 地 ， 只 


有 张 量 B;; 的 分 量 B13 和 @B31 不 为 零 ， 于 是 由 方程 (6.21) ， 当 i 4 js ly = 
0, w2 = u? = u2 = 20/3。 然而， 在 实际 的 平面 平行 湛 流 中 ， 最 后 一 个 方 
feu? = u? = u? = 0 一 般 来 说 不 成 立 ( 见 上 面 5.3 节 图 26〉。 
然而 ， 在 某 些 情形 使 用 b 和 Wj 代替 张 量 puiw 仍然 是 有 用 的 ， 因 为 张 
量 1;j 具 有 更 明显 的 几何 意义 ， 其 主轴 有 时 可 以 从 几何 的 考虑 提前 给 出 。 在 
很 多 情形 ， 甚 至 由 可 能 作为 粗略 的 近似 ， 简 单 地 假设 4;; = 155 是 一 个 各 向 同 
性 张 量 ， 即 使 用 假设 的 方程 
pu = 5 Pdi = plVb;;. (6.22) 


《我们 注意 到 这 里 张 量 
同 ， 这 在 真实 流动 中 不 太 对 。 


uu’, iw 个 


` 是 各 向 同性 的 ， 但 其 主轴 和 应 变 率 张 量 @;; 相 


其 中 出 现 的 物理 


E 


al/b = KEM RIAA RM. 


) 假设 (6.22) 楼 近 布 西 涅 斯 区 所 用 的 假设 。 
这 个 假设 在 很 多 工作 中 


讨论 和 使 用 ， 例 如 Harlow, Nakayama (1967) 和 Lumley (1967b)[ 在 他 的 文章 


中 ，Lumley 使 用 了 时 标 #* = 


1/V2 代 替 了 长 度 标 度 1 的 文章 。 


根据 假设 (6.22) ，4 具 有 这 种 形式 


A= pK Bap Te = Pk Me 


(6.23) 


6. 能 量 平 衡 方程 及 其 结果 


和 平均 运动 的 能 量 耗 散 率 的 表达 式 
pes = a > Sp 


RU, (ea Ritu Sa aK. RFA > 0 等 价 于 KK > 0。 因 此 
A ne eee “RA Bit” (BWIA) o 

也 可 以 写 出 类 似 方程 (6.21) 或 方程 〈6.22) Him vit A Ain ies A Joe E 
运 方程 。 如 果 V 是 外 加 物 浓度 ， 那 么 这 种 外 加 物 沿 Oxi 轴 的 添 流 流量 密度 等 
于 pw。 在 各 向 异性 灌流 的 一 般 情形 ， 我 们 可 以 写 出 


ary) 
ey ERA 24 
poi Spo (6.24) 


其 中 张 量 Kwia 的 分 量 是 外 加 物 的 涡 扩散 系数 。 当 9 是 温度 ， 必 须 在 方程 
(6.24) 两 边 插 入 系数 cy[ 参 见 5.1 节 的 方程 (5.9) 和 05.9) ]。 在 使 用 标 
度 张 量 1;; 时 ， 可 以 假设 涡 扩散 的 各 向 异性 和 长 度 标 度 的 各 向 异性 有 关 ， 
NK oj = QaypVblij， 其 中 oy 是 一 个 无 量 纲 参量 。 如 果 我 们 忽略 标 度 张 量 的 
各 向 异性 ， 即 令 l;j © 16;})， 那 么 方程 6.24) 变 为 


ov 
Ox; : 


EA T E = -aypk (6.25) 

E Ox; 

我 们 注意 到 即使 对 于 平面 平行 清流 (对 于 它们 ， 方 程 (6.25) 只 应 看 
VERT DE Ky = ayK 的 定义 ) ， 这 个 关系 也 变 成 了 假设 (需要 观测 验 
W) ， 只 要 我 们 假设 as mui ( 即 空间 和 时 间 不 变量 ) 。 以 纯 形 式 的 方 
ch, PATH WS HO = 以 = #w， 即 我 们 可 以 使 用 方程 (6.25〉 计 算 方 
程 (6.15) 和 (6.17) 中 的 三 阶 速度 条 


Ob 
Ox; , 


] Ob 
5 PUBUsU, = pb'u = -apl V ba = -œp K (6.26) 
2 


2 


其 中 是 数值 系数 ， 不 一 定 和 as 相同 [当然 ， 方 程 〈《6.26) 自己 是 另 一 个 半 
经 验 假设 。 类 似 地 ， 我 们 可 以 用 %2 蔡 代 # 并 计算 方程 6.15) 中 的 三 阶 矩 
如 下 : 


其 中 .是 一 个 新 的 无 量 纲 系数 [ 见 ， 例 如 Csanady (1967a, 1967b) 的 工作 ]。 
采用 假设 关系 式 〈6.22) Fl (6.26) ， 我 们 在 能 量 平衡 方程 中 替代 
变量 puiw 和 pwsuyul 引入 了 特征 量 ! (也 可 以 替换 为 # = 1/Vb) 和 5 (或 
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K = 1Vb) ， 即 我 们 极 大 地 减少 了 未 知 量 的 数量 。 下 一 步 式 建立 能 量 耗 散 
(也 作为 未 知 量 出 现在 方程 (6.17) H) 与 1 和 1 Call AK, Bke* Mb) 
之 间 的 联系 。 如 果 我 们 假设 存在 这 个 联系 ， 那 么 其 形式 可 以 唯一 地 由 量 纲 


考虑 得 到 
ee b K? 
cl Ate AIA’ 


Et 


(6.27) 


其 中 心 是 另 一 个 非 负 无 量 纲 参量 〈 我 们 把 它 写 为 另 一 个 数 的 四 次 方 的 原因 将 


在 6.6 节 看 到 ) 。 还 是 可 以 简单 认为 关系 式 (6.27) 式 新 物理 量 c 的 定义 ， 蔡 


fee, Col, BBL ABB = pK 2 ALK = 1V5 给 出 ) 


。 然 而 ， 如 果 我 
们 假设 c = 常量 ， 那 么 方程 (6.27〉 马 上 变 为 额外 的 半 经 验 假 1 


设 。 


类 似 地 ， 如 果 我 们 把 方程 (6.15’〉 中 的 表达 式 wV 和 wi93 蔡 换 为 半 经 


验 关 系 (6.25) 和 “6.26’〉 并 同时 使 用 下 面 关 于 NN 的 假设 


2p1/2 79/2 19/2 
oN — yb 0 = -K 
col cot* col? 


(6.28) 


(其 中 cy 是 一 个 新 的 无 量 纲 常量 [参见 Csanady (1961a, 1967b)]) ， 我 们 可 


以 得 到 平方 平均 浓度 (或 温度 ) 涨 落 的 半 经 验 平 衡 方 程 。 


6.4 不 可 压缩 流体 中 的 能 量 平衡 


考虑 流体 的 可 压缩 性 ， 特 别 是 存在 密度 涨 沙 p ， 上 面 的 计算 中 就 引入 了 


相当 大 的 复杂 性 。 平 均 动量 密度 现在 等 于 pi = put pu., 
涨 落 运 动 的 平均 动量 密度 ， 在 密度 涨 落 为 零 的 时 候 变 为 零 。 
动量 密度 具有 这 种 形式 


= il 
E = glata = 


RE EEFE e EE E, 


2 A 


1 1 
E; = Spun, = 5 (pull, + ult) 


是 涨 落 运 动 的 能 量 密度 ，Est = puh ta = plu, :Ua 是 涨 落 
分 ， 和 平均 运动 对 动量 pw MHS AK 


在 写 出 可 压缩 流体 的 矩 量 方程 时 ， 我 们 必须 把 连续 性 的 一 般 方 程 


其 中 pu = PW 是 
类 似 地 ， 平 均 


1 1 
~puala + puhun 十 二 DUAL = Es + Est + Fr, (6.29) 


能 量 的 额外 部 


(1.1) 和 运动 方程 〈1.3) 作为 我 们 的 起 点 ， 我 们 这 里 可 以 重 


Opui O 
I Ita 


(puiua 十 pbia — Cia) = pXi, i= 1,2,3. 


写 运 动 方程 为 


(6.30) 


6. 能 量 平 衡 方程 及 其 结果 


在 方程 6.29) 中 ，4a 和 往常 一 样 表示 单位 张 量 ，cia 是 一 般 秋 清 应 力 张 
量 ， 由 这 个 方程 给 出 


Ou; uj 20Oua Oua 
a (= i Or; 30xa ôy) = Spe. 


(6.31) 


其 他 符号 和 方程 1.3) 使 用 的 没有 差异 。 平 均 方 程 (1.1) 和 (6.29) 我 们 
得 到 
OP a Ora ghee 
Ot l Ola (Pua l puh) =0, 
ð = Seat ye 
By (Pui + Pu) + 5 (Pila + Pujtla + pugi + puta + Pdia — Tia) = pXi HP-A) 


CIEE SAN AA iat FB a Fe (5.1) 的 作用 。 借 助 方程 
(6.30) 和 方程 


OU; 0 Ou 一 10p 10cia 
| +u 


/ a : | 


ot nee EE "Arty | pdx pora 


(方程 (1.4) WHEE [AT EME An RAED > BATH DA 
HOPE RAT. PRBS 


op Ə ae 


\ 
wt 


ya 7 Othe Op _1 Op OFin _1 Odie 
Pi * Ira “Ora  \ Ox; Ox; OX ey se La 


) (6.34) 


对 于 不 可 压缩 流体 变 为 零 。 方 程 6.32) Al 6.31 的 比较 表明 


oow ð 
人 gz (Puta + Pug ti 十 PUiUa) = p'X; pi (6.35) 
a 


所 以 gp; 具有 清晰 而 重要 的 物理 意义 : 它们 描述 了 平均 运动 和 涨 落 运 动 之 间 
的 动量 交换 。 


由 动力 学 方程 (6.29) 和 连续 性 方程 CD 也 容易 得 到 张 量 puiwj 的 
方程 ， 和 相应 不 可 压缩 流体 的 方程 [6.1 节 方程 (6.3) | 的 差别 仅 在 于 现 
在 ci 表示 可 压缩 流体 中 的 黏 滞 应 力 。 特 别 地 ， 可 压缩 流体 中 的 动能 密 
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BEE = 3puaua 满 足 方程 


Ou 
Or + dn, ee + Pua — UBFog) = pua Xa + Pa 一 pe; (6.36) 


它 表面 上 和 方程 (6.4) 的 差异 仅 在 于 右边 多 了 一 项 p 免 < ， 描 述 流体 元 的 压 
缩 和 稀 政 导致 的 动能 涨 落 (伴随 内 能 的 变化 )。 取 这 个 方程 中 所 有 项 的 平 
均值 ， 我 们 得 到 一 个 平均 动能 密度 互 的 方程 。 然 而 ， 我 们 不 在 这 里 写 出 这 个 
方程 ， 而 是 写 出 密度 三 个 部 分 ,、、Bst 和 和 刀 , 的 三 个 方程 : 


OF o = = 
AE a Jz (Esta T pugugug + Pua 一 UBB) = PlaX a = 
a 


=, _ Ota a. 1_ EN Opul, os 7 Otig 

PEs TP ar + | l 9 BUB aLa j PURU a. ; 

dEn ð 
ot Oxa 


= — Paver. 
(Ew + plugug - tg + TAL = Uap! X!, 一 


1 Opu, —— Ou Du 
[ + Sut Pi | (Pee + pua or ) 


— + IL (zit + Spugugua + plus 一 uo = pul, Xo + pul, XxX! — 


(6.37) 


0 
= Fu , PEs = Dab n ~, PEt = Onon ~ 
DE Ob "an T 


在 这 些 方程 中 ， 括 号 中 的 表达 式 描述 了 能 量 忆 和 已 * 的 相互 转化 ， 大 括号 里 
NAA SHIA T Es MERE tA EWA EFE 


方程 〈6.30) - (6.34) 和 (6.36) 含有 相应 不 可 压 方程 中 没有 的 一 些 新 
变量 。 这 些 新 变量 中 最 重要 的 时 pw/， 涨 落 运 动 的 平均 动量 密度 的 分 量 ， 或 
者 也 就 是 说 满 流 质量 流量 的 平均 密度 。 如 果 平 均 运 动 方 向 没有 平均 满 流 质 
min, PAL. = put, = 0， 涨 落 能 量 只 由 有 轧 描 述 。 刀 .的 一 般 方程 和 不 可 
压缩 方程 (6.15) 之 间 最 重要 的 不 同 是 存在 这 一 项 


acfa, Du 
B = pi (Xo - Fe), (6.38) 


我 们 现在 将 更 仔细 地 考虑 这 一 项 。 


6. 能 量 平 衡 方程 及 其 结果 


在 实际 中 《自然 中 以 及 技术 中 ) 碰 到 的 大 部 分 滑 流 中 ， 作 用 于 流 
体 做 功 的 主要 体 作 用 力 是 引力 。 取 Oxs 轴 垂直 向 上 ， 我 们 可 以 写 出 总 = 
一 g6i3， 其 中 g 是 引力 加 速度 ， 于 是 其 他 体 作 用 力 加 速度 的 分 量 。 然 而 因 
为 引力 加 速度 一 般 天 平 均 运 动 中 单个 粒子 的 加 速度 俯 : 以 及 所 有 其 他 体积 
的 加 速度 区 大 得 多 ， 所 以 在 大 部 分 问题 中 我 们 可 以 写 出 


B ~ — pug. (6.39) 


1X SY BE E AY ek CY A a ak SE EA EE RR TRIN, A 
力 -09g 作 用 于 清流 元 上 ， 故 而 如 时 浮力 在 流体 元 注 流 位 移 上 作 的 平均 功 。 
所 以 ， B 描 述 了 济 流 动能 和 引力 长 中 变 人 密度 的 一 个 坚 直 圆柱 中 流体 的 势 
能 之 间 的 相互 转化 。 这 些 相互 转化 一 般 在 垂 向 密度 分 层 的 流体 中 起 到 了 相 
当 重 要 的 作用 ， 例 如 ， 在 非 中 性 热 分 层 的 大 气 中 或 在 盐 度 分 层 的 大 海中 。 
如 果 流 体 的 垂 向 分 层 是 稳定 的 ， 那 么 流体 元 的 垂 向 位 移 伴随 逆 浮 力 做 功 
的 能 量 消耗 ， 所 以 B < 0。 我 们 注意 到 对 于 稳定 分 层 ， 密 度 随 高 度 减 小 ， 
密度 和 垂 向 速度 涨 落 是 正 相 关 的 。 另 一 方面 ， 对 于 消 流 元 垂 向 位 移 期 间 不 
稳定 的 分 层 ， 由 于 分 层 的 势能 ， 浮 力 会 做 功 ， 导 致 清流 能 量 增加 。 在 此 情 
É, B>O hM RIR) 。 


WFR AT Eh 2B, T Apu RAII E E 
斯 克 方 程 并 且 和 方程 (1.73) 一 样 假设 p' = -85T'， 其 中 6 是 介质 的 热膨胀 
系数 。 为 了 确定 ， 我 们 将 考虑 气体 的 情形 ， 根 据 理想 气体 状态 方程 ， 我 们 
假设 8 = 1/ 工 ， 其 中 7 是 平均 温度 。 在 此 情形 pu ~ -ET Bish Ei 
正比 于 满 动 热流 。 所 以 ， 我 们 得 到 下 eT B 的 表达 式 : 


Be pts — 3 二 ,其 中 q = = cppT us. (6.40) 
cp 了 


为 了 近似 计算 巨 ， 我 们 通常 可 以 适用 半 经 验方 程 


DT _ _ ôT 
q = =p pP Ko Əz PEAR a 
加 上 方程 (6.39) 给 出 本 
二 
B = On aa (6.41) 


Am AIS eh ae EIDER, SoHE AIS, Fm RET 一般 
来 说 会 变化 ， 即 它 不 是 一 个 严格 守恒 的 量 。 但 是 因为 流体 元 之 间 的 辐射 和 
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分 子 热 交 换 几乎 总 是 非常 小 ， 所 以 炉 或 与 之 有 关 的 势 温度 


s=r(2)7 

p 

( 见 2.4 节 最 后 ) 可 以 假设 为 守恒 的 。 由 于 压强 涨 落 和 温度 涨 落 相 比较 小 
(这 是 布 西 涅 斯 克 近 似 的 基础 ) 6 ow So, PUB = 罗 g 好。 以 此 作为 
我 们 的 起 点 ， 当 方程 (6.40) 不 正确 时 ， 由 于 温度 不 守恒 ， 半 经 验 关 系 
(6.25) 通常 可 以 应 用 于 势 温 度 9， 写 出 


(所 以 再 一 次 ，a 温 度 和 动量 的 势 涡 扩散 系数 之 比 。) 


6.5” 热 分 层 介 质 中 的 理 查 德 森 数 和 涡 秋 清 


在 前 一 小 节 中 ， 我 们 考虑 了 任意 可 压缩 介质 的 能 量 平衡 方程 。 然 而 ， 
从 这 往 后 ， 在 所 有 和 可 压缩 性 有 关 的 效应 中 ， 我 们 仅 考 虑 动能 和 密度 分 
层 势 能 的 相互 转化 ， 而 结合 布 西 涅 斯 克 近 似 ， 假 设 密度 仅 依赖 于 温度 涨 落 
(而 不 依赖 于 压强 涨 落 ) 。 于 是 可 以 再 次 假设 流体 是 不 可 压缩 的 ， 即 可 以 
使 用 方程 名 = 0。 然 而 ， 在 垂 向 速度 方程 中 ， 必 须 考虑 浮力 ， 在 气态 介质 
的 情形 可 以 写 为 右边 额外 的 项 -987" = -4T (参见 1.5 节 方程 (1.75〉) 。 
对 于 变化 密度 p 的 不 可 压缩 流体 可 以 得 到 完全 类 似 的 结果 。 这 里 只 需要 在 所 
ABE POR INT FEE STS BAN pI 
所 以 我 们 假设 引力 是 唯一 的 外 部 体 作 用 力 ， 我 们 可 以 以 布 西 涅 斯 克 
近似 下 的 动力 学 方程 组 为 基础 ， 即 我 们 可 以 假设 ws 满足 6 = 1/T 的 方程 
(1.75) 。 在 此 情形 ， 再 次 重复 能 量 平衡 方程 的 推导 ， 我 们 得 到 
tae ( 
Ot Oxa 


Bria + puhuu, + pul, 一 ue) = pul, ws | alls PEt, 
(6.42) 
HPE, = 3Pu3ws。 这 个 方程 和 它 的 不 可 压缩 形式 (6.15〉 的 差别 仅 在 于 把 
Aid pul, XL ARAB = T'u RANCATE MERKE. [MRR 
们 考虑 (6.19〉 相 应 的 ”部 分 能 量 ”B1、E2 和 3 的 方程 ， 那 么 B 出 现在 第 三 
个 方程 中 。] 特 别 地 ， 方 程 (6.41)〉 适 用 于 大 气 淇 流 ， 因 为 大 气 中 的 空气 运 
动 通 党 可 以 用 布 西 涅 斯 克 方 程 以 很 高 精度 描述 。 
我 们 现在 注意 到 在 充分 发 展 的 汪 流 中 ， 黏 清 应 力 和 汕 流 雷诺 应 力 相 
比 小 的 可 以 忽略 《除了 在 壁面 紧 附 近 的 黏 湛 亚 层 ， 我 们 这 里 不 考虑 这 个 


6. 能 量 平衡 方程 及 其 结果 


TE) 。 所 以 自然 的 是 假设 黏 滞 力 〈 即 无 序 分 子 运动 ) 导致 的 能 量 输 运 
和 潮流 速度 涨 落 导致 的 能 量 输 运 相 比 非常 小 ， 即 方程 〈6.41) 左边 括号 中 
的 最 后 一 项 和 第 二 项 相 比 小 得 可 以 忽略 。 让 我 们 假设 油 流 在 Oz1 和 Oxo 和 肌 
方 同 是 均匀 的 。 在 此 情形 ， 汝 流 的 所 有 统计 特征 只 依赖 于 x3， 而 由 连续 性 
方程 go = = 0, Us = 0. 除了 用 符号 zi w 和 表示 坐标 和 速度 ， 我 们 也 使 用 符 
5r, T V, Wo 忽略 小 的 项 起 ugo g? 我 们 可 以 把 方程 〈6.41) 写成 这 
形式 : 


Ta 


Ob 10u uw 18p'w' OU 一 一 07 Ja _ 
本 Tw 6.43 
aoa a a Oe ee ee ee a 


NI 


tpu u, =w? +o? +w, Mo = 2 = iu u mE AAA SA 
量 的 涨 落 平均 动能 

如 果 流 动 的 平均 速度 在 每 个 地 方 方 句 相同 ( 即 ， 沿 Ox 轴 ) ， 那 么 方程 

(6.42) 变 得 更 为 简化 ， 这 里 


Ob ð (1 pl Ou g= 
一 一 一 一 | 二 LU / hap! =T'w! — =. 6.44 
EZAR uw Pia w — E (6.44) 


Ob Əl, , PN 一 一 67 _ 
= | 1 f ) A 
ar (jen 2 w — Ww BPA Rf) —& (6.45) 
其 中 
g Tw g 4 
Rf = S Se p (6.46) 
Oz P Oz 


无 量 纲 量 Rf 通 过 与 动力 学 因素 〈 来 自 平均 运动 的 能 量 输 运 ) 的 比较 明显 地 
确定 了 浮力 在 汕 流 能 量 产生 中 的 相对 作用 ， 它 被 称 为 流量 理 查 德 森 数 (flux 
Richardson number) 。 很 明显 对 于 gq > 0〔 即 不 稳定 热 分 层 ) ，Rf < 0; 对 
于 g < 0 稳定 分 层 ) ，Rf > 0; 对 于 中 性 分 层 Rf = 0。 

在 方程 (6.43〉 中 ， 我 们 已 经 忽略 了 犁 灌 能 流 。 同 样 ， 经 常 假设 压强 导 
致 的 热 输 运 和 速度 涨 落 的 热 输 运 相 比 较 小 ， 所 以 在 能 流 平衡 方程 中 通常 忽 
略 含 有 压强 涨 落 的 项 。 这 个 假设 看 起 来 非常 合理 ， 但 没有 严格 证 明 。 在 平 
eA i ws E ( 即 中 性 热 分 层 ) ， 会 形成 
个 对 数 层 ， 其 中 灌流 强度 b 为 常量 (等 于 cw2， 其 中 c = 5， 和 5.3 节 图 26 的 数 
据 一 臻 ) ， 根 据 量 纲 论证 ， 扩散 项 本 ul, w! lp! w /p 和 己 都 只 相差 一 个 常数 
的 乘 数 因子 。 所 以 这 一 层 中 的 能 流 输 运 严格 等 于 零 ， 而 在 方程 (6.44) 中 只 
有 一 ww Se Al & 《它们 一 定 互相 抵消 ) 不 为 零 。 然 而 ， 在 对 数 层 外 ， 存 在 


F 
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消 动 热流 时 ， 扩 散 项 在 某 些 情形 可 能 和 其 他 项 相当 《〈 见 下 面 8.5 节 末 ) 。 然 
而 ， 它 们 经 常 被 忽略 ， 因 为 通常 假设 这 些 项 不 是 很 大 ， 主 要 是 因为 它们 几 
乎 总 是 未 知 的 。 于 是 能 流 平衡 方程 具有 相对 简单 的 形式 


= =< maq Rf) == (6.47) 
ANREP BOIL m BR A E LE FAT w [因为 这 两 项 同时 变 为 
零 ， 见 例如 Klug (1963), Takeuchi, Yokoyama (1963)]。 在 此 情形 ， 我 们 不 
是 得 到 方程 《6.46) ， 而 是 得 到 


ðb 一 一 07 _ 
g T TYY az! oRf) — =, 
它 上 只 有 同样 简单 的 形式 ， 但 含有 额外 的 无 量 纲 参量 c， 这 使 得 可 以 更 好 地 符 


合 数据 。 
让 我 们 从 考虑 方程 6.46) 开始 。 因 为 总 有 Et > 0， 以 及 实际 上 总 


有 一 ww SE > 0， 于 是 由 方程 (6.46) ， 稳 态 (无 衰减 ) 满 流 仅 当 


Rf <1 (6.48) 


时 是 可 能 的 。 方 程 《6.47) LEAT AP IMT Alta, BATA) 
的 能 量 平 衡 得 到 《〈 见 2.9 节 ) 。 和 能 量 方法 得 到 的 其 他 判 据 一 样 ， 它 显然 是 
相当 粗糙 的 ， 即 它 给 出 了 较 大 的 临界 理 查 德 森 数 。 所 以 ， 基 于 此 ， 我 们 只 
能 说 稳 态 消 流 对 于 Rf < RR 是 可 能 的 ， 其 中 R= Rfte 有 可 能 小 于 1《〈 有 可 能 小 
很 多 ) 。 纯 形式 地 ，1/ 尽 = 1/Rfe 可 以 认同 为 方程 6.46') 中 的 参量 c。 对 
于 这 样 的 cs， 从 后 一 个 方程 得 到 的 能 量 判 据 会 给 出 真正 的 Rfc: 值 。 


现在 应 用 半 经 验 关系 (5.5) 、 (6.26) ~ (6.27) 和 “(6.40) FAKE 
有 压强 涨 落 的 项 ， 我 们 可 以 把 方程 (6.44) 转换 为 下 面 的 “ 半 经 验 能 量 平衡 
方程 ”: 


Ob Ou\?* g OT K Ə Ob 

at (Z) Toe ag ee a (03) 
其 中 开 是 涡 黏 清 系 数 ， 即 动量 的 涡 扩 散 系数 ， 以 及 a 开 = K7 和 ap 开 = Ki 
别 为 热 和 能 量 的 涡 扩散 系数 。 忽 略 能 量 扩散 ( 即 右 边 最 后 一 项 ) ， 我 们 得 
到 下 面 的 可 能 存在 无 衰减 满 流 的 判 据 | 等 价 于 方程 (6.47) |: 


1 Kr 
Ri < 一 ,Q = —. 6.50 
OS (6.50) 


6. 能 量 平衡 方程 及 其 结果 


OT /Oz Rf 

a o ~a (01) 
是 通常 的 理 查 德 森 数 [ 见 2.5 节 最 后 的 方程 2.3:) , Hep ERE AT Z = 
a - Gs。， 和 方程 (6.40') 一 致 ， 比 方程 (6.40) 更 精确 ]。 判 据 (6.49) 
{Richardson (1920) 首 先 得 到 [假设 a = 1]。 这 表明 Rfc < HEIA EF 
地 定义 Riw 值 。 在 2.8 节 中 我 们 已 经 看 到 ， 根 据 线性 稳定 性 理论 ， 如 果 在 
所 有 点 Ri > 了 ， 分 层 流体 流动 对 无 穷 小 扰动 稳定 。 于 是 Ricr min < 4。 当 
然 ， 这 里 Ric min 起 到 了 通常 流体 动力 学 稳定 性 理论 中 Recr max 的 作用 ， 
因为 大 的 Ri 值 对 应 于 流动 的 稳定 性 。 然 而 ， 另 一 方面 ， 有 理由 假设 或 许 
当 Rf 一 Rfw 时 ，a 一 0， 对 于 所 期 望 的 那么 大 的 Ri 值 可 能 存在 滑 流 《〈 故 
而 Riu = co， 见 下 面 的 7.3 节 和 8.2 节 ) 。 


IRRE, KE = 工 = 好 ， 对 于 稳 态 条 件 并 忽略 清流 能 量 扩散 ， 
方程 〈6.48) 可 以 写 为 这 种 形式 
ut 5 us K? 
于 是 ， 对 于 涡 番 潇 系 数 天 我 们 得 到 方程 
K = wcl(1 — Rf). (6.52) 


根据 方程 (6.51〉， 似 乎 对 于 Rf = 1，K 会 变 为 零 ( 即 满 流 交换 会 停止 》， 
也 就 是 Rfu =1, Rie = 1/aq， 和 上 面 说 的 矛盾 。 然 而 ， 使 用 c = 常数 的 半 
ARERR 6.27) 对 于 接近 Rfcr 的 Rf 变 得 没有 意义 ， 所 以 方程 (6.51) 也 
不 再 适用 。 我 们 现在 注意 到 对 数 层 内 没有 热 分 层 时 cl = kz (因为 根据 方程 
(6.48) 这 里 cl = KV? ( 钴 ) TK = kurz, 3E = t) 。 所 以 对 于 任意 
分 层 ， 方 便 的 是 写 出 


cl=«2A,(Rf), K = urz (RE) — RE). (6.53) 


函数 XI(Rf) 必 须 满足 条 件 Xi(0) = 1 和 和 i(R) = 0, HAR = Rigo A oR 
调和 (RR) = 0 的 事实 ， 奉 代 Ai(Rf) 我 们 可 以 在 讨论 中 引入 函数 ARf) 使 得 


(eRe. 1 


MRA = MR) GR? = R 


(6.54) 
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借助 这 个 新 的 函数 ， 五 的 表达 式 写 为 这 种 形式 


K = urzAM(RE)(L — oRf)4, (6.55) 


这 和 方程 《6.52) 类 似 ， 但 在 随后 的 括号 里 把 Rf 换 为 了 cRf,c =1/R. WR 
我 们 假设 cl = rzA(Rf)， 可 以 得 到 同样 的 结果 “(6.54) 。 然 而 ， 我 们 没有 忽 
上 略 满 流 能 量 扩散 ， 而 是 认为 这 种 扩散 正比 于 加 Tw ， 即 我 们 用 o = 1/R 的 方 
FE (6.46) BRITE (6.46) 。 在 方程 (6.54〉 中 我 们 必须 假设 和 (0) = 1, 
但 现在 我 们 自动 有 K(R) = 0， 所 以 我 们 可 以 假设 (Rf) 没有 零点 。 特 别 地 ， 
在 7.4 节 中 我 们 将 看 到 ， 如 果 我 们 简单 地 令 和 (Rf) 三 1， 那 么 可 以 得 到 在 很 
多 方面 合理 的 结果 。 然 而 需要 强调 ， 函 数 和 (Rf) 的 选择 没有 任何 理论 依据 ， 
完全 可 以 改变 它 以 更 好 地 符合 实验 。 我 们 将 在 下 面 一 节 更 详细 地 讨论 这 一 


点 。 
平面 平行 热 分 层 流动 中 平方 平均 温度 涨 落 的 平衡 方程 没有 额外 的 项 ， 
可 以 写 为 a 7 
OE? 30) foe eee 
= WH, (Mw) - wT, -2N (6.56) 


方程 (6.55) HA TIIE (6.15) xSP MOT RI]. BK Rsk 
(6.25) 、 (6.26) 和 (6.277) 我 们 可 以 把 后 一 个 方程 转换 为 这 种 形式 
的 “平均 平方 温度 涨 落 平衡 的 半 经 验方 程 ” 


12 FN 2 2 I2 
OT -aK OT 4 0 oT KT l 
Oz Col? 


66 BARAKAWABR inn 


XEM TA BTS TO a AE 
REAR SDE Feta AN EA a TK AY AUR Eo 
作为 第 一 个 例子 ， 让 我 们 考虑 地 球 附近 大 气 中 由 于 空气 在 下 热 面 的 摩擦 和 地 球 转动 产 
生 的 科 里 奥 利 力 共 同 作用 形成 边界 层 的 问题 。 摩 探 力 显得 重要 的 层 称 为 行星 边界 层 〈 或 摩擦 
A, RALA (Ekman layer) ) 。 我 们 只 考虑 均匀 平面 下 垫 面 上 方 的 行星 边界 层 ， 我 们 
取 这 个 平面 为 z = 0， 考 虑 稳 态 外 部 条 件 并 照例 假设 热 分 层 为 中 性 的 。 此 外 ， 我 们 使 用 这 个 
事实 ， 在 行星 边界 层 中 我 们 可 以 令 F 守 常量 。 所 以 这 个 问题 中 空气 的 可 压缩 性 可 以 忽略 。 因 
为 这 层 中 汝 流 的 所 有 统计 特 和 : 量 都 只 依赖 于 所 以 我 们 可 以 使 用 (6.42) 形式 的 能 量 平 衡 
方程 。 在 这 个 方程 中 ， 我 们 可 以 忽略 坐标 的 项 (由 于 稳 态 ) 和 右边 的 和 Tw ， 因 为 我 们 已 经 
假设 分 层 是 中 性 的 。 此 外 ， 和 往常 一 样 我 们 也 忽略 示 吕 如 ， 这 描述 了 压 a 
能 量 输 运 。 我 们 也 可 以 假设 这 一 项 包含 在 下 面 方程 (6.57〉 的 右边 ， 借 助 改变 系数 as。 于 
我 们 得 到 


i 


平衡 半 经 验方 程 用 于 实际 问题 的 量 纲 例子 ， 它 


—— ou 
uw! vw! Et 二 


Oz Oz 
它 在 应 用 半 经 验 假设 〈6.22) 、 (6.26) Fl (6.27) [a 


(6.57) 
常量 ] 并 将 所 有 的 项 除 以 5 后 有 这 个 
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形式 
aua)? (N?) kK? ð Ob 
«(S (FY | Ap = ~%_ Ka, K =o. (6.58) 
这 个 方程 必须 和 雷诺 方程 6.5) 一 起 考虑 ， 雷 诺 方 程 在 此 情形 可 以 写 为 
OpuiwW’ | Op _ => T 
De aa PXi, t=1,2,3. (6.59) 


Minti iitpulw tA, EM ANS Ta ai. ) 作用 于 边界 层 中 的 外 力 X; 首 
先是 重力 〈 竖 直 向 下 ) ， 其 次 是 科 里 奥 利 力 Y = 2w xw (垂直 于 速度 w， 所 以 不 做 
Th) ， 其 中 是 地 球 转动 的 加 速度 矢量 ，x 符 号 表示 矢量 又 乘 。 我 们 现在 选择 轴 Ozi = 
Oz 和 Ozx2 = OyY 使 得 Oz 平 行 于 表面 的 风 。 于 是 X1 和 X2 等 于 科 里 奥 利 加 速度 相应 的 分 量 ， 
BUX, = Yı = 2w.0, Xo = Yo = —-2Qw.t, HPw: = wsin o 是 矢量 w 的 垂 向 分 量 ，o2 是 观测 


点 的 纬度 。 使 用 半 经 验方 程 6.22) 计算 puwiw' 并 用 雷诺 方程 除 以 rz， 我 们 可 以 把 这 些 方程 
《所 有 都 是 必须 的 ) 的 前 两 个 写 为 这 种 形式 

or , 16。5 ð 67 10p 

a2 as + 2wsT 5 On’ 3z dz 2w,U 5 Oy’ (6.60) 


这 个 问题 中 会 给 出 水 平 压强 梯度 ( 2, 2), BRAT BEE AOL Ate, y, z， 压 强 梯度 不 依 
赖 于 z 是 边界 层 理论 通常 的 假设 。 在 摩擦 层 之 外 ， 方 程 (6.59〉 中 第 一 项 [描述 摩擦 力 ] 可 以 忽 
略 ， 运 动 由 “地 转 风 方程 ”决定 ， 


CES 一 G sin a, (6.61) 


是 地 转 风速 度 ，a 是 分 量 为 ( 一 器 , 器 ) 的 矢量 和 表面 风 之 间 的 夹 角 《〈 行 星 边界 层 中 总 的 风 转 
动 角 ) ， 还 有 待 确定 。 


方程 (6.57) 和 (6.59) 使 得 我 们 可 以 确定 摩擦 层 中风 的 分 布 二 (2z)、5(z)， 如 果 涡 符 灌 
系数 KK(z) 作 为 z 的 函数 给 出 ， 或 者 假设 函数 1(z) 以 某 种 方式 给 出 [这 最 后 一 个 假设 在 某 些 方向 
比 K(z) 形 式 的 假设 更 优 。 很 多 工作 中 使 用 了 这 两 种 不 同 的 假设 。 例 如 基于 1(z) 的 不 同 假设 
的 Monin (1950a)、Blackadar (1962)、Lettau (1962) 和 Appleby, Ohmstede (1965)， 以 及 
E I 泛 参 考 文献 的 Zilitinkevich, Laykhtman, Monin (1967) 和 Zilitinkevich (1970) 详 细 的 
综述 。 让 我 们 首先 估计 大 气 表 面 层 中 汕 流 剪 切 应 力 z 分 量 关 = pK E = pul bleh. 
将 (6.59) 第 一 个 方程 对 高 度 积分 ， 我 们 有 


Xe 


El: 


五 0 a Ho pe 
u2 (0) — u? (Ho) = f (20.0 zæ) dz < f (-52) dz < 2w, HoG. 
0 0 
这 里 我 们 使 用 了 这 个 事实 ， 省 略 2ws5 加 强 了 不 等 式 ， 因 为 科 里 奥 利 力 部 分 补偿 了 压强 梯度 
的 作用 。 我 们 可 以 选择 Ho 使 得 在 厚度 Ho 的 层 中 的 相对 变化 不 超过 容 限 a， 即 满足 条 件 


uz(0) — uz (Ho) 
u2(0) 


<a. 
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为 此 ， 要 求 满足 下 面 的 不 等 式 就 足够 了 : 


au2(0) 


根据 数据 ，w/G 的 量 级 为 0. 05。 此 外 ， 对 于 适中 的 纬度 ，2w。 ~ 1074 sec-!:， 所 以 对 
FG ~ 10 m/sec， 我 们 得 到 旦 外 ~ 250 m。 对 于 容 限 a = 20%， 我 们 得 到 表面 层 厚度 的 

个 估计 Ho ~ 50 m。 在 这 一 层 生 我们 可 以 忽略 科 里 奥 利 力 的 作 以 及 这 个 力 造 成 的 风 的 旋 
转 ， 并 假设 wu 为 常量 ， 即 对 于 风速 我 们 可 以 使 用 通常 的 对 数 方 程 。 于 是 在 这 一 层 中 


OU us OV 
2 _ oap E 
K = kuz, = 0, b= cu = 常量 


Oz Kz’ Oz 


? 


其 中 ci 是 一 个 常 系数 ， 可 以 从 例如 图 26 的 数据 估计 ， 最 终 ， 由 方程 (6.57) 


我 们 现在 转向 方程 《6.59) 。 将 这 些 方程 对 z 求 导 ， 我 们 可 以 把 结果 写成 这 种 形式 的 方 


程 
ga = lw» (6.64) 
KES = K ( 既 二 i 各) 是 表征 剪 切 应 力 ( 除 以 密度 5) 的 两 个 分 量 的 复 物理 量 。 在 表面 层 


中 j 取 值 好 。 此 外 ， 借 助 ， 汕 流 能 量 平 衡 方程 (6.57) 可 以 写 为 


ies KR? 0.0K? 

K æv Chae z ` Ce) 
除了 决定 大 气 表面 层 中 滑 流 状态 的 参数 vs， 方程 (6.63) 和 (6.64) 也 含有 科 里 奥 利 参 
数 2w。。 由 这 两 个 参量 ， 我 们 可 以 写 出 长 度 标 度 


(这 里 为 了 方便 加 入 了 汉 , 卡 门 常量 5。) 
使 用 量 纲 考虑 ， 我 们 现在 可 以 写 出 


f=ur (2); K = nu,20 (2); d= Kev (=), (6.67) 


其 中 无 量 纲 函 数 F(C)、B(C)、 亚 (0) 需 要 进一步 定义 ， 而 对 于 C = 0 它们 都 等 于 1。 在 把 关 
系 式 (6.66) 带 入 方程 (6.63) - (6.64) 后 ， 我 们 得 到 有 三 个 未 知 量 的 两 个 方程 。 所 以 使 
系统 闭合 还 需要 一 个 方程 。 在 缺少 长 度 标 度 ! 对 高 度 的 依赖 的 可 靠 数据 的 情况 下 ， 为 了 
简单 ，Monin (1950a) 假 设 ， 更 (6) = 1。 在 这 个 假设 下 ， 方 程 6.63) - (6.64) [ 带 入 方程 


(6.66) 后 ] 取 这 种 形式 


ao 


OF. Wo SH. ð 
C ga = iE, |F? -8 scz (ces ae? ae (6.68) 
其 中 6 = apn? cE RR ALN BM. ASAE HL RP AO FRA, e = 


音 一 co 时 趋向 于 零 。 
可 以 证 明 ， 如 果 5 > 0, 方程 组 (6.67) 有 唯一 的 衰减 解 。 然 而 ， 对 于 5 = 0， 没 

有 (5 一 co 时 的 衰减 解 ， 但 确实 存在 一 个 当 ( 趋 向 于 某 个 有 限 值 时 趋向 于 零 的 解 。 换 句 话 说， 

这 个 情形 的 满 流 边界 层 具 有 有 限 厚度 。Monin 将 方程 (6.67) 从 6 = 0 到 6 = k? ~ 0.16 数 值 


6. 能 量 平衡 方程 及 其 结果 


积分 。 对 于 6 = 0， 满 流 层 的 厚度 接近 10 甩 ， 即 它 非常 大 。 对 于 z < 2H, ô= 0 和 6 = k HIR 
数 正 (6) 和 更 (0) 彼 此 非常 接近 。 

五 (C) 确 定 后 ， 不 同 高 度 的 风速 矢量 (如) 可 以 从 方程 (6.59) 得 到 ， 它 可 以 方便 地 写 为 
这 种 形式 


T+ iT = Ge? i= F' (=). (6.69) 


Bu, Maze RAIA. FATE Pu. th HERE. ATE ENT, RIERA 
帮 实 ， 风 速 在 某 个 高 度 z〈“ 粗 糙 高 度 ”， 可 以 假设 为 已 知 ) BAS. FÆ, Wz = 20, 
EFFE (6.68) 等 于 零 ， 我 们 得 到 


a We 


tat 


(Co) = eu = nel F-2), (6.70) 
0 
其 中 Go = 2, n= 起 名 是 已 知 的 。 可 以 假设 函数 p(Co) 为 已 知 ， 因 为 (CO) 已 经 确定 了 。 于 
是 
a = frac3r2 — argF" (Co). (6.71) 
此 外 ， 因 为 7 = lyc) Go = %(7)， 其 中 光 是 |o| 的 反 函 数 。 后 一 个 关系 式 可 以 重 写 为 
Ux K 
Z 一 6.72 
G mn) oe 
1X EC EWE T RAS h TA ey Ezol ALS) ESE AT A SK (z0) = Kuszo» 


即 B(Co) = 1, PUK AEE NRK i. ATU Pom RING, ee BUC) A 
Mo = 1 的 方程 (6.67) 得 到 ， 结 合 边 界 条 件 F(0) = 1, AF =1+ad+iclogo+..., 
即刻 (Co) ~ tlogxdo +b, Hb = 4A 十 iB 是 一 个 复 常 数 [参见 Kazanskiy, Monin (1961)]。 因 
为 nCo = KH/us =K/E, KPE =u./G, WE (6.69) 现在 可 以 重 写 为 这 种 形式 


1/2 
log 1 = B— logé +4 (5 a?) i (6.73) 
其 中 上 = wx/G。 常 数 b 通 过 求解 整个 边界 层 中 完整 的 方程 组 (6.67) 得 到 。 对 于 6 = 0， 我 们 
得 到 b = 一 1.69 + 2.49i， 对 于 6 = 0.16， 我 们 得 到 b = 一 1.81 十 1.71i。 

我 们 必须 进一步 注意 到 ， 当 我 们 对 整个 摩擦 层 中 风 的 分 布 进行 近似 时 ， 必 须 取 “粗糙 
参数 ”zo 的 值 比 表面 层 中 风 的 分 布 的 近似 所 使 用 的 值 大 很 多 。 这 是 自然 的 ， 因 为 当 所 考虑 的 
这 个 现象 的 垂 向 标 度 增 大 ， 必 须 同 时 增 大 水 平 标 度 ， 于 是 必须 引入 表征 下 方 表 面 大 范围 “ 粒 
糙 度 ”的 特征 量 。 

考虑 到 这 一 点 ， 将 使 用 方程 (6.72) 的 计算 和 Lettau (1962)、Blackadar (1962, 1967)、 
Mashkova (1966) 和 Kurpakova, Orlenko (1967) 的 数据 比较 表明 对 6 = 0 计算 的 < 和 a 值 显然 
和 实验 数据 不 符 。 然 而 ， 对 于 5 = 0.16 它 们 和 实验 定性 符合 〈 见 图 46 曲 线 2， 其 中 用 罗斯 贝 
数 Ro = N/K? = G/2w:zo 替 代 参 数 7) 。 

很 多 其 他 人 也 用 稍微 不 同 的 半 经 验 假 设 得 到 了 非常 类 似 的 结果 。 例 如 ，Blinova， 
Kibel (1937) 假 设 对 于 所 有 z，K(z) = kuz CBIO(C) = 1) 。 他 们 的 结果 用 图 46 中 曲线 1 表 
示 。Blackadar (1962) 使 用 了 和 Monin (1950a) 同 样 的 方法 ， 但 忽略 了 消 流 能 量 的 垂 向 扩 
me CAN, (hia, = 6 = 0) 。 然 而 ， 和 Monin 不 同 ， 根 据 Lettau (1950) 相 当 粗 略 的 
数据 ，Balckadar 假设 尺度 ! 仅 在 大 气 最 低层 随 高 度 线性 增长 ， 但 其 增长 率 随后 下 降 ， 
当 z 一 co，1 渐 近 趋 向 于 某 个 不 变 长 度 XMc， 他 旋转 了 和 = 6G/2ws。 所 以 函数 cl(z) 选 为 这 种 
形式 


H 


kZ kZ 
1 十 kz/ 入 14+ kK2w:z/6G 


cl(z) = 


Bysova, 


= en dar 11962) 


Empirical alate $ Blackadar 11967) 
= Blackadar (1962) x a Lettau (191 

$ Blackadar (1962) 
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图 46 ERA AES BUM, 7 BWA Pus/U (Ala) 和 风 的 旋转 角 
度 a 对 罗斯 贝 数 Ro〈 图 b) 的 依赖 。1)Blinova，Kibel (1937) 理论 , u = 
0; 2)Monin (1950a) 理 论 ，/ = 0; 3) Blackadar, Laykhtman (1967) 理 
W, a)u = —100, b) u=0, c) u= +100. 


数值 参数 6 选 为 使 得 得 到 的 转动 角 和 在 布鲁克 海 文 Brookhaven， 位 于 纽约 附近 ) 得 到 的 观 
测 数据 相符 。 可 以 发 现 这 个 条 件 在 8 = 0.00027 时 满足 。 同 时 ，Lettau (1962) 考 虑 了 另 一 种 
半 经 验 理 论 。 他 也 忽略 了 垂 向 能 量 扩散 ( 即 假设 os = 0) ， 但 是 借助 这 个 方程 


_ | /3\? | (OB? 
A (3) (3) | 
[类 似 普 朗 特 公式 〈5.112) E UAB ARBK, JF ARK INH 


Kz 
1 + 33.63(2w22/Ku«)>/4 
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SS 


式 


让 我 们 也 参考 一 下 Appleby, Ohmstede (1965) 的 工作 ， 这 个 工作 使 用 了 这 种 形式 的 方程 


izal- (8) 


U & iA Bi vit KW Prandtl-Lettau7y FE, 3 {82w./G3 E N F Wi BRoW) E ARAA HK 
Ja, Bobyleva, Zilitinkevich, Laykhtman (1967) 考 虑 了 大 气 热 分 层 的 影响 ， 故 而 在 方程 
(6.57) 坐标 添加 了 -对 a 天 吕 项 。 他 们 借助 汉 : 卡 门 假设 (5.119) 的 一 种 特殊 修正 形式 [这 
人 
结果 除了 罗斯 贝 数 Ro， 还 依赖 于 无 量 纲 分 层 参 数 j = 一 « ira. (这 个 新 的 参数 时 方 
FE (6.65) 的 长 度 标 度 太 和 另 一 个 长 度 L = 一 cppTw3/rgq 的 比 ， 这 会 在 下 面 一 节 起 到 非常 
重要 的 作用 。) 

如 我 们 已 经 看 到 的 ， 如 果 知道 尺度 ! 随 高 度 变化 的 规律 ， 那 么 从 雷诺 方程 和 能 量 
程 我 们 可 以 得 到 一 个 三 个 未 知 函 数 三 个 方程 的 闭合 系统 。 这 些 函 数 中 的 两 个 被 组 合 为 一 个 
复 函 数 玉 ， 这 当然 没有 任何 不 同 。 相 应 的 方程 在 不 同 工 作 中 写 为 不 同 无 量 纲 形式 ， 上 
的 所 有 作者 进行 了 数值 求解 。 一 些 结果 以 及 相应 的 数据 收集 在 图 46 中 。 实 验 点 的 弥散 非常 
强 ， 但 可 以 认为 理论 预言 和 数据 符合 得 令 人 满意 。 
前 面 分 析 的 主要 推论 是 一 般 方程 6.72) 。 只 有 确定 未 知 常数 4 和 B 需 要 特定 的 半 经 


CC 
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验 理论 。《〈 在 考虑 热 分 层 时 ， 这 些 常数 变 为 稳定 性 参数 /的 函数 ， 见 ， 例 如 Zilitinkevich 
(1970)， 那 里 详细 讨论 了 对 /的 依赖 。) 接着 Csanady (1967c)， 现 在 让 我 们 证 明 这 些 方程 容 
易 从 非常 简单 的 量 纲 论证 得 到 。 让 我 们 把 满 动 行 星 边界 层 分 为 “壁面 层 ”《〈 其 中 科 里 奥 利 力 
和 压强 梯度 对 流动 没有 影响 ) 和 “外 层 ”《〈 其 中 分 子 黏 滞 和 表明 参数 不 重要 ) 。 在 壁面 层 
中 ， 通 常 的 壁面 规律 是 正确 的 ， 对 于 动力 学 粗糙 的 壁面 ， 这 个 规律 可 以 写 为 这 种 形式 


SS 


其中 zo 是 粗 烽 度 参数 。 在 外 层 中 合理 的 是 假设 速度 缺 定律 一 定 正 确 ， 这 个 规律 显然 具有 这 种 
形式 


这 里 Ge “是 地 转 〈 或 “自由 流动 ”) 风速 度 的 复数 值 ， 复 函数 户 右 边 的 宗 量 实际 上 是 高 
度 z 和 方程 (6.65) 特征 长 度 标 / EH CORE SIMMER) 的 比 。 支持 这 个 定律 的 论 
证 和 支持 5.5 节 和 5.6 节 通常 的 速度 缺 定律 的 那些 论证 有 关 。 现 在 如 果 我 们 假设 存在 两 层 之 间 
的 重 炙 层 ， 其 中 两 个 定律 都 适用 ， 那 么 容易 证 明 在 这 一 层 中 函数 f 和 所 都 一 定 是 对 数 的 ， 即 


K zo’ K * 


ulz) = He log # Ge ulz) = ze 区 2wzz - c 
u 


其 中 C = B-iA TREE, KA TERT HAD AARE. Eula 
达 式 在 重 登 层 中 相等 ， 我 们 得 到 下 面 的 方程 : 


Ux 


1 i Ux o Gee 
k 8 Qu Z0 ` 


把 最 后 一 个 方程 分 为 实 部 和 虚 部 ， 我 们 得 到 〈6.72) 的 两 个 方程 。 


6.7 ” 满 流 中 悬浮 粒子 的 分 布 


现在 让 我 们 考虑 不 可 压缩 流体 湛 流 中 甚 浮 粒子 运动 的 问题 。 这 个 现象 的 理论 
是 Barenblatt (1953，1955) 发 展 的 [也 参见 Kolmogorov (1954)]。 这 个 理论 的 基本 假设 是 
悬浮 粒子 的 大 小 和 汕 流 的 长 度 标 度 相 比较 小 。 这 使 得 我 们 可 以 假设 它们 在 基本 的 流体 介质 中 


形成 了 一 个 外 加 物 的 连续 分 布 。 这 种 外 加 物 的 总 密度 可 以 写 为 这 种 


SS 
由 


p = po(1 — s) + pis = po + (p1 — po)s, (6.74) 


其 中 po 和 pi 是 流体 和 粒子 的 密度 ，s 是 粒子 的 相对 体积 。 在 关于 淤塞 (silts〉 的 工作 中 ，s 被 
BA “VERE” (turbidity) 。po 和 pi 是 物理 常量 ， 但 “浑浊 度 ”s 由 于 汕 流 混合 而 涨 落 ， 
所 以 


p = (pl — po)s’. 
给 定点 处 混合 物 运动 速度 wu;〔 即 围绕 这 个 给 定点 的 混合 物 的 无 穷 小 体积 的 重力 中 心 的 速度 ) 


定义 为 基本 流体 速度 wo; 和 外 加 物 速 度 w1; 的 质量 平均 


ui = oo KARTTA (6.75) 
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混合 物 的 运动 方程 可 以 写 为 
Opui 
ot 


O 
an [oo(1 — s)uoiuoa + p15U1iU1a + pia — Cia] = 一 090i3， (6.76) 


其 中 p 是 混合 物 中 给 定点 的 总 压强 ，czj 是 存在 外 加 物 的 基本 流体 中 的 黏 滞 应 力 张 量 ， 与 表示 
晤 浮 粒子 相互 作用 的 额外 的 张 量 之 和 。 对 于 体 作 用 力 ， 我 们 仅 考 虑 重力 ， 它 沿 Ozs 轴 zs 减 小 
的 方向 。 
基本 流体 和 外 加 物 的 质量 平衡 方程 具有 这 种 形式 


opo(1 一 5) ，6po(1 一 5)uou 


p 


Opis ，Oplsula 


at Si OR D 
将 这 两 个 方程 相 加 ， 我 们 得 到 混合 物 的 质量 平衡 方程 
Op | Opa _ 
et Get =. (6.77) 
另 一 方面 ， 这 两 个 方程 除 以 po 和 pi 然后 加 起 来 ， 我 们 得 到 混合 物 的 连续 性 方程 
a [(1 — s)uoa + suia] = 0. (6.78) 


考虑 这 个 事实 ， 粒 子 很 小 ， 进 一 步 假设 清流 中 流体 粒子 加 速度 和 引力 加 速度 9 相 比较 
小 ， 哦 我 们 可 以 假设 基本 流体 和 外 加 物 的 水 平 速度 相同 ， 而 垂 向 速度 相差 某 个 量 as， 粒 子 的 
重力 沉降 速率 。 从 此 之 后 ， 我 们 限制 于 讨论 低 “浑浊 度 ” 的 情形 ， 即 我 们 假设 s < 1。 于 是 
可 以 假设 a 不 依赖 于 s， 也 就 是 说 ， 是 常量 (等 于 无 限 流体 中 一 个 粒子 的 重力 沉降 速率 ， 我 
们 假设 这 个 量 对 所 有 粒子 都 相同 ) 。 于 是 我 们 有 


A 


pis 
Ui = Uoi — adiz 
p 


po(1 — 8)Uoitioa + pisuaiuaa = puiua + ÈP s(1 — s)a?6i3603. 
p 


(6.79) 
运动 方程 (6.75) 现在 具有 这 种 形式 
Opui Ə Bie Aa ee _ pop: ð s(l—s)a*]. 
at T ra (Puita + DOia Tia) P\grt p Ərz p 6i3, (6.80) 
连续 性 方程 (6.77) 可 以 写 为 
Oua ð s(1— s)a 
age (p1 poor ( (6.81) 


H 


从 现在 开始 ， 我 们 仅 使 用 方程 (6.73) . (6.76) 、 (6.79) FU (6.80) ， 考 虑 充满 半 
空间 za > 0 (也 就 是 说 ， 沿 Oz1、Ozx2 轴 均匀 ) 的 稳 态 流体 流动 中 悬浮 粒子 分 布 的 问题 。 在 
此 情形 ， 可 以 假设 所 有 平均 特征 量 仅 依 赖 于 坐标 > = 23, Jf Ate = 0。 

Aus = w 并 对 连续 性 方程 平均 ， 我 们 得 到 名 2 = 0 或 者 pw = 常量 。 因 为 对 于 稳 态 情形 
没有 总 体 的 牌 向 质量 输 运 ， 我 们 必须 令 pw = pw+ pw’ = 0。 回 想 方 程 (6.73) ， 我 们 可 以 
把 后 一 个 关系 式 重 写 为 


W = —0w’s’, (6.82) 
kho = 2 和 。 由 悬浮 粒子 存在 稳 态 分 布 这 一 点 可 以 得 到 ，w 和 s' 之 间 一 定 是 正 相关 


万 


6. 能 量 平衡 方程 及 其 结果 


的 ， 因 为 在 稳 态 情形 ， 粒 子规 则 的 重力 沉降 一 定 和 向 上 的 汕 动 输 运 平衡 ， 而 汕 动 质量 流 等 
Fpw = (pı 一 po)w's’。 于 是 如 < 0， 即 混合 物 的 平均 运动 有 向 下 的 分 量 。 我 们 回想 一 下 ， 
混合 物 速 度 定义 为 基本 流体 和 粒子 速度 的 质量 加 权 平 均 ， 而 不 是 体积 加 权 平 均 。 

对 方程 (6.80) 平均 我 们 得 到 


于 是 ， 对 z 积 分 后 我 们 得 到 


可 二 一 0s(1 一 s)a 十 常量 . 


这 个 方程 中 的 常数 项 可 以 取 为 等 于 零 ， 因 为 对 于 大 的 z，5、w’s’ 以 及 古 趋 向 于 零 。 所 以 ， 将 
这 个 方程 和 (6.81〉 比 较 我 们 有 


w's’ = s(1—s)axas. (6.83) 


如 果 我 们 使 用 〈6.25) 类 型 的 半 经 验方 程 


Os 
ws = ask, (6.84) 
那么 后 一 个 关系 式 具 有 这 种 形式 ae 
ns 
ask aye (6.85) 
作为 混合 物 的 平均 运动 方程 ， 我 们 使 用 沿 Ozi 轴 方向 的 雷诺 方程 ， 对 于 不 太 大 的 z 值 ， 
已 1A 下 H 的 形式 : au 
U2 ae 
KS =u) = HE. (6.86) 
从 方程 (6.84) 和 (6.85) 消去 KK 我 们 得 到 
Olns _ = KOU 
Oz "ty Oz’ 
hw = 一 “是 无 量 纲 参量 。 对 这 个 方程 积分 ， 我 们 得 到 
5= e "ik, (6.87) 


其 中 5 是 5 在 菜 个 虚拟 “粗糙 高 度 ”zo 的 值 ， 在 这 个 高 度 &(z) 变 为 零 。 
去 方程 (6.79) 右边 -pg6is 的 近似 值 ， 我 们 看 到 ， 这 个 方程 加 上 质量 平衡 方程 
(6.76) 和 相应 的 可 压缩 流体 的 方程 相符 。 所 以 能 量 平衡 方程 具有 和 重力 场 中 可 压缩 流 


体 相 同 的 形式 。 忽 略 满 流 能 量 扩 散 效 应 和 其 他 小 的 项 ， 我 们 把 这 个 方程 写 为 这 个 形式 
aN? p?” T 
DIVb (Z) Al pw’g = 0, (6.88) 


其 中 Vb =K, B pw’g 是 单位 体积 混合 物 中 汝 流 对 悬浮 粒子 做 的 功 。 使 用 方程 (6.73) 
和 (6.82) 我 们 得 到 


B=—opgs’w’ = —opgs(1 — s)a. (6.89) 
这 个 表达 式 是 Velikanov (1946) 首 先 得 到 的 。 用 方程 (6.83) 的 方法 表示 sw' 我 们 得 到 


B= Bp E. 
Oz 
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方程 (6.87)〉 可 以 简化 为 这 种 形式 
p= or (2) a asRi), (6.90) 
EE 中 
Ri = -ogre > 0 
是 一 个 类 似 理 查 德 森 数 的 无 量 纲 数 。 使 用 K = !V8 的 方程 〈6.85) JH ATER RE SS BTS BI 
b = cu V1 -= aRi. (6.91) 


在 不 存在 悬浮 粒子 时 ，Ri = 0, 5 = Pur. WH (6.90) 表明 ， 流 动 中 存在 悬浮 粒子 导致 清 
流 能 量 减 小 ， 即 它 影响 了 流动 的 动力 学 。 这 个 结果 被 直接 的 验证 实 。 所 以 泥 沙 运动 的 计算 
(假设 悬浮 粒子 对 流动 的 动力 学 没有 影响 ， 这 在 沉积 理论 中 被 称 为 “扩散 近似 ”) 仅 在 足够 
小 的 Ri 是 可 能 的 。 
0 z) 的 分 布 可 以 借助 方程 (6.84) 、 (6.85) 和 
(6.90) 得 到 。 如 果 我 们 引入 无 量 纲 量 ， 写 出 


t= = F(¢),K = Kkus«z®(C), cl = K2U(C),5 = S(C),C = Z, (6.92) 
EHL = 二 熏 。， 于 是 这 些 方程 具有 这 种 形式 
é / S 
COS = —wS,COF’ =1,0 = V ( | =) (6.93) 


S(O) AIC, CHIR TREAT HOTEL AT. ATO = 区 7 的 方程 (6.92) 消 
EFORIE 


Barenblatt 研 究 了 这 个 方程 的 一 般 解 ， 没 有 给 出 函数 更 的 具体 形式 。 他 仅 假 设 这 个 函 
数 满足 明显 的 条 件 亚 (0) = 1， 是 理 查 德 森 数 的 非 增 函 数 ， 因 为 由 于 存在 悬浮 粒子 长 度 标 
度 ! 一 定 减 小 。 这 些 分 析 的 结果 表明 对 于 w < 1 和 w > 1， 解 的 性 质 非 常 不 同 。 当 w > 1《〈 低 
流动 速度 或 大 的 粒子 ) 粒子 输 运 主要 发 生 在 流动 底部 。 然 而 在 河床 区 域 ， 我 们 讨论 的 这 个 理 
论 (基于 s 小 的 假设 ) 不 适用 ， 必 须 蔡 换 为 更 严格 的 理论 。 在 河床 区 域外 Ri > 0, Wife 
粒子 的 分 布 渐 近 趋向 于 根据 扩散 近似 得 到 的 分 布 。 由 w < 1《〈 大 流速 或 小 粒子 ) ， 输 运 发 生 
在 流动 主要 部 分 。 PeR 度 处 的 粒子 分 布 渐 近 趋向 于 某 个 极限 自 守 分 布 (Ri 一 常量 ) ， 其 
中 5 反比 于 z，z(z) = 些 logz 十 常量 。 所 以 流动 存在 某 个 极限 饱和 度 ， 在 更 大 的 饱和 度 下 ， 
这 个 理论 在 河床 区 域 不 适 用 。 


T. 


E ANEN ARAN 


推广 对 数 层 理论 到 热 分 层 流动 
7.1 ”大气 表面 层 的 热 分 层 满 流 边 客 层 模型 


在 第 3 章 中 我 们 详细 考虑 了 无 限 大 平面 


上 方 的 边界 层 中 的 消 流 。 我 们 的 


推论 和 实验 室 流 动 数据 以 及 大 气 表面 层 中 的 空气 运动 的 观测 进行 了 比较 。 


然而 ， 我 们 注意 到 它 只 能 用 于 和 中 


于 空气 温度 在 较 低层 随 高 度 不 变 的 情形 。 
然而 ， 中 性 分 层 在 自然 中 相当 罕见 。 实 际 上 ， 在 白 


性 分 层 有 关 的 那些 观测 ， 也 就 是 说 ， 用 


1 


度 通 常 随 温度 剧烈 下 降 ， 但 是 在 夜间 ， 


表面 
情形 。 
所 以 ， 在 实践 中 ， 研 究 大 气 表面 层 清流 时 ， 我 们 必须 考虑 大 气 中 存在 
的 系统 性 变化 。 我 们 知道 在 引力 场 中 存在 


层 中 的 运动 在 大 多 数 情 


温度 分 层 ， 这 产生 了 密度 随 高 度 上 


天 ， 地 面 上 方 的 温 


它 通 常 随 温度 升 高 〈 即 产生 所 谓 逆 


温 ) 。 所 以 中 性 分 层 仅 在 日 落 前 和 日 出 后 相当 短暂 的 时 间 内 出 现 。? 于 是 ， 


不 能 归 类 为 第 3 章 中 讨论 的 满 流 边 界 层 的 简单 


密度 不 均匀 性 导致 出 现 浮 力 ， 使 密度 较 小 的 流体 粒子 产生 向 上 的 位 移 ， 密 


度 较 大 的 粒子 产生 向 下 的 位 移 。S 于 是 ， 由 于 浮力 做 功 ， 密 度 比 周 


围 介质 较 


NW) CBR) 的 粒子 在 向 上 《向 下 ) 运动 中 获得 额外 的 能 量 ， 而 在 向 下 《向 
E) 运动 中 ， 他 们 花费 部 分 能 量 可 和 否 浮力 。 于 是 引力 场 中 密度 分 层 介 质 的 


势能 


可 以 直接 转换 为 清流 能 量 ， 


1 一 般 来 说 ， 
度 分 布 。 实 际 上 ， 只 有 在 这 些 条 件 下 ， 流 体 元 的 


们 ， 
们 可 
了 简 


对 势 温度 是 严格 的 。 同 档 


A AERA AL PORE ES aE 


以 取 G。 为 零 。 所 以 通常 有 可 
单 ， 我 们 在 后 面 总 是 说 普通 的 温度 ， 尽 管 严 
EF， 在 第 8 节 中 ， 我 们 不 4 


由 


并 且 反 过 来 ， 满 流 能 量 可 以 转换 为 介质 的 


性 分 层 意味 着 一 个 垂 向 梯度 d7Vdz 等 于 绝热 梯度 G。〈 在 2.4 节 定义 ) 的 温 
E 向 运动 蔡 不 会 伴随 示 能 的 损失 或 获得 。 然 


可 温度 梯度 的 


十 米 的 相对 厚 的 空气 层 中 进行 ， 使 用 的 数据 指 的 
?在 海上 ， 人 情况 不 同 ， 更 经 常 观测 到 接近 中 性 
EKA. 


3 这 里 和 后 面 ， 浮 力 的 意思 使 


(不 分 层 ) 介质 中 ， 这 两 


段 。 


格 来 说 ， 在 大 部 分 情形 ， 我 们 使 用 


型 值 比 Ge。 大 几 百 倍 ， 所 以 在 大 多 数 情 形 我 
能 不 区 别 通常 的 温度 T 和 方程 (2.4〉 的 势 温 度 9。 所 以 ,为 


的 方程 仅 


是 普通 温度 ， 而 不 是 势 温 度 。 


Mae. PRIM, FA EA BME 


阿 基 米 德 力 ( 


阿 基 米 德 定律 描述 ) 和 重力 的 差 。 


个 力 严 格 互 相 平 衡 ， 故 而 重力 可 以 简单 忽略 ， 见 1.2 节 


村 别提 到 这 个 事实 ， 在 某 些 情形 ， 观 测 在 几 


四 考虑 海 


在 均匀 


头 的 
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势能 。 本 章 将 致力 于 定量 研究 消 流 中 这 种 能 量 转换 的 效应 。 
在 6.4 节 中 我 们 计算 了 浮力 做 功 在 湛 流 能 量 平衡 中 的 页 献 。 这 个 (单位 
体积 的 ) 贡献 由 这 个 方程 给 出 : 


其 中 w' 是 垂 向 速度 涨 落 [ 见 6.4 节 方程 (6.38) ]。 由 方程 (7.1) 可 以 明显 看 
到 ， 仅 当 密 度 涨 落 p'/ 和 涨 落 w' 相 关 时 ， 密 度 分 层 会 影响 满 流 。 考 虑 气象 的 应 
用 ， 我 们 会 发 现 方便 的 是 从 研究 密度 涨 落 〈 在 大 气 中 非常 难以 测量 ) 转变 
为 研究 温度 涨 落 〈 容 易 直接 测量 ) 。 这 里 ， 和 6.5 节 中 一 样 ， 我 们 仅 考 虑 和 
温度 涨 落 有 关 的 密度 涨 落 ， 忽 略 大 气压 强 产生 的 小 得 多 的 密度 涨 落 。 在 温 
度 涨 落 不 太 大 的 情形 ， 我 们 可 以 写 出 p' ~ -(p/T)T’, RPT RAMEE, 
所 以 在 这 个 近似 中 


pw'T' = ee (7.2) 


其 中 9 = opw TEERAA L64) o HRA Me TK AmA 
的 影响 直接 和 从 下 垫 面向 大 气 〈 以 及 反 过 来 ) Am BITRATES 
出 结论 ， 当 垂 向 温度 梯度 等 于 零 时 ， 这 个 效应 一 定 消失 。 实 际 上 ， 根 据 半 
经 验 理 论 的 基本 方程 


oT 
q= Cpp KT =, (7.3) 


Dz 
其 中 Kz 是 涡 热 扩散 系数 ， 于 是 


层 和 相关 的 垂 向 注 动 热流 。 另 一 方面 ， 在 某 种 程度 上 在 真实 大 气 中 总 是 存 
在 的 下 垫 面 水 平方 向 的 不 均匀 性 首先 可 以 自然 地 忽略 。 实 际 上 ， 对 于 相对 
平坦 的 下 垫 面 (其 一 般 特征 在 相对 大 的 区 域 保持 不 变 ) ， 这 个 不 均匀 性 不 
起 非常 重要 的 作用 ， 而 考虑 它 使 得 理论 分 析 变 得 复杂 得 多 。 所 以 我 们 仅 考 
虚 具 有 恒定 粗 烽 度 wo (为 了 简单 ， 也 忽略 位 移 高 度 ho， 它 可 以 通过 简单 改 
变 z 的 原点 进行 考虑 ) 的 无 限 大 均匀 平面 z = 0 上 方 充满 半空 间 的 流体 中 的 
简化 满 流 模型 。 于 是 ， 我 们 在 本 章 中 将 总 是 假设 流体 变量 的 所 有 一 点 平均 
特征 量 仅 依赖 于 垂 向 坐标 >。 

如 果 我 们 假设 所 有 一 点 矩 量 仅 依 赖 于 z， 我 们 就 隐 含 假设 了 这 些 矩 量 可 
以 确定 ， 即 大 气 表面 层 中 的 所 有 流动 变量 的 值 具 有 确定 的 统计 稳定 性 。 一 
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般 来 说 ， 这 个 假设 会 引起 怀疑 ， 因 为 大 气 条 件 相当 依赖 于 一 天 和 一 年 中 的 
时 间 ， 而 除了 规则 的 周 日 和 周年 变化 ， 大 气 给 定点 的 任意 气象 学 变量 的 值 
也 经 历时 标 非常 不 同 的 不 规则 涨 落 。 这 些 不 规则 涨 落 可 以 被 认为 时 由 于 出 
现 了 不 同 三 维 尺 度 的 满 流 ， 从 非常 小 尺度 ( 量 级 为 厘米 到 几 分 之 一 厘米 ) 
到 非常 大 尺度 〈 量 级 为 气旋 和 反 气 旋 的 尺度 ， 甚 至 是 一 般 大 气 环 流 不 均匀 
性 的 尺度 ) 。 所 以 例如， 大 气 给 定点 温度 或 风速 的 时 间 平 均 首 先 被 证 明 
相当 依赖 于 平均 间隔 的 大 小 ， 其 次 ， 对 于 给 定 的 平均 尺度 ， 在 周期 和 平均 
间隔 大 小 相当 或 更 大 的 情况 下 ， 不 同 的 样本 不 同 。 这 个 现象 被 称 为 气象 学 
变量 “平均 的 漂移 ”， 这 使 得 确定 他 们 的 统计 特征 变 得 相当 复杂 。 然 而 ， 


实验 表明 如 果 我 们 限制 于 和 一 年 中 某 个 特定 季节 、 一 天 中 特定 时 间 以 及 特 
定 天 气 条 件 《〈 即 特定 “天 气 ”) 的 观测 ， 那 么 在 时 间 区 间 r《 比 “ 含 能 涡 


旋 ”【〔( 含 有 灌流 能 量 注意 部 分 的 满 流 结构 〉 的 特征 周期 大 得 多 ) 平均 ， 气 
象 学 变量 的 平均 值 会 相当 稳定 。 但 是 ， 在 此 情形 ， 相 关 的 观测 可 以 组 成 一 
个 “统计 系 综 ”， 使 得 我 们 可 以 进行 概率 平均 。 在 大 气 表面 层 中 ， 含 能 涡 
旋 的 时 标 可 以 估计 为 和 比例 Zo/C 同 量 级 ， 其 中 是 风速 的 典型 值 ，Zo 是 含 
能 涡 旋 特征 的 水 平 太 度 ， 从 数 十 米 到 数 百 米 。 所 以 Zo/C 的 量 级 为 几 十 秒 ， 
在 十 到 三 十 分 钟 时 间 区 间 的 平均 ， 风 速 、 温 度 等 的 平均 值 被 证 明 是 相对 稳 


定 的 ， 可 以 考虑 为 相应 随机 场 概 率 平 均 的 近似 值 。 


当 平 均 周 期 延长 到 几 个 


小 时 或 更 长 ， 平 均值 会 发 生 巨大 变化 ， 而 且 


1 于 首先 与 中 尺度 清流 然后 与 


宏观 消 流 有 关 的 长 期 “天 和 气 波动 ”的 影响 ， 


可 以 再 


次 证 明 它 们 有 具有 非常 低 


的 稳定 性 ， 然 而 ， 我 们 不 在 这 里 讨论 这 种 类 型 的 清流 。 
除了 假设 水 平方 向 均匀 ， 我 们 也 采用 了 一 些 和 描述 所 研究 的 注 流 的 动 


力学 方程 有 关 的 简化 假设 。 首 先 ， 如 已 经 


于 z， 并 且 满 足 前 


到 的 ， 我 们 忽略 压强 涨 落 产 


生 的 密度 变化 ， 并 且 限 制 于 已 经 对 相对 于 “标准 值 ”po、 了 和 po( 仅 依赖 
态 方程 9p0/0z = 一 p09 和 状态 方程 po = RpoTo) 的 密度 、 


稳定 和 压强 变化 线性 化 的 方程 。 从 此 往 后 ，po = 5 和 被 简单 看 作 常 量 ， 因 
为 它们 在 表面 层 〈 数 十 米 厚 ) 中 随 高 度 的 变化 小 得 可 以 忽略 。 在 此 情形 ， 
运动 方程 简化 为 著名 的 “自由 对 流 方程 ”或 这 种 形式 的 “ 布 西 涅 斯 克 方 
程 ” 

Ou ðu Ou ðu 16n 

Ot oer "By oz po Ox ron 

ðv Ow ðv Ov _ 1 Op ,和 

Ot Ax "By Bt gee po Oy — K 

ðw ðw ðw ðw 1 Op’ gy 

= HvA T 
ot “Ox te Oz po Oz eae To 


(7.5) 
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在 这 些 方 程 中 ， 一 才 T' 项 描述 了 流体 粒子 的 “浮力 加 速度 ”， 依 赖 于 重力 。 
然而 ， 忽 略 了 科 里 奥 利 力 ， 因 为 根据 6.6 节 给 出 的 估计 ， 这 个 力 对 底部 (大 
约 ) 50 m 的 平均 运动 没有 显著 影响， 此 外 它 对 涨 落 运动 没有 影响 ， 较 低层 
大 气 中 的 速度 近似 比 平均 速度 小 一 个 量 级 。 当 然 ， 在 地 面 上 方 超过 几 十 米 
的 高 度 ， 没 有 科 里 奥 利 力 的 方程 7.5) 不 再 适用 。 在 用 这 些 方程 的 推论 和 
观测 进行 比较 时 必须 记 住 这 一 


T 


Aa PVE AARNE EA ET A S AAAS a E AANE E 


du Ov ðw 
Ox Oy Oz 


FH JEL Rak FEY PES Blo = 0。 所 以 平均 运动 是 平面 平行 的 ， 由 平均 速 
BReu(z) = {U(z),V(z),0} 给 出 。 同 样 明显 的 是 ， 在 没有 科 里 奥 利 力 ， 
水 平 压强 梯度 不 随 高 度 变化 时 ， 矢 量 如 (z) 的 方向 一 定 不 依赖 于 z。 我 们 现在 
取 Oz 轴 沿 矢量 zw(z)。 在 此 情形 ， 方 程 5 = 0 成 立 。 所 以 可 以 自然 地 假设 流动 
变量 的 概率 分 布 在 Ozy 平面 的 平移 下 不 变 ， 在 对 Ozz 平 面 的 反射 变换 下 也 
不 变 。 于 是 ， 特 别 地 ，7zy = —pou'v’ = 0, Gps —pov'w! = 06 


= 0. (7.6) 


如 果 我 们 考虑 表面 层 中 平均 风速 在 24 小 时 的 周期 里 变换 10 m/sec 的 量 
级 ， 不 难 估计 在 通常 条 件 下 没有 特别 快 的 天 气 变化 )， 方 程 (7.5) 第 一 
个 平均 方程 中 含有 名 的 项 被 证 明 远 小 于 含有 平均 压强 梯度 秋 的 项 或 平均 科 
里 奥 利 力 。 所 以 ， 在 我 们 对 方程 〈7.5) 平均 时 ， 可 以 售 去 时 间 导 数 ， 我 们 
可 以 假设 在 表面 层 中 


(7.7) 


H 


0 OT 
— pou'w’ + pov =E e 党 
之 


[ 见 5.2 节 方程 (5.11)]。 所 以 似乎 有 可 能 均匀 平地 或 海洋 表面 上 方 的 表面 层 
中 的 平均 流动 可 以 假设 为 平面 平行 且 稳 态 的 ， 剪 切 应 力 r = pou? GE oat 
流 ) 随 高 度 恒定 。 


除了 方程 《7.5) A 7.6) 我 们 还 必须 使 用 热量 方程 ， 这 决定 了 温 
度 T 的 时 间 变 化 。 根 据 1.5 节 的 结果 ， 这 个 方程 可 以 写 为 : 
(S ôT OT 
CpP 


oT 
| | = DFO, 
a tn Dy +w =) CppxV°T +Q (7.8) 


其 中 @ 是 辐射 和 空气 中 所 含水 汽 相 变 〈 其 他 形式 的 热量 入 流 ， 特 别 是 表面 层 
中 的 动 和 EE 耗 散 导致 的 加 热 可 以 完全 忽略 》 导 致 的 热量 入 流 。 如 果 我 们 也 忽 


7. 推广 对 数 层 理论 到 热 分 层 流动 


略 热量 入 流 Q@， 那 么 我 们 得 到 通常 的 热传导 方程 


T T T T 
2 fae mee pwr = WT, (7.8') 


其 平均 得 到 这 个 结论 ， 在 稳 态 条 件 下 ， 


-y OT as 
q = Cppow'T' — CpPOX y = ŽE, (7.9) 


BI, a} PA na A SS BAP) E AE E [B LS. TT HE (5.73’) ]。 
然而 ， 如 果 我 们 也 考虑 @， 其 主要 部 分 通常 由 辐射 热流 组 成 ， 那 么 我 们 不 是 
得 到 方程 (7.9〉， 而 是 得 到 更 复杂 的 方程 


qd 十 gs 二 常量 ， (7.9') 


其 中 Q = — 2s , Hga FY DAS TR] PF ae J I At. ALY Robinson 
(1950) 的 初步 数据 [也 参见 Haltiner, Martin (1957)， 第 15 章 ]， 通 常 仅 在 靠近 
地 面 的 薄 空 气 层 中 gs 随 高 度 显 著 变 化 ， 这 一 层 的 厚度 不 超过 (或 只 是 略微 超 
过 ) 1 m。 如 果 这 是 真 的 ， 那 么 在 我 们 考虑 更 高 层 时 ， 可 以 令 gs = 常量 ， 

即 我 们 可 以 忽略 热量 的 辐射 内 流 @。 这 被 这 个 事实 间接 证 实 ， 如 后 面 将 
要 看 到 的 ， 基 于 方程 (7.9〉 的 理论 在 大 多 数 情 形 和 表面 层 中 的 观测 数据 
符合 得 令 人 满意 。*gs 变化 对 9 变化 的 贡献 相对 较 小 也 被 Mordukhovich,， 
Tsvang (1966) 的 粗略 估计 所 证 实 。 然 而 ， 一 般 来 说 ， 表 面 空 气 层 中 近似 
方程 gs = 常量 的 正确 性 仍然 不 能 视 为 已 经 明确 证 明 ， 无 论 是 理论 上 还 是 
实验 上 。 从 这 个 观点 来 看 ， 特 别 值得 怀疑 的 是 非常 稳定 的 分 层 〈 例 如 ， 在 
夜间 观测 到 ) 的 条 件 ， 当 汕 动 热流 9 非常 小 时 ， 流 量 q。 随 高 度 的 变化 可 能 
相当 大 [参见 Funk (1960)]。 因 此 ， 由 Townsend (1958) 和 Yamamoto, Kondo 
(1959) 开 始 和 尝试 更 精确 地 考虑 辐射 传 热 对 水流 的 影响 应 该 被 认为 是 最 合适 
的 。 此 外 ， 我 们 也 必须 注意 到 ， 湛 动 流 量 r 和 g 一 定 存 在 由 于 非 零 的 平均 风 
速 和 温度 水 平 梯度 〔 他 们 在 通常 认为 非常 均匀 的 地 方 也 可 能 很 大 〉 导致 的 
垂 向 变化 [参见 Mordukhovich，Tsvang (1966) 和 Dyer (1968)]。 然 而 ， 因 为 
对 于 滑动 流量 的 垂 向 变化 只 进行 了 非常 粗略 的 估计 ， 所 以 我 们 这 里 仅 限 于 
考虑 从 假设 〈7.7) 和 《7.9) 得 到 的 较 粗 糙 的 理论 ， 其 公式 在 任何 情况 下 都 
必须 视 为 澄清 表面 层 中 清流 机 制 的 第 一 步 。 

最 后 ， 我 们 现在 可 以 给 出 本 章 中 研究 的 理想 化 理论 模型 的 明确 描述 。 
我 们 将 考虑 均匀 平面 表面 z = 0 (由 给 定 的 粗糙 度 zo 描 述 ) 上 方 的 半空 


“然而 ， 我 们 必须 指出 ， 平 均 速 度 的 对 数 分 布 〈 仅 当 r = 常量 时 从 理论 得 到 ) 在 管 中 得 到 
很 好 的 满足 ， 几 乎 直到 管 的 中 心 ， 那 里 r = 0。 所 以 这 个 间接 证 明 不 能 被 认为 非常 可 靠 。 
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间 z > 0 中 的 平面 平行 稳 态 流动 ， 由 布 西河 
(7.8') 描述 ， 满 足 给 定 r 和 4 值 


这 一 层 的 上 边界 的 边界 条 件 。 


气 中 的 和 


多 实际 流动 。 


斯 死 方程 《7.5 、 
的 条 件 (7.7) 和 (7.9) 。 


(7.6) 和 
这 些 条 件 充当 了 


根据 我 们 之 前 的 论述 ， 我 们 可 以 预期 这 个 模 
型 会 相对 好 地 对 应 于 相对 平坦 和 均匀 下 垫 面 上 方 ( 量 级 为 数 十 米 ) 低层 大 


型 的 流动 ， 例 如 ， 海 洋 底 部 或 表 再 


度 分 层 ， 故 而 也 有 密 
(当然 ， 


把 T'/ 工 蔡 换 为 ~-p /5。) 然而， 从 此 多 
因为 大 部 分 数据 与 此 有 关 ) ， 
质 的 恒定 流量 


表面 层 中 的 浦 流 
指 我 们 所 描述 的 密度 分 层 介 


7.2 


方程 (7.5) 、 (7.6) A 


JZ ST Waa HP iin tit ASR iE Be PH Sd JR BE 


方程 中 出 现 的 参数 项 、 


将 量 纲 分 析 用 于 分 层 介 


我 们 也 可 以 假设 这 个 模型 也 可 以 应 用 于 某 些 其 他 类 
j 层 〈 处 于 等 温 条 件 ， 但 有 相当 明显 的 盐 
度 分 层 ) 中 的 汕 流 ， 以 及 实验 室 中 产生 的 人 工 汕 流 。 


层 的 理想 


1 op 


在 密度 分 层 的 情形 ， 我 们 简单 地 在 每 个 地 方 把 志 响 BRA sae 
EJA, 为 了 明确 ， 我 们 将 总 是 谈论 
令 “ 表 面 层 ”在 每 个 地 方 


大 气 


化 模型 。 


Moa 中 的 满 流 
I (7.8) 以 及 条 件 


s viy, WTA 


反 过 来 ) 的 动量 ver 


依赖 于 相当 少数 的 物理 


F (7.7) All C7.9) 描述 的 热 分 


量 ， 即 依赖 于 这 些 


出 从 无 穷 远 到 表面 z = 0 (或 
并 且 表 征 了 流动 和 下 热 面 动力 学 和 热 相 互 作用 


足够 充分 发 展 的 满 流 区 域 


Kr (ku) 和 g 值 ， 依 赖 于 完全 描述 了 下 垫 面 几何 性 质 的 粗糙 度 参数 z0。 
然而 ， 并 非 所 有 这 些 参数 发 挥 了 同等 重要 的 作用 。 首 先 ， 我 们 知道 ， 在 
P 《 即 除了 紧邻 下 扑面 的 非常 薄 的 亚 层 外 的 几 

乎 任何 地 方 》， 分 子 运 动 导致 的 热流 和 动量 流 和 湛 动 热流 和 动量 流 相 比 总 
。 所 以 在 这 些 区 域 中 ， 方 程 


是 非常 小 的 〈 见 ， 例 如 5.1 节 、5.3 节 和 5.7 节 ) 
(7.5) 和 (7.8 GAAS ARAVA HW 


一 般 可 以 简单 地 忽略 。 于 是 方程 


(7.7) 和 7.9) 可 以 重 写 为 这 种 简单 的 形式 
一 poww =T = E, Cpol'w =q = 常量 ， (7.10) 
这 表明 满 流 的 特征 量 一 定 不 依赖 于 v 和 Xx。 对 于 粗糙 度 参 数 zo， 这 决定 了 下 


垫 面 上 的 边界 条 件 ， 


导致 曲线 一 0(z) 和 T = T(z 
SR. MA, REZ 


— T(0). 


) 平 移 茶 个 常量 ， 但 不 


并 且 通 过 这 些 边界 条 件 也 影响 了 平均 速度 zz) 的 绝对 值 
和 距离 下 热 面 相当 远 处 的 平均 温度 差 7(z) 
外 不 再 有 直接 影响 〉 平均 速 度 和 平均 温 
定 仅 由 动量 流 和 热流 的 值 r7 和 9 决定 。 换 句 话说 ， 


会 影响 


距离 z 处 的 (下 热 


度 的 垂 向 变化 不 再 依赖 于 z， 但 一 
粗糙 度 参数 加 的 变化 只 会 


a) Ai u(z) AUT (2) HY 


气 层 中 的 充分 发 展 清流 的 平均 速度 梯度 和 温度 梯度 以 
及 其 他 特征 量 对 高 度 的 依赖 必须 仅 由 下 面 的 四 个 参量 决定 : 


密度 po、 


“ 浮 


力 参 量 ”g/To (描述 了 浮力 效应 ) 、 消 流 剪 切 应 力 r (或 u = Vm Mui 
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动 热流 qg (或 gq/cppo) 。5 使 用 这 个 简单 的 假设 ， 我们 必须 记 住 ， 当 gq = 0 
( 即 在 中 性 分 层 情形 ， 当 如 = 0) ， 浮 力 对 注 流 的 影响 不 明显 ， 也 就 是 
说 ， 必 须 不 依赖 于 参量 独 。 在 此 情形 ， 我 们 回 到 均匀 介质 的 情形 ，5.3 市 发 
展 的 对 数 层 理论 适用 。 

所 以 ， 当 z > zj0， 高 度 z 处 的 注 流 特征 量 仪 依赖 于 五 个 量 : zs por f> Us Al 
在 此 情形 ， 因 为 有 四 个 独立 量 纲 一 一 长 度 、 时 间 、 质 量 和 温度 ， 所 以 我 们 
只 能 从 这 五 个 量 写 出 一 个 独立 无 量 纲 组 合 〈 相 差 一 个 数值 因子 ) 。 接 
着 Obukhov (1946)、Monin (1950c) 和 Monin, Obukhov (1953, 1954)， 我 们 
选择 无 量 纲 组 合 为 


Zot po ° 


2 
=L .11 
c=, (7.11) 
其 中 
ee (7.12) 
To cppo 


ENBE us 写 出 的 长 度 标 度 。 (无 量 纲 汉 .卡门 常量 gk 首次 由 Obukhov 
5] ALIN 77 FE, eared ay 了 的 符号 选择 为 
当 d < 0， 对 于 稳定 热 分 层 有 KL > 0。) 然后 我 们 可 以 肯定 ， 表 面 空气 层 中 的 
任意 平均 满 流 特征 量 f (对 于 不 太 小 的 z 不 依赖 于 下 垫 面 的 性 质 〉 对 高 度 的 
依赖 可 以 写 为 这 种 形式 


F) _ p (=) (7.13) 


\ 


CH foe fie, ASEA por Us 写 出 ， 而 (CO) 是 一 个 普 
适 函 数 。 我 们 取 华 作为 速度 标 度 ， 对 于 温度 标 度 我 们 取 


(ee (7.14) 

KU% Cp Po 
[参见 方程 (5.75’) ] 其 中 常量 x 也 是 按照 惯例 引入 的 ， 区 的 符号 选 为 对 于 
稳定 情形 有 > 0。 最 后 ， 作 为 涡 交 换 系 数 KK 的 自然 标 度 ， 我 们 取 这 个 


Ekul Llo 


5 然而 ， 我 们 应 该 注意 到 ， 这 个 自然 的 假设 〈 对 于 下 面 的 理论 很 基本 ) 有 时 会 引起 一 些 
反对 意见 。 所 以 ， 有 时 提出 分 层 大 气 中 的 温度 和 风 分 布 一 定 依赖 于 分 子 常数 zx 和 X， 或 者 至 
少 依赖 于 它们 的 比 一 一 普 朗 特 数 Pr = vw/x[ 见 ， 例 如 Townsend (1962a)]。 在 一 些 情形 ， 这 个 
想法 的 基础 是 Malkus (1954a) 有 争议 的 淇 动 对流 理 论 ， 由 例如 Townsend (1962b)、Spiegel 
(1962) 和 Lindzen (1967) 讨 论 。 根 据 这 个 理论 ， 分 子 常数 对 于 所 有 z 都 起 到 了 相当 大 的 作 
。 普 朗 特 数 Pr 对 消 动 对 流 的 影响 也 是 Kraichnan (1962a) 工 作 的 主题 ， 这 个 工作 的 结果 
对 于 适中 的 Pr 值 和 本 章 中 得 到 的 结论 不 矛盾 。 另 一 方面 ， 例 如 Businger (1955) 假 设 粗糙 
度 参数 zo 明显 地 影响 风 和 温度 分 布 的 形式 ， 这 使 得 所 有 这 些 方程 都 复杂 得 多 。Laykhtman 
(1944, 1947a, 1961) 的 假设 更 进一步 : 蔡 代 通 常 的 粗糙 度 参 数 ， 他 使 用 了 长 度 参数 zo〈 这 影 
向 了 分 布 的 形式 ， 以 一 种 复杂 的 方式 依赖 于 表面 不 规则 性 的 尺度 和 形式 以 及 热 分 层 ) 。 


ay 


[axa 
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根据 方程 《7.13) ， 我 们 可 以 用 5 的 普 适 函数 的 方法 描述 消 流 特征 量 对 
高 度 的 依赖 。 所 有 ， 例 如 ， 对 于 平均 风速 和 温度 的 垂 向 梯度 ， 我 们 得 到 


OU Us. 
Əz = zr ©) 
OT T, 
De = zr O 


(7.15) 


(7.16) 


其 中 9( 〇 和 91(0) 是 两 个 (的 普 适 函数 。 方 程 (7.15) 和 (7.16) 由 Monin， 
Obukhov (1953, 1954) 给 出 ， 可 以 认为 它们 是 热 分 层 介质 情形 的 对 数 层 


量 和 热量 涡 交 换 系 数 氏 和 K7 的 方程 5.5) 和 “(5.9) 我 们 发 现 


= u? _ KUxD KA= —q/Cppo _ RuxL 
Oudz gO’ T aT/jðz gQ 


交换 系数 KT 和 KK 的 比值 等 于 


Kr kT 0u/Oz g) _ . 
K u, OT/0z g0 SONR 


理论 的 基本 方程 (5.21〉 M (5.76) 的 直接 推广 。 把 这 些 方程 带 入 定义 了 动 


(7.17) 


(7.18) 


一 般 来 说 ， 它 是 5 的 某 个 普 适 函数 。 由 于 方程 (7.12) 和 (7.14) - (7.16) ， 


和 6.5 节 定义 的 理 碍 德 森 数 Ri[ 见 方程 (2.3) FM (6.51) ] 等 于 


Ri = g OTOz z gı (C) 1 
To (30/32 [gOF AOH 


(7.19) 


ECA eA. KA, Lg. See ME ule) EAA Re 


(6.45) 的 流量 理 查 德 森 数 Rf 等 于 


g q 1 
Rf = = : 
eT rE gC) 


Tit et FPS ARR Ee PR Al in Ba RAKA fi LK AR: 


K=ku,L-Rf. 


1 函数 g(C) 和 gi(C) 的 一 般 形 式 分 析 〈( 这 将 在 本 节 后 面 ， 即 7. 


(7.20) 


(7.21) 


3 节 讨 


论 ) ， 可 以 推 盯 Ri(6) 和 Rf(6) 都 是 单调 函数 ， 故 而 由 一 个 单 值 的 反 函 数 。 所 


以 Ri、Rf 和 4 可 同样 有 效 地 作为 参数 表征 空气 的 热 稳定 性 。 


这 个 情形 和 分 层 介质 中 被 动 外 加 物 浓度 场 的 特征 量 类 似 ， 此 时 存在 


一 个 穿 过 边界 z = 0 的 恒定 外 加 物流 量 7 = pow ERMA AWE 


FP 我 们 


7. 推广 对 数 层 理论 到 热 分 层 流动 


可 以 取 被 动 外 加 物 为 ， 例 如 水 蒸气 ， 
积 的 平均 蒸发 量 ) 。 


=i 


这 个 被 动 外 加 物 ) ， 我 们 得 到 
oy) 
Oz 
Ox 


这 完全 类 似 于 方程 (7.15) 和 (7.16) 。 


数 ) 等 于 


这 里 只 需要 把 7 加 到 定义 平均 汕 流 特征 
然而 ， 我 们 还 有 物理 量 3 额 外 的 独立 量 纲 。 于 是 ， 
mC = z/L。 特 别 地 ， 对 于 平均 湿度 5 的 导 


于 是 ?表示 单位 时 间 从 单位 下 垫 面 面 
的 参数 组 中 。 
我 们 由 一 个 无 量 纲 特征 
/9z (之 后 我 们 仅 考 虑 


三 | 


E 向 梯度 0 


(7.22) 
于 是 水 汽 的 交换 系数 〈 涡 扩散 系 


—  G/po _ KUL 
Ko = 30/82 lO (7.23) 
表面 层 中 风速 、 温 度 和 湿度 的 分 布 可 以 通过 对 方程 07.15) (7.16) 
和 (7.22) 积分 得 到 
Ux Z2 ZA 
wa- = EEEN 
T(z2) — T(z1) = T, lf (2) sf (=) ， 
9) -aa) = [e (2) -eE 
(7.24) 
其 中 
¢ ¢ 
O= f ae, Ae) = f nla, falc ee (€)dé. (7.25) 
7.3 ”描述 分 层 介 质 中 满 流 的 普 适 函数 的 形式 
由 上 面 对 热 分 层 介 质 表面 层 的 讨论 ， 可 能 有 两 种 定性 不 同 的 满 流 
机 制 。 它 们 对 应 于 稳定 分 层 情形 (热量 向 下 ， 即 g < 0， 相 应 地 LL > 0 
AT, > 0) 和 不 稳定 分 层 情形 (gq > 0，L < 0, T. < 0) 。 这 两 种 情形 在 分 
层 趋向 中 性 〈 当 5 0) 时 彼此 接近 。 相 应 地 ， 所 有 描述 灌流 的 普 适 函数 分 


为 两 个 不 同 分 支 , ¢ > OFC < 0。 
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在 这 一 小 节 中 ， 我 们 仅 讨论 最 简单 的 庙 流 特征 量 ， 即 平均 速度 了 、 平 
均 温 度 T 和 平均 外 加 物 浓度 湿度 ) 3 的 分 布 。 所 以 我 们 主要 感 兴趣 于 也 
数 (C)、 丹 (6) 和 fo(0) 以 及 它们 的 导数 g(C) = O aE) = FOME) = 


BO. 
让 我 们 从 考虑 函数 (6) 和 9(6) 开 始 。 方 便 的 是 把 方程 (7.15) 写 为 这 种 
Zs 
OU * * / / 
Fe = SHO = ZO CC) = 696) = CF"). (7.18) 


REMER 2. uy Blg/ Toll. 3 HAMZA ATRE 
中 性 分 层 条 件 。 在 此 情形 ，L 的 绝对 值 会 无 限 增 大 ， 从 而 C = FATE. 
在 此 极限 ， 当 4 -0， 我 们 一 定 会 得 到 通常 的 “对 数 ” 方 程 蜗 = e, CH 
不 含有 4 也 不 含有 9/TD。 于 是 


p(0) = lim CF(O) = 1. (7.26) 


(一 0 


因为 自然 地 假设 o(O) 连 续 ， 对 于 固定 的 g 和 ws 但 不 是 足够 小 的 z〈 即 
当 z 之 | 下 ) ，p(O) 值 接近 于 1。 这 意味 着 对 于 > « | 媚 满 流 交 换 和 温度 均匀 
介质 中 的 交换 相差 非常 小 ， 故 而 z < | 刀 层 中 的 汕 流 主要 是 由 动力 学 因素 产 
生 的 。 所 以 尺度 也 决定 了 热力 学 因素 不 起 重要 作用 的 这 一 层 的 厚度 ， 所 以 它 
可 以 被 称 为 动力 学 亚 层 的 高 度 。5 因 为 热力 学 因素 在 最 低 的 层 中 可 以 忽略 ， 
自然 可 以 得 到 ， 在 分 层 介质 的 情形 我 们 必须 考虑 下 垫 面 的 性 质 ， 正 如 均匀 
介质 的 情形 。 换 句 话 说 ，5.4 节 中 定义 的 粗糙 度 参 数 z 在 所 有 情形 都 是 下 垫 
下 对 流动 的 动力 学 影响 客观 的 特征 量 。 因 为 粗糙 度 参数 z0 只 能 在 动力 学 亚 
层 中 根据 风 的 分 布 确定 ， 显 然 这 个 参数 不 能 依赖 于 热 分 层 。 在 实践 中 ， 最 
方便 的 是 使 用 下 执 面 附近 对 数 近似 的 速度 分 布 确定 这 个 参数 。 在 大 气 的 情 
BS， 最 好 使 用 中 性 或 接近 中 性 分 层 的 情形 ， 其 中 |L| 很 大 ， 动 力学 亚 层 相 当 
厚 。 考 虑 到 对 数 速度 分 布 在 高 度 z0 为 零 ， 并 且 对 于 z < |L| 速度 分 布 总 是 可 
以 假设 为 对 数 的 ， 方 程 (7.24) 的 第 一 个 方程 可 以 写 为 


Ux zZ Zo / 

全 lf (5) Fl eat) 
PARIH SE, KZS (~) DL AH Bie EK xq MEH ES EE A 
z< |LI 时 动力 学 因素 主导 自然 和 理 查 德 森 数 Ri 对 于 这 些 z 小 这 个 事实 
有 关 。 实 际 上 ， 限 制 于 更 方便 的 流量 理 查 德 森 数 Rf = aRi， 容 易 从 方程 


6 在 使 用 这 个 名 称 时 ， 我 们 当然 不 能 忘记 ， 热 力学 因素 不 起 重要 作用 的 这 一 层 的 厚度 实际 
上 等 于 长 度 L 乘 以 一 个 常数 因子 一 一 根据 下 一 节 引 用 的 数据 ， 量 级 为 几 百 分 之 一 。 


7. 推广 对 数 层 理论 到 热 分 层 流动 


(7.20) 和 “(7.26) 推 得 


lim Rf(z) = 0, 以 及 (=) at 
2 一 0 Oz gð 


所 以 在 动力 学 亚 层 中 


z 
Rf x — <1. 


IL 
对 于 足够 小 的 6 = FE RABl) = 《了 (0) 可 以 展开 为 暴 级 数 


y(6)=14 Bio + Bo? +... 
所 以 ， 对 于 接近 中 性 分 层 的 函数 六 OO， 我 们 得 到 


p2 


FO = BH +m] + BC+ +- 


ZA, REC Y —A : 


RE() = ¢ — Bi? — (8? + Bae? 


(7.27) 


(7.28) 


(7.29) 


(7.30) 


(7.31) 


因为 数据 限制 还 不 能 可 靠 地 估计 一 些 B, 系 数 ， 只 有 函数 p(C) 的 线性 近 


似 有 实用 价值 


(C) ~ 1486, 


f(O =~ 常量 二 In|C| 二 Bl， ale) ~ “(In p25), (7.33) 


[这 里 6 是 方程 (7.29) - (7.31) MARA]. 


关于 方程 (7.29) - (7.34) 必须 记 住 ， 因 为 ( > OFC < 0 对 应 于 两 


定性 不 同 的 满 流 状态 ， 我 们 没有 理由 假设 函数 gp(0) 在 点 6 = 0 是 解析 的 《〈 尽 


al 


管 它 在 这 一 点 是 连续 的 ， 因 为 当 C 一 0 AAMAR EA 
» C> OFC < 0 可 能 对 应 于 展开 (7.29)〉- (7.31) 的 不 同系 数 ， 特 别 地 对 


并 六 于 


应 于 不 同 的 常数 8 值 。 此 外 ， 必 须 认为 系数 Bn, 是 和 冯 . 卡 门 常数 类 型 相同 的 
个 普 适 常数 ， 前 提 是 它们 被 看 作 普 适 函 数 p(C) 泰 勒 级 数 系数 的 精确 值 [ 限 


— FN ath 3 


关于 5 的 一 个 确定 符号 ]。 然 而 ， 现 在 ， 我 们 无 法 不 借助 于 或 多 或 少 任意 的 


假设 来 确定 (0) 的 严格 解析 形式 。 同 时 ， 通 过 5 = 0 点 处 的 导数 值 任意 高 精 


度 的 测量 无 法 足够 精确 地 确定 这 个 函数 。 所 以 ， 在 实践 中 ， 系 数 8 一 般 是 
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K) 。 


物理 考虑 得 到 。 
流 交 换 受阻 ， 所 以 平均 速度 分 布 一 定 “ 陡 于 ”对 应 


通过 用 方程 (7.32〉 的 办 法 或 月 
函数 gp(C) 近 
选择 。 所 以 不 奇怪 不 同 的 研 9 
然而 ， 所 有 这 些 差异 对 8 符 号 的 问题 没有 影响 ， 其 答案 直接 从 基本 的 
于 稳定 分 层 ( 即 ，g < 0、 芽 > 0 和 C > 0) Ht 


似 得 到 的 。 于 是 得 到 的 8 值 


目 茶 个 其 他 解析 表达 式 在 某 个 范围 的 6 对 经 验 


相当 依赖 于 近似 区 间 和 w(6) 的 方程 的 


究 者 给 出 


实际 上 ， 对 


了 这 个 系数 不 同 的 值 ( 见 下 面 8.2 节 


中 性 分 层 的 对 数 分 布 。 


另 一 方面 ， 对 于 不 稳定 分 层 (g > 0. L < 0 和 6 < 0) ， 非 常 强 烈 的 清流 


混合 一 定 回 导 致 平均 速度 的 均衡 ， 所 以 这 


里 风速 随 高 度 的 增长 一 定 比 中 性 


分 层 的 情况 慢 。 所 以 6 (52)—-2 MTL > OAIE, WEL < 0 为 负 ， 即 对 
FC > OFC < 0 都 有 8 > 0。 


如 我 们 已 
现在 转向 p(C) 和 f(C) 对 非常 
强 不 稳定 性 〈 即 大 的 负 ( 值 
为 可 以 通过 对 给 定 q > 0. ux Fllg/To KE 
fq > 0、g/ 了 和 z 的 极限 过 程 w +0 (AIL <0) 来 研究 。 后 一 个 极限 过 程 


显著 的 。 


) 情 


显然 对 应 于 “ 自 
平 速度 和 下 执 面 上 相关 的 摩擦 》 
流 不 是 从 平均 运动 ， 而 是 从 温 


1 对 流 ” 


开始 。 


(特征 是 存在 g > 0 的 不 稳定 分 层 ， 没 有 平均 水 
条 件 下 的 纯 热 清流 的 方法 。 在 此 情形 ， 涨 


经 指出 的 ， 方 程 (7.32) - (7.34) 仅 对 相当 小 的 (绝对 值 是 
KC] = 窗 行 为 的 问题 ， 

9(C) 和 f(C) 在 C 一 一 00 的 渐 近 行 
大 的 z > |LI 值 或 者 研究 对 于 给 


我 们 从 


现在 下 执 


看 上 个 别 点 的 热 射流 的 聚集 ， 


度 不 稳定 性 获得 能 量 。 


4 
混合 型 


此 外 ， 它 的 特征 是 出 
民 弱 。 此 外 ， 如 果 现 有 的 水 


平 混合 仍然 足以 保证 流动 变量 的 概率 分 布 对 水 平面 上 的 平移 和 转动 不 变 ， 


那么 这 个 灌流 是 本 章 考 虑 的 满 流 的 一 个 特殊 情形 。i 
9/ 了 和 gq/cppo《 因 为 在 “ 纯 ” 对 流 中 ， 
性 的 观点 ， 对 于 给 定 必 在 高 度 z 六 |L| 的 湛 流 情形 不 会 和 z 固 定 且 不 是 很 大 
但 w 非 常 小 的 情形 有 差异 。 
要 由 热力 学 因素 确定 ， 即 
不 依赖 于 ws。 
虑 函数 广 (6) 和 表征 
BuO Ey 


数 表征 : 


(9) = C(O FCC) E 


由 这 个 观点 ， 在 C 一 


所 以 在 不 稳定 情形 ， 
温度 场 的 统计 特征 在 此 


一 00 的 极 P 


这 些 流动 仅 由 两 个 参 
然而 ， 从 相似 


Ux = 0 a 


很 大 高 度 处 的 满 流 总 是 主 
博 形 依赖 于 9/Tp 和 q/cppo 但 
情形 ， 最 简单 的 是 首先 考 


了 平均 温度 分 布 的 g1(C) = 形 (9) 的 行为 ， 然 后 转向 函 
因为 在 水 平 速度 分 布 的 研究 中 我 们 不 能 


Wi 


“ 纯 ” 热 对 流 的 极限 情形 (其 中 一 般 来 说 根本 没有 平均 水 平 速度 ) ]。 


下 的 清流 


地 ， 容 易 验 订 
C4B3 和 及 (C) ~ 


ni) = 一 


定 是 


6-13 十 常量 时 不 含 ws。 


CA4/3 


TIE a 


K JIA H fe M E Big /To Flq/cppos BEK Em, A Em RE 
好 守 的 〈 见 ， 例 如 ，5.9 节 中 对 流 射 流 的 研究 ) 。 
E， 方 程 〈7.16) 和 方程 (7.24) 的 第 二 个 方程 仅 当 0i(c) ~ 


所 以 


常量 + OKBOL 一 1 


特别 


(7.35) 


7. 推广 对 数 层 理论 到 热 分 层 流动 


(这 里 添加 ak4/3 是 为 了 方便 ) 。 换 句 话说 ， 
OT B C1 q ae 9 as 2-4/3 
Oz 3 \cppo To á 


ET 
e a a 
! CpP0 To 


当 z > |L|,L < 0. 方程 (7.36) 是 首先 由 Prandtl (1932a) 提 出 的 ， 后 来 
IObukhov (1946) 独 立 提 出 。 它 们 完全 类 似 于 Zel'dovich (1937) 推 导 的 方 
时 ， 对 流 上 升 射 流 中 心 的 温度 分 布 的 方程 (5.103) - (5.104) ， 和 它们 的 
差异 仅 在 于 我 们 这 里 不 关心 一 个 被 加 热 的 球面 或 圆柱 上 方 的 对 流 ， 而 是 
关系 一 个 大 的 被 加 热 的 平面 上 方 的 对 流 。 后 来 在 很 多 工作 中 详细 讨论 了 
这 些 方程 [ 见 ， 例 如 Monin，Obukhov (1953, 1954)、Priestley (1954, 1955, 
1956). Kazanskiy, Monin (1958)]。 由 此 得 出 ， 特 别 地 ， 在 不 稳定 分 层 中 ， 
很 大 高 度 处 的 温度 分 布 倾向 于 是 等 温 的 ， 这 是 因为 存在 非常 强 的 混合 ( 它 
随 高 度 增强 ， 因 为 出 现 了 越 来 越 大 、 长 度 标 度 和 距离 下 垫 面 距离 相当 的 涡 
We) ， 导 致 温度 的 均衡 。 在 方程 〈7.36) 自由 对 流 条 件 下 的 涡 热 扩散 系数 等 
于 


T(z) 


(7.36) 


>H 


3 1/3 
Kr = q 一 一 ( q q ) 24/3， (7.37) 
cppo Se C1 Cpp0 To 


随 距 离 地 面 的 距离 增加 而 快速 增 大 。 


显然 有 可 能 论证 函数 g(C)、y(C) = COMO 一 -co 时 非常 确 
定 的 渐 近 形式 。 因 为 极限 过 程 C 一 一 oo 等 价 于 ww 一 0 〈 剩 下 的 参数 和 z 固 
E) o CM ALATA MBIT u PAT, ASABE MG/cppor g/To. poFlzS 
出 任何 无 量 纲 组 合 。 所 以 这 些 参量 定义 的 所 有 无 量 纲 特 征 量 都 一 定 有 一 个 
恒定 ( 普 适 ) 值 。 特 别 地 ， 可 以 自然 地 假设 一 个 这 种 无 量 纲 参量 是 热量 的 
涡 扩散 系数 和 动量 的 涡 扩散 系数 的 比 a = Kz/K。 所 以 在 自由 对 流 条 件 下 


Kr 


Kr 3 q gqg Ns 
二 Qa_w 二 常量 ,K = = ( ) AL 7.38 
we a-o  C1@-æ Veppo To ( ) 


[Hao = lime ，。a(O]。 然 而 ， 在 此 情形 ， 很 明显 


(S222 (O22 ZAP, (7.39) 


3 


C2 
3 


f(0) = 02C-13 十 常量 “e< -]l, 
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其 中 Co 二 Cikta ooo 换 句 话说 ， 当 g > 0, Z1 > |L], Z2 > IZ| 


Ou O u| 2 A aja 
Oz 264/3 * \cppo To 3 
a aga -1/3 _—1/3 
(a-a) = -oa (EE) a 
(7.40) 
方程 〈7.40) 也 首先 由 Prandtl (1932a)〈 以 稍微 不 同 的 形式 ) 给 出 [也 参 


见 Obukhov (1946), Monin, Obukhov (1954)]。 随 > 增 大 ， ay (z) 接 
近 一 个 恒定 值 ， 这 是 出 于 在 自由 对 流 中 导致 z 一 oo 时 趋向 于 等 温 条 件 的 同 
样 原 因 。 我 们 注意 到 心 现 在 出 现在 方程 (7.40 中， 因为 在 w = otuz) = 
0， 所 以 函数 (z) 不 可 能 不 依赖 于 w。" 理 查 德 森 数 Ri 和 Rf 总 是 依赖 于 ws， 
在 自由 对 流 条 件 下 ， 由 方程 (7.39) 、 (7.19) 和 (7.20) ， 这 些 数 等 于 


3 4/3 3 a 4/3 
Ri=-———(—) ,Rf=oRi=-~—(—) . 7.41 
C2Q_o0 (a) C2 a l ) 


所 以 很 明显 ， 随 着 z 的 增 大 ，Ri 和 Ri 的 绝对 值 无 限 增 大 〈 总 是 保持 负 值 ) 。 

现在 让 我 们 转向 第 二 个 极限 情形 6 > too. XY oC) AL (CAEN 
正 ( 时 的 渐 近 行为 的 研究 对 应 于 对 稳定 分 层 情形 《固定 > 0》 对 于 大 的 > 
平均 速 Wi 2 CBIR A 
剧 的 温度 反 转 ) 的 研究 。 然 而 ， 在 具有 小 到 消失 的 风 的 急剧 反 转 中 ， 汕 流 
变 得 简 并 ， 介 质 的 运动 呈现 出 一 种 非常 特殊 的 特征 。 实 际 上 ， 在 高 度 稳定 
分 层 的 条 件 下 ， 不 可 能 存在 大 尺度 汕 流 涨 落 〈 因 为 这 些 涨 落 克服 重力 做 功 
会 消耗 太 多 能 量 )， 消 流 只 能 以 小 尺度 涡 旋 的 形式 存在 〈 这 也 可 以 由 此 解 
释 ， 在 此 情形 ， 大 尺度 波动 是 稳定 的 ， 不 会 转换 为 汕 流 ) 。 在 更 稳定 的 情 
， 甚 至 小 尺度 湾流 实际 上 也 不 可 能 ， 介 质 的 涨 落 运 动 可 能 以 随机 内 波 组 
的 形式 出 现 。 在 任何 情形 ， 很 明显 高 度 的 稳定 性 阻碍 了 不 同 流体 层 之 间 的 
沸 流 交换 ， 所 以 满 流 呈现 局 域 特征 。C 六 1 ( 即 对 于 固定 的 L > 0 但 很 大 
的 高 度 z > L 或 对 于 固定 高 度 z 但 很 小 的 L > 0) 的 消 流 交换 的 特征 〈 例 如 
PAWAR = 上; ) 不 能 明显 依赖 于 距离 下 垫 面 的 距离 >。 后 一 个 推论 也 
可 以 通过 下 面 的 论证 证 实 : 根据 理 查 德 森 的 推导 〈 见 6.5 节 ) ， 流 量 理 查 德 


7 这 使 得 方程 (7.38) - (7.41) 的 推导 的 基础 略微 弱 于 方程 (7.35) - (7.37) 的 推导 。 实 
际 上 ， 在 理想 对 流 条 件 下 没有 垂 向 动量 输 运 ， 所 以 严格 来 说 ， 也 没有 涡 黏 清 玉 。 于 是 ， 理 论 
上 由 可 能 ， 例 如 ， 当 w 30, Kr/K 一 co。 然而， 没有 物理 上 的 理由 支持 纯 热 力学 因素 产 
生 的 速 HERE A AMM RI WZ. 所 以 ， 目 前 ， 似 乎 合理 的 是 考虑 0 < a-v < co 的 方 
FE (7.38) 作为 一 个 合理 的 假设 ， 这 需要 实验 验证 。 
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和 森 数 Rf 在 任意 稳 态 条 件 下 不 会 超过 1， 即 这 个 数 可 能 的 最 大 值 Rfo < 1 CÈ 
然 Rfe 小 于 1 很 大 ， 但 目前 这 对 于 我 们 的 目的 而 言 不 重要 ) 。 男 一 方面 ， 
假设 Rf 随 6 = 增加 〈 即 对 于 固定 z， 稳 定性 增强 ) 单调 变化 是 自然 的 : 
难以 想象 可 以 导致 Rf 再 次 随 稳定 性 增强 而 减 小 的 物理 机 制 。 然 而 ， 如 
果 Rf(G) 随 C 的 增 大 而 单调 增 大 ， 同 时 在 5 一 co 不 超过 某 个 值 Rfe， 那 么 它 一 
定 趋 于 某 个 极限 值 尺 〈 自 然 可 以 认同 为 Rfw) o 

所 以 ， 在 稳定 分 层 的 情形 ， 一 定 存 在 一 个 普 适 值 R 使 得 


Rf x R= 和 常数， Ke ku LRZ > L. (7.42) 
但 由 此 得 到 
() = £=¥R, oQ=5=cx¢ 
g R ) L R 348) 
IO = 常量 + 扩 = 常 量 +Ca6 4C>1, 
(7.43) 
其 中 Ca = 1/R = 1/Ries 并 且 当 然 
= * a E Tx gZ | pE 
= = .44 
(z) RL + TÆ = C3 Tp + (7.44) 


所 以 在 稳定 介质 中 ， 在 很 高 的 高 度 ， 平 均 速 度 随 高 度 线 性 增 大 ， 而 这 个 
速度 的 恒定 梯度 由 一 个 “外 部 ”参数 唯一 确定 “这 个 参数 在 不 同 的 情形 不 
) ， 例 如 参数 和 = cz， 这 实际 上 和 消 动 热流 和 汕 流 筋 切 应 访 的 比 相 
。Obukhov (1946) 也 指出 了 这 个 结果 [也 参见 Monin, Obukhov (1954)]. 
根据 方程 (7.29) 、 (7.30) 、 (7.39) ~ (7.39) 和 (7.43) ， 普 适 
函数 p(C) 和 fC) — 7(( 士 引 [ 这 里 增加 -上 浅 ( 士 引 项 是 避免 选择 函数 /CC) 参 考 值 
的 不 确定 性 ] 一 定 具 有 接近 图 47 和 48 的 一 般 形 式 。 在 下 面 一 节 中 ， 这 个 结论 
得 到 了 大 气 表面 层 中 直接 测量 的 很 好 的 支持 。 
现在 我 们 简要 讨论 描述 了 被 动 外 加 物 温 度 和 浓度 〈 湿 度 ) 的 垂 向 分 布 

的 函数 mm AOM O 的 一 般 形 式 。 根 据 5.7 节 


a] a 


万 (6) © = nje + E 当 |C| <1, (7.45) 


这 里 ao = a(0) 是 一 个 接近 于 1 的 常数 (在 5.7 节 中 简单 记 作 a) 。 男 一 方 
面 ， 如 我 们 已 经 看 到 的 ， 在 “自由 对 流 ” 条 件 下 大 的 负 ( 值 ， 函 数 方 (@ 〇 ) 的 
行为 由 方程 〈7.35) 决定 。 在 这 个 区 域 中 函数 广 (O 和 jO 仅 相差 一 个 常数 
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AR 


到 “自由 对 流 ” 条 件 


因子 1/a_s。( 其 精确 值 仍然 未 知 ， 见 下 面 的 8.2 节 〉 。 后 面 我 们 将 看 到 ， 
当 C < 0， 从 “ 受 迫 对 流 ” 条 件 ( 特 征 是 对 数 分 布 的 速度 和 温度 ) 转变 
| 方程 (7.35) - (7.41) 定义 ) 是 相对 剧烈 的 ， 


即 它 发 生 在 非常 像 范围 的 ( 值 。 所 以 函数 及 (0) 在 整个 正 半 轴 的 行为 由 第 


ik, CMap (MAK. Co = Cika Mla) 相对 完整 地 描述 。 特 别 


地 ， 是 否 有 可 能 在 ¢ < 0 时 把 函数 有 (0) 考虑 为 类 似 函 数 (C) 可 能 首先 由 
常数 ao 和 a_。 彼 此 有 多 接近 决定 。 然 而 ， 对 于 6 <0, BERAC) 一 
fi (一 志 肯 定 不 会 不 同 于 图 47 和 48 所 示 的 函数 (C) 一 了 (一直) 的 形式 。 


pg) 


图 47 普 适 函数 p(C) 的 示意 图 。 


6 > 0 时 函数 及 (0) 的 行为 更 复杂 。 因 为 


¢ / 
ney = / Slag + we, 


a 


(7.46) 


万 (0) 形 式 的 问题 和 a(G) 对 稳定 性 参数 5 = | CBRREATRID 的 依赖 紧密 相 


关 。 如 果 我 们 像 气象 学 文献 中 最 常 做 的 那样 ， 假 设 坚 = 


pe 
a= A 


=, H 


么 函数 及 (4) 和 f(C) 符 合 到 相差 一 个 乘 数 因子 。 如 果 a = 1 a E EC 
的 ) ， 那 么 及 (0) 三 GO)， 相 差 一 个 不 起 作用 的 相 加 常数 。 对 于 小 的 正 (， 


函数 户 (G) 由 对 数 公式 〈7.45) 给 出 。 随 意 较 大 的 6， 由 “对 数 + 线 性 ”方程 


1 
Q0 


fil) = Ht + —(In¢ + 616) 


(7.47) 
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f(6)-4(23) 


图 48 PERMISO -了 (+ 起 的 示意 图 。 


[系数 B1 可 能 和 方程 (7.33〉 中 相应 的 系数 不 同 |。 如 果 我 们 假设 a(C) 在 相对 
宽 范围 的 正 C 值 范围 内 (也 包括 存在 线性 速度 分 布 的 区 域 》 变 化 相对 很 小 ， 
那么 对 于 这 个 范围 内 足够 大 的 6 值 ， 温 度 分 布 也 由 这 种 形式 的 线性 方程 很 好 
地 描述 


2 
PERET gene (7.48) 


ee cre PRIM» AI Tay BE AE A TREE HP itn vit ON WA, 22 FE SE 
Bor EKAP AY A SS Wl E A AN, FES RE HPAP, a (C) EE 
小 〈 见 下 面 8.2 节 ， 特 别 是 图 69) 。 换 名 话说 ， 对 于 非常 高 的 稳定 性 ， 热 流 
的 涡 扩 散 系 数 K7 比 动量 的 涡 扩 散 系 数 氏 小 得 多 。 根 据 Stewart (1959)， 原 因 
的 物理 解释 很 困难 。 极 端 稳定 介 A ie 层 重 流体 〈 例 如 水 ) 代 
表 ， 其 上 存在 轻 得 多 的 流体 〈 例 如 空 。 于 是 下 面 流 体 中 的 清流 运动 会 
扰动 自由 表面 并 导致 出 现 个 别 “at” poe 穿 透 进 入 上 层 流体 。 
然后 在 重力 作用 下 再 次 落 回 。“ 水 ” 穿 透 进入 “空气 ”会 在 “空气 ”中 产 
生 压 强 涨 落 ， 导 致 两 种 介质 之 间 有 明确 的 动量 交换 。 同 时 ， 热 交换 实际 上 
是 不 存在 的 ne ES See a ae 所 以 我 们 可 以 假 
设 ， 对 于 非常 高 的 稳定 性 〈 可 能 比 大 气 逆 温 层 中 实际 观测 到 的 稳定 ) ， 沉 
符 滞 系数 开会 有 一 个 确定 的 值 ， 而 7 接近 于 零 。 然 而 ， 如 有 果 这 是 真 的 ， 那 


~ 


290 


么 可 以 得 到 ， 在 非常 大 的 正 C = # 值 ， 温 度 分 布艺 (2) 会 比 速度 分 布 z(2) 陡 很 
多 。 由 C 一 oo 时 KT 一 0 的 事实 得 出 ， 温 度 分 布 的 斜率 随 z/ 工 的 增 大 而 无 
RAK. FE RBA) 一刻 ( 直 和 gp1(C) = 6 所 (O) 的 一 般 形式 在 非常 大 的 
正 C 值 和 函数 J(C) 一 了 了 (3) 和 gp(C) 的 一 般 形 式 [ 见 图 49 和 50] 不 同 。 同 样 与 此 有 
关 的 是 ， 在 高 稳定 性 条 件 下 的 理 查 德 森 数 Ri = 时 明显 可 以 假设 为 非常 大 的 
值 ( 因 为 如 果 当 Rf 一 Ricla 一 0， 那 么 Ri >) 。 所 以 没有 极限 “ 临 
界 ”Ri 值 (不 同 于 Rf 的 情形 )。 


(6) 


图 49 普 适 函数 p1(C) 的 示意 图 。 


现在 我 们 考虑 函数 扩 (C) 和 gz(C) = HO REK = Kr (Bla = 1) 广 
泛 成 立 ， 那 么 假设 Ko = K = Kz 就 是 完全 自然 的 ， 也 就 是 说 函数 及 (C) 和 了 (CO) 和 所 (C) 没 
什么 不 同 。 人 然而， 于 弃 动量 涡 扩散 系数 和 热量 涡 扩散 系数 相等 的 假设 ， 我 
们 马上 就 面 对 外 加 物 涡 扩散 系数 Ky 决定 了 函数 扣 (C) 和 gz(C) 的 形式 〉 的 
问题 。 下 面 ， 我 们 将 看 到 关于 Ky 和 fo(C) 的 数据 比 Kr 和 所 (C) 的 数据 更 差 。 

所 以 ， 不 可 能 从 它们 得 到 任何 真正 可 靠 的 结论 。 因 此 只 能 依靠 物理 直觉 。 
在 这 方面 ， 我 们 可 以 注意 到 Priestley Swinbank (1947) 的 文章 。 这 是 最 早 
严肃 讨论 不 同 涡 扩 散 系数 不 相等 的 气象 学 文献 中 的 一 篇 。 有 人 提出 ， 鉴 
于 温度 涨 落 在 对 流 运动 中 的 特殊 作用 (例如 ， 由 比 周围 热 的 粒子 倾向 于 向 
上 运动 这 个 事实 表示 ) ， 涡 热 扩 散 系数 Kz 可 能 有 一 个 值 ， 而 动量 和 湿度 
涡 扩 散 系 数 氏 和 Kg 有 另 一 个 相同 的 值 。 然 而 ， 这 些 研究 者 的 论证 不 是 非 
常 清晰 ， 他 们 的 观点 也 远 未 得 到 所 有 人 认同 [ 见 ， 例 如 Robinson (1951)]. 
他 们 的 论证 在 大 气 表面 层 中 似乎 特别 不 可 信 。 更 有 说 服 力 的 观点 是 ， 由 


7. 推广 对 数 层 理论 到 热 分 层 流动 


f(t)-& (44) 


图 50 普 适 函数 广 (6) — fi (+4) RAL. 


于 热量 和 湿度 输 运 〈 或 其 他 一 些 被 动 外 加 物 的 输 运 ， 这 只 能 通过 大 气 的 
直接 混合 来 实现 ) 的 物理 机 制 的 相似 性 ， 涡 扩散 系数 Kr 和 Ky 相等 ， 而 涡 


Aili ABU 也 受到 压强 涨 落 的 影响 ， 可 能 和 Kz = Ky 不 同 。 目 前 大 多 数 


专家 持 后 一 种 观点 [ 见 ， 例 如 ， 了 Ellison (1957)、Charnock (1958a)]。 这 里 我 


们 也 应 该 考虑 ， 对 于 不 太 大 的 温度 不 均匀 性 ， 浮 力 对 流体 元 的 选择 性 作用 


验 室 中 足够 精确 的 特定 观测 数据 (最 近 才 开始 有 ) 仔 


对 潮流 热 输 运 影响 不 大 。 所 以 ， 只 要 我 们 不 知道 以 不 同方 式 影响 热量 和 湿 
度 输 运 的 任何 其 他 物理 交换 机 制 ， 就 没有 理由 否定 Kr = Ko 的 假设 ， 于 
是 92(6) = a ($), P(C) = AO 十 常量 。 当 然 ， 这 个 假设 需要 使 月 


验证 o 


7.4 ， 普 适 函 数 的 进一步 讨论 ; 插值 公式 和 半 经 验 公式 


在 7.3 节 中 ， 我 们 分 析 了 普 适 函数 疙 GO)、Pp(9) = FOMA ye) = 
6 万 (O) 的 一 般 行为 ， 展 示 了 决定 这 些 函 数 在 宗 量 接近 于 零 值 、 在 大 的 正 值 
和 大 的 负 值 时 行为 的 渐 近 公式 。 然 而 ， 在 很 多 情形 ， 方 便 的 是 有 显 式 公式 
给 出 所 有 5 = 兰 的 值 。 这 种 显 式 公式 可 以 最 简单 地 使 用 已 知 的 渐 近 规律 并 
值得 到 。 为 此 ， 我 们 


且 考 虑 这 些 函 数 在 中 间 范 围 的 ( 值 的 实验 数据 ， 通 过 扣 


目 自然 和 实 


也 可 以 使 用 满 流 的 半 经 验 理论 的 一 种 变 体 ， 将 其 推广 到 分 层 介质 的 情形 ， 
或 者 我 们 可 以 简单 地 仅仅 基于 数据 尝试 选择 消 流 特征 


量 的 表达 式 ， 而 不 参 
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He. CAAA KCB FT AIK = PT SHIR 5) RSP BY A AE 
这 些 文献 至 少 有 几 百 篇 论文 ,但 这 里 我 们 只 是 简要 地 讨论 某 些 相 关 的 
果 ， 特 别 注 意 最 近 的 工作 。 


Oy MD ak 


a CENTS EBS (QAP (CER CK ATA. MERMNCAA BIN, X 
于 小 的 负 C6， 这 两 个 函数 都 一 定 由 对 数 函 数 近 似 。 对 于 绝对 值 更 大 的 6 值 ， 
我 们 可 以 使 用 “对 数 + 线 性 ”公式 (7.33) 或 (7.47) 。 而 对 于 非常 大 的 
负 C， 函 数 f(C) 和 及 (0) 会 接近 一 个 常数 ， 他 们 对 相应 常数 的 偏差 以 C-13 减 
小 [见方 程 (7.35) 和 “(7.39”) ]。 上 面 ， 我 们 也 回顾 了 ， 根 据 数据 ， 从 
对 数 函 数 f(C) 和 及 (C0) 描述 的 “ 受 迫 对 流 ” 状 态 转 变 为 对 应 于 方程 (7.35) 
和 “7.39) 的 “自由 对 流 ” 状 态 显然 不 发 生 在 任何 中 间 区 域 〈 此 外 ， 对 
于 量 级 为 十 分 之 一 或 百 分 之 几 的 非常 小 的 [6| = z/|Z 值 ， 见 下 面 的 8.1 节 
和 8.2 节 ) 。 接 着 ，Kazanskiy Monin (1958) 假 设 ，f(C) 在 整个 负 半 轴 上 的 
值 可 以 很 好 地 用 最 简单 的 插值 公式 描述 : 


In|¢|, 当 <¢ <0, 
E 7.49 
i | nial + C2(¢-M8 — G9), Be. aoe 
类 似 地 ， 对 于 方 (0) 
_ 去 Inl4l 当 C2 < ¢<0, 
a -| 1 nj + (CH - GM), G: (s30 


其 中 Cin43 = C2/a_wo。 无 量 纲 常 量 a0、a_%。 和 C2/G1 决 定 了 函数 (0) 和 及 (0) 之 
间 差 异 的 大 小 ， 必 须 基于 数据 进一步 细 化 。 目 前 ， 只 可 能 断言 系数 ao 接近 
于 1 (但 通常 允许 所 有 这 些 常数 都 等 于 1 的 假设 是 没有 道理 的 ) 。 对 于 方程 
(7.49) 中 出 现 的 常数 C2、Coy/a_。 = Ce43 和 CG， 它 们 的 值 将 在 下 面 一 节 
更 详细 地 讨论 。 应 用 到 函数 p(6) = CFC) Myer (¢) = aofi = aovi(¢)- 
方程 〈7.49) - (7.50) 显然 可 以 得 到 下 面 的 关系 式 : 


7.51 
一 学 6-13， 当 C < Çı- ( ) 


+ 0 


1, “6 < <0, 
OE E (7.52) 


KCK a = C, 一 52 Co。 自 然 地 ， 这 些 函 数 是 不 连续 的 ， 因 为 函数 


CQ 一 oo 


(7.49) Fl (7.50) 是 连续 的 但 在 和 Cz 不 可 微 。 
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Ld aT 
30 30 
25 25 
20 20 
pA 
9 
13 13 
10 10 
a9 a9 
l8 48 
47 a7 
2001 agr ai 7 
-ĝi 


图 51 无 量 纲 热流 4 对 理 查 德 森 数 Ri 的 依赖 。 虚 线 对 应 于 (7.52) 形式 的 
函数 pr(C)，C2 = 一 (O03/3”。 典 型 和 实 线 对 应 于 n = 2 和 n = 54 yr (CM 
(7.54) 形式 的 内 插 公 式 。 


虽然 导数 存在 不 连续 性 ， 但 在 很 多 方面 ， 函 数 (7.49) 和 “7.50) Æ 
以 描述 具有 任意 不 稳定 分 层 的 表面 层 风 和 温度 的 分 布 。 然 而 ， 当 需要 有 
连续 导数 的 函数 六) 和 广 (O 时 ， 我 们 可 以 ， 例 如 根据 Priestley (1960a)， 
不 从 数据 决定 4 和 Ca， 而 是 写 出 6 = 一 (QMO = 一 ($) eam (7.51) 
Al (7.52) 当然 是 连续 的 ]。 根 据 Kazanskiy，Monin (1958)， 如 果 我 们 在 
小 的 C 值 保留 方程 中 f(CO) 和 所 (0) 的 线性 项 ( 即 如 果 我 们 假设 对 于 0 > 5 > 
GFC) = mI +B p =1+6¢, WFO < Ga, FC) = mjalt ba + 
C2(C-13 -G pO = -20-3) ， 那 么 也 可 以 得 到 同样 的 结果 。 
ee 十 BC 在 小 的 6 给 出 2(O) 的 实验 值 很 好 的 近似 ， 于 
7EC] + BC = —~Gac PRE, 这 保证 了 ep(0) 在 6 = GER. AH 
面 ， (1960a) 并 且 取 常数 5 和 Ci 为 未 定 的 ， 我 们 可 以 选择 这 文 些 
常数 使 得 函数 


plt) = | 148, 当 6<6<0 (7.53) 


一 学 C13, 当 C < G. 


在 点 有 连续 的 导数 。 于 是 


¢ 
io) = |a 
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对 所 有 6 有 两 阶 连续 导数 。 一 般 地 写 出 


“0-1 LEIC tp 4G <¢<0, cn 


一 学 CU3， 当 C < Gis 


我 们 可 以 保证 函数 〈7.54) 有 n 阶 连续 导数 ， 于 是 f(C) 有 (n + 1) 阶 连续 导 
数 。 然 而 ， 为 了 做 到 这 一 点 ， 只 需要 令 函 数 1+B1C 十 .… 十 BnC" 和 一 人 学 -1 以 
及 它们 的 前 n 阶 导数 在 点 ¢ = 相等， 然后 从 mn + 1 个 方程 的 系统 中 得 到 m 十 
1 个 未 知 量 Gt, B1,.…, Bn。 对 于 任意 n， 不 难得 到 这 个 方程 组 的 显 式 解 。 根 据 
这 些 解 ， 如 果 n 一 co, MAG 一 co， 但 系数 了 都 趋向 于 有 限 值 


3k Brn! 3 
lim Be = 中 a = 3 lim —2 Vn 


—_—_~*___ 22.7 7.55 
noo (3k + 1)k!C3 -co 4-7...(3n +1) Uap?) 


[ 见 Priestley (1960a)]. ABB, AER (7.55) 对 应 于 无 限 可 微 的 解析 的 极限 
内 插 函 数 


aC1/3/C2 


三 二 “ 
= 7a e dt. (7.56) 


2(G) 
对 于 函数 or 可 以 写 出 完全 类 似 的 内 揪 公 式 ， 唯 一 的 不 同 是 系数 C2 现 在 必 
须 蔡 换 为 C4 = 0 = Cis%3ao。 所 以 "赋值 1,2,… 和 co 我 们 得 到 无 限 个 
《7.54) 形式 的 函数 po(C) 和 or(6) 的 内 插 公 式 。 可 以 发 现 这 些 内 择 公式 [包括 
极限 公式 〈7.56) ] 彼 此 相差 非常 小 ， 以 实际 上 相同 的 方式 描述 了 已 有 的 数 
据 ( 数 据 有 相当 大 的 弥散 ) 。 为 了 展示 各 个 内 插 公 式 之 间 的 接近 ， 图 51 展 
示 了 借 自 Priestley (1960a) 的 一 张 图 。 这 张 图 代表 了 无 量 纲 热流 


x Ra 
1/2 | zp 1373 or(Q)s/2c1/2 
cppo (4) Z| 22 [er(9)] 


(这 在 自由 对 流 条 件 下 变 为 常量 ) ， 通 过 使 用 (7.54〉 类 型 的 n = 0,2 和 5 的 or(G) 的 
内 插 公式 得 到 。 在 用 作 图 51 基 础 的 计算 中 ， 假 设 ao = 1 (并 且 一 般 来 

说 a(0) = 1) , k = 0.4 和 Cs = Cy = 0.95( 最 后 一 个 值 对 应 于 大 气 中 温 

度 分 布 的 某 些 数据 ) 。 这 里 Ri = Rf = sg HE BEA (如 果 我 们 使 
用 宗 量 6 = 主 作 为 横 坐 标 ， 那 么 曲线 之 间 的 差异 更 小 ) 。 一 般 来 说 ， 对 
于 C2 = 0.95， 对 应 于 “ 零 阶 ”内 插 公式 (7.51) [G = -SM RR” 
AN (7.56) 的 2(G) 值 之 间 的 差异 从 不 超过 15%， 仅 在 靠近 4 WC A Bl 
接近 15% 的 偏差 ， 这 基本 是 和 曲线 (7.51) 在 C = CARTE TEBE AE 
性 有 关 。 借 助 方程 (7.53 ， 第 一 次 平滑 马上 得 到 和 方程 (7.56) 偏差 
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不 超过 5 多 的 (6) 值 。 所 以 很 明显 ， 在 处 理 大 气 中 的 观测 时 ， 使 用 比方 程 
(7.53) 复杂 的 〈7.54) 类 型 的 内 插 公 式 意义 不 大 。 由 这 个 观点 ， 对 Webb 
(1960) 使 用 以 下 形式 的 内 插 公式 的 提议 : 


2(0) = | oa A $6 <0, (7.57) 


gel aS Cae 


几乎 没有 充分 理由 ， 其 中 系数 C2 由 数据 确定 ，B、C 和 由 这 个 条 件 选 
择 : 函数 (7.57) FERC = 应 该 有 二 阶 连续 导数 (或 者 Gl 由 观测 得 
到 ，8、C2 和 C 根 据 前 面 提 到 的 条 件 选 择 ) 。 


直到 现在 ， 正 情形 的 实验 研究 还 非常 少 。 所 以 ， 似 乎 合理 的 是 在 0 < 
C< oo 使 用 函数 (CO) 和 gp(C) = Cf (OM AMAX 


F(C) =ne ++p, p(O)=1+P6 (7.58) 


这 给 出 了 接近 于 令 和 大 的 正 C 时 的 正确 结果 。 


按照 Ellison (1957) 可 以 得 到 一 种 不 同类 型 的 内 插 公式 ， 我 们 取 ¢ = 
2 + 0( 即 对 于 中 性 分 层 ) 时 Rf 一 0 以 及 对 于 |C| > 1( 即 对 于 自由 对 
流 ) 时 KK x kuxz， 一 Rf ~ C43, K = ru LRE ~ rusze O RRAS 
WO < ao < co， 见 方程 〈7.38) 和 (7.41) ] MÆ ~ (Rf), X 
中 c 时 菜 个 常数 [容易 看 到 ， 等 于 (3/C2)3]。 由 此 开始 ， 我 们 可 以 预期 对 于 整 
个 0 > RE > -co 范围 〈 即 治 0 > 6 > 一 oo 半 轴 )〉 对 Rf 的 依赖 可 以 很 好 地 用 
这 种 形式 的 方程 描述 : 


K = kuyz(oRf)4 (7.59) 


这 在 小 的 和 大 的 Rf 值 都 给 出 了 正确 的 结果 。 同 时 ， 可 以 发 现 当 o = 1/Rfe， 
方程 (7.59) 在 非常 稳定 分 层 的 极限 情形 也 给 出 了 渐 近 正确 的 结果 。 实 际 
上 ， 从 方程 〈7.59) 明显 可 以 看 出 当 Rf 增 大 ， 它 永远 不 会 超过 1/c， 并 且 
当 Rf 一 1/o g = 2 > +00) , K/z 一 0， 和 方程 (7.42) 完全 一 
致 。 所 以 可 以 预期 ， 使 用 含有 一 个 经 验 常 数 c 的 方程 《7.59) ， 我 们 可 以 给 
出 任意 分 层 情形 下 灌流 分 层 介质 中 平均 速度 分 布 的 近似 描述 。 它 很 难 依赖 
Fo = 1/Rfw 值 ， 这 个 值 等 于 c = 27C3”( 这 给 出 了 K(Rf) 在 大 的 负 Rf 值 的 
真实 渐 近 行为 )。 然 而 ， 因 为 目前 Rfc. 和 Cs 的 值 知道 得 不 太 精 确 ， 我 们 还 
米 有 足够 理由 对 于 Rf < 0 和 Rf > 0 在 方程 (7.59〉 中 使 用 不 同 的 oc 值 。 


Tike (7.59) 也 可 以 由 将 满 流 的 半 经 验 理论 推广 到 分 层 介 质 的 最 简单 党 
试 得 到 。 实 际 上 ， 如 我 们 已 经 在 6.5 节 看 到 的 ， 分 层 介 质 中 的 消 流 能 量 平 衡 
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的 半 经 验方 程 可 以 转换 为 


K = ul (1 — oRf)/4, (7.60 


eS 


其 中 1 = wzA(Rf) 238 SE EY “tT Ee PE”. WR LEE A(RE) = 
1, BU ERS te AY te PE AA E = rz( 这 在 中 性 分 层 的 情 
是 对 的 ) 给 出 ， 那 么 可 以 立即 得 到 方程 (7.59) o Obukhov (1946) 1E 
是 用 这 种 方式 第 一 次 得 到 了 这 个 方程 ， 他 用 它 研究 了 函数 1(C) 和 yp(C) 在 
大 的 正 C 和 大 的 负 c 值 的 渐 近 行为 。 近 年 来 ， 很 多 研究 者 用 方法 
详细 讨论 了 方程 〈7.59) 的 推导 [ 见 ， 例 如 Yamamoto (1959), Panofsky 
(1961a)、 Priestley (1961), Sellers (1962), Syono, Hamuro (1962), Klug 
(1963) 和 Rijkoort (1968)]。 然 而 ， 因 为 所 有 推导 都 使 用 了 某 些 任意 假设 ， 
所 以 它们 对 Ellison 的 观点 几乎 没有 发 展 。Ellison 把 方程 〈7.59) 简单 地 考虑 
为 K(Ri) 的 插值 公式 ， 对 于 C = 4 大 的 负 值 、 接 近 于 零 的 值 和 大 的 正 值 给 出 
正确 的 结果 。 
因为 K = SEZAR = tj， 方 程 (7.59〉 可 以 重 写 为 下 面 函数 p(C) 简 
单 的 代数 方程 


t -otp —1=0. (7.61) 


这 个 方程 含有 一 个 未 知 常数 sz， 可 以 通过 引入 物理 量 n = oC = EBRE 
作为 自 变量 而 消去 ， 其 中 = 上。 于 是 这 个 方程 具有 这 种 形式 


y* —ny® -1=0. (7.62) 


Yamamoto (1959) #llKlug (1963) 数 值 求 解 了 方程 7.62) 。Yamamoto 给 
了 函数 p(n) 值 的 表 [ 和 示意 图 47 符 合 得 很 好 ] 以 及 这 个 函数 在 正 半 轴 和 负 半 
由 的 简单 解析 近似 。 图 中 画 出 了 对 于 不 同 分 层 参 数 m = ozo/L， 无 量 纲 风 
Wnt /u,. 作为 无 量 纲 高 度 z/z0 的 函数 。 后 来 Syono, Hamuro (1962) 和 Okamoto 
(1963) 给 出 了 四 阶 方程 (7.61)〉 的 完全 解 ， 并 对 函数 p(n) 和 相应 的 风速 分 布 
进行 了 更 详细 的 研究 。 然 而 ， 我 们 不 详细 讨论 方程 (7.61) 解 的 研究 ， 我 们 
对 此 不 感 兴趣 。 在 任何 情形 ， 这 只 是 2 可 能 的 插值 公式 中 的 一 个 〈 此 外 ， 它 
显然 不 是 非常 精确 的 那个 ) 。 

让 我 们 也 注意 到 对 于 6 < 0, LEHTE 《7.59) 的 论据 也 可 以 用 于 证 明 
方程 


EE 


K = kuyz(1—o'Ri)/4 (7.59") 


其 中 o/ 是 另 一 个 常数 (也 就 是 说 o' = o-oo) 。 如 果 我 们 现在 把 长 度 L 痊 
WAL! = ux(Ou/Oz)/«(g/To)(OT/Oz) = o(C)L， 把 变量 6 = z/L' 换 为 (= 


7. 推广 对 数 层 理论 到 热 分 层 流动 


2/L', WAHE (7.59) 可 以 重 写 为 类 似 于 方程 (7.61) 的 形式 ， 但 是 
把 C 换 为 Cp(C) 换 为 p(C)]， 把 go 换 为 go’'。Panofsky, Blackadar, McVehil (1960) 和 
其 他 一 些 人 使 用 了 这 个 2(C) 的 方程 《 见 8.1 节 ) 。 

特别 地 ， 方 程 《7.61) 不 能 严格 从 上 面 提 到 的 事实 得 出 ， 即 这 个 方程 对 应 于 物理 上 不 


可 能 的 假设 ， 满 流 在 高 度 z 的 标 度 1 不 依赖 于 温度 分 层 。 然 而 ， 如 果 我 们 假设 
z 
hy = Kzd (=) (7.63) 
那么 我 们 得 到 2 的 方程 i 
ys — ale’ — 5, =0, (7.64) 


这 含有 另 一 个 未 知 的 普 适 函数 (6C)[ 参 见 Yokoyama (1962b)] 


在 稳定 分 层 的 情形 ， 满 流 交 换 变 得 更 困难 ， 大 的 满 流 结构 不 能 存在 在 Rf > Rfcr = 
lc 满 流 根本 不 存在 ) 。 所 以 ， 自 然 的 是 预期 ， 对 于 正 的 (6， 函 数 》 会 随 这 5 从 零 增 大 到 无 穷 
大 《或 当 Rf 从 零 增 大 到 Rfe.) 而 单调 地 从 X(0) = 1 减 小 到 零 。 作 为 函数 和 (Rf) 的 一 个 具体 
例子 ，Kazanskiy Monin (1956) 考虑 了 和 A(Rf) = (1 - oRf)Y-# 的 情形 ， 其 中 y > 了 是 某 个 
数 。 这 样 选择 和 (Rf)， FEE (7.60) 2H 


K = kurz(l 一 CRf) 7， (7.65) 
(Holzman (1943) 用 y = 1/2 的 这 个 关系 作为 KK 的 经 验 公 式 。) 再 一 次 把 K 和 Rf 用 也 
数 p(C) 表 示 ， 我 们 发 现 方程 (7.65) 等 价 于 方程 
1 oC |” 
~ s= ll- =]. 7.66 
“Gia ber we?) 


方程 (7.66) RW, “n = oC > 0〈 即 在 稳定 分 层 时 ) p > 1, (0) = 1， 而 在 7 一 
co 时 p(n) 一 ceo。 对 于 小 的 mn， 我 们 可 以 令 p(7) = 1 十 6， 其 中 6 < 1。 我们 容易 发 
Mo = yn, My 交工 + cyc6。 所 以 乘积 cy = 8 必须 等 于 方程 7.32) 中 的 系数 8。 此 
外 ， 对 于 大 的 7 = o, MERRY & n = REI, Ko = $ = 让 [参见 方程 
(7.43) ]。Kazanskiy 和 Monin 对 7y = 0.6 的 特殊 情形 计算 了 yp(m) 和 f(m)。 基 于 这 个 计算 
得 到 的 无 量 纲 涡 黏 滞 系 数 cK/nusZ 对 无 量 纲 高 度 7 = os/L 的 依赖 非常 接近 于 指数 依 
HioK/Ku.L = 工 - e 7"， 这 被 用 于 很 多 气象 学 工作 中 [Dorodnitsyn (1941), Matveyev 
(1960) 及 其 他 ]。Borkowski (1964) 考 虑 了 7 = 6 的 情形 ，Rijkoort (1968) 对 一 些 Y 值 详细 
研究 了 一 般 方程 (7.66) 。 


近似 (7.65)〉 SIEM CU RRA) 最 合适 。 实 际 上 ， 应 用 到 负 的 Cc (对 于 不 稳定 分 
E) 时 ， 它 仅 当 7y = 1/4 时 给 出 5 一 一 co 以 及 Rf 一 一 co 时 给 出 明显 正确 的 自由 对 流 规律 
(7.38) - (7.40) 。 所 以 ， 当 5 < 0， 必 须要 么 使 用 方程 〈7.66) 的 特殊 形式 〈7.61) [ 即 ， 
事先 假设 y = 1/ 各 ， 要 么 舍弃 存在 有 限 极限 a_ 的 假设 。 也 容易 得 到 汝 流标 度 L1 对 不 稳定 条 
件 下 分 层 的 依赖 的 一 般 形式 ， 符 合 自由 对 流 规律 。 实 际 上 ， 如 果 我 们 假设 11 = Kz A(2/L) [AT 
以 对 于 近似 〈7.61) A(C) = 1]， 于 是 由 方程 (7.64) 和 《7.39) 我 们 得 到 


1/4 一 1/4 1/4 
和 (9) = (5) (1 sin) > Moo) = (5) 当 5 一 一 co. (7.67) 


对 流 条 件 中 没有 z 以 外 的 固定 长 度 标 度 这 


(这 里 和 (oo) = 常量 〈 即 1 正比 于 >) 自然 地 从 自 
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一 点 得 出 。) 对 于 小 的 z 值 ， 使 用 方程 7.32) 我 们 得 到 


ACC) 


o z 


~1- (e-f) Cli kz [1 - (6-5) =|. (7.67') 


ATUL, WRB > 5， 那么 当 4 从 零 变 化 到 一 co， 函数 和 A(C) = hi /nz 会 首先 线性 增 大 ， 然 后 其 增 


长 速率 会 减 小 ， 当 5 -， co， 它 会 趋向 于 常量 。 


我 们 也 可 以 从 以 某 种 方式 选择 函数 XG) 开 始 。 然 有 由 四 次 方程 《7.64) 容易 确定 函 
数 p(G)， 即 得 到 风 随 高 度 的 分 布 ， 对 应 于 一 个 给 定 的 满 流标 度 1 = rz 入 (z/L)。 这 种 方法 的 


例子 可 以 在 Takeuchi, Yokoyama (1963) 的 工作 中 找到 ， 那 里 使 用 了 非常 粗糙 的 数据 粗略 估 


计 湛 流 可 能 的 “ 标 度 


”， 然 后 计算 了 相应 的 函数 p(C)。 


HFE (7.61) [或 对 于 给 定 和 (CO) 的 方程 (7.64) ] 和 “(7.66) 时 从 半 经 验 理论 得 到 的 2(G) 的 
特殊 例子 。 如 我 们 已 


不 同 变 体 ， 它 们 得 出 


经 在 第 3 章 看 到 的 ， 对 于 均匀 介质 中 的 满 流 也 存在 半 经 验 理 论 的 一 系列 
略微 不 同 的 结果 。 所 以 ， 在 复杂 得 多 的 非 中 性 分 层 的 条 件 下 ， 可 能 的 半 


经 验 理论 的 数量 非常 大 ， 这 些 理论 得 到 非常 不 同 的 p(C) 和 其 他 普 适 函数 表达 式 。 当 然 ， 所 


有 这 些 理 论 都 含有 某 些 任意 假设 ， 需 要 进一步 验证 。 然 而 ， 在 很 多 情形 得 到 的 (6) 的 表达 


式 甚至 不 满足 前 一 小 节 推 导 的 一 般 渐 近 关系 ， 只 能 用 于 有 限 的 一 些 6 值 范围 。 所 以 ， 例 如 ， 
在 Rossby, Montgomery (1935) 提 出 的 分 层 介质 中 的 第 一 个 半 经 验 理 论 中 ,假设 K = udi,» 
并 个 特殊 的 假设 定义 标 度 有 1 对 高 度 和 分 层 的 依赖 。 结 果 ， 这 些 作者 得 出 结论 


其 中 = 常量 ， 即 


KUxZ 


[eo een 
(i+ oR)?’ 


(7.68) 


yg? —y—of =0 (7.69) 


如 果 a(6) = 1[ 参 见 从 方程 〈7.59) 推导 方程 〈7.61) ]。 如 果 |6| 之 1, WH (7.68) 和 


(7.69) 得 到 合理 “对 数 十 线性 ”的 风 分 布 方程 (8 = 0/2) 。 然 而 (0 在 5 一 -co 和 (5 一 


+eo 的 渐 近 行为 这 里 都 不 正确 。 在 Ogura (1952a) 发 展 的 另 一 个 半 经 验 理 论 中 ， 初 始 前 提 是 


洪流 能 量 平衡 方程 和 KK = “4 Alla = 1 的 假设 。 随 后 得 到 了 一 个 风速 的 公式 ， 按 照 我 们 的 符 


号 可 以 写 为 


o/2) o 然而 ， 当 C 


KZ 


2(9) = (: | ae sar (7.70) 


HH fz — SE FB TA SC] K 1， 这 个 公式 也 等 价 于 “对 数 + 线 性 ”公式 (6 = 


一 00， 再 一 次 ,我们 没有 得 到 对 应 自由 对 流 条 件 下 风速 分 布 ( 和 温 


度 分 布 ) 的 “1/3 次 震 定 律 ” 的 关系 式 〈7.39) (在 男 一 个 极限 情形 ¢ 一 十 co， 如 果 我 们 假 
Wo = 1/R = 1/Rfc:， 正 确 的 渐 近 关系 式 满足 的 ) 。Bussinger (1955) 也 使 用 了 Ogura 的 涡 


黏 滞 假设 ， 但 是 结合 


了 Rossby-Montgomery 对 标 度 1 的 假设 〈 而 没有 使 用 半 经 验 的 能 量 平衡 


方程 ) 。 他 得 到 的 结果 可 以 写 为 


根据 方程 7.71) ， 在 | 人 | 之 1 时 p(6) & 14 26， 但 (9) 在 大 的 [6| 值 时 的 渐 近 行为 再 次 被 证 


1 


PO = Taare 


(7.71) 


明 对 每 种 符号 的 6 都 不 正确 。《〈 在 强 稳定 性 情形 ， 可 以 发 现 2(6) 甚 至 取 复 值 。) 
借助 一 个 特殊 的 非常 人 为 的 假设 ，Swinbank (1960, 1964) 得 到 了 非常 简单 的 公式 


PO) = (7.72) 


7. 推广 对 数 层 理论 到 热 分 层 流动 


和 方程 〈7.71) 一 样 ， 它 根本 不 含有 经 验 常数 。 这 个 公式 对 于 非常 小 和 非常 大 的 正 C 值 ( 系 
%8 = 0.5, R=C3=1) 也 有 正确 的 渐 近 形式 [分 别 具 有 方程 《7.32) Fl (7.43) 的 形式 ]， 
但 是 当 C 一 -co 它 不 变 为 “1/3 索 律 定 律 ”。 我 们 进一步 注意 到 方程 (7.72) AHI A 
系数 KK 对 高 度 的 简单 的 指数 依赖 [正比 于 1 一 exp(-z/ 万 )] 这 在 稳定 分 层 的 情形 似乎 是 可 能 
的 。Kao (1959) 提 出 了 半 经 验 理论 的 另 一 种 变 体 ， 其 主要 结果 写 为 


old) = HIHOH PRT > 一 二， (7.73) 


其 中 o 是 一 个 经 验 常 数 。 类 似 于 所 有 前 面 的 公式 ， 方程 (7.73) 在 接近 中 性 条 件 时 简化 为 
“对 数 二 线性” 分布， 但 是 当 C 一 +oo， 它 的 渐 近 行为 不 对 。 在 Businger (1959) 的 半 经 验 理 
论 中 得 到 了 一 个 更 复杂 的 p(C) 的 关系 式 ， 可 以 写 为 


= oc)? — o¢)2]1/2 3/4 
P EE l C+ [(06)? + 4(p(O) ~ 067 | | nei 


20(¢) 
这 个 关系 的 优点 在 于 相应 的 函数 gp(C) 在 C +00 (Rha = 1/o， 也 就 是 C3 = 0) AIC 4 一 co 
显示 出 正确 的 渐 近 行为 。Zilitinkevich and Laykhtman (1965) 发 现 的 函数 


也 显示 出 同样 的 优点 。 这 个 函数 是 从 半 经 验 能 量 平衡 方程 6.48) 开始 [as = 0， 即 忽略 能 
量 扩散 ] 辅 以 下 面 冯 .卡门 “混合 长 ”! 假 设 (5.119) 的 推广 


得 到 的 (其 中 ki 和 a 是 经 验 常数 ，a = Kr/K) 。Vager (1966) 用 数值 方法 发 展 了 考虑 能 
量 扩散 效应 〈 即 假设 40) 的 更 一 般 的 半 经 验 理 论 ， 也 得 到 了 函数 gp(C) 和 f(C) 的 明确 
形式 。 同 时 ， 由 Yamamoto，Shimanuki (1966) 的 半 经 验 论 证 ， 主 张 用 一 对 方程 蔡 代 方程 
(7.62) : 


yp — me? —2y? +1 = 0 对 于 不 稳定 情形 (7 < 0) 


A 
t — miT? — 2y? H1 = 0 对 于 稳定 情形 (7 > 0) 


(7.75) 
其 中 p 是 一 个 小 的 数值 常数 。 他 们 计算 了 对 应 于 p = 1/6 的 方程 7.75) 的 普 适 函数 。 方 程 
(7.75) 第 一 个 方程 的 解 非常 接近 方程 (7.62) 在 7 < 0 的 解 〈 在 7 一 0 或 n 一 一 co 时 有 相同 
的 渐 近 行为 ) ， 但 第 二 个 方程 的 解 对 小 的 7 表现 为 1 十 1/2|n|1 人 2-?， 对 大 的 nm 表现 为 In|1-2?， 
即 仅 当 p = 0 时 具有 通常 的 行为 。 
Pandolfo (1966) 使 用 了 确定 不 稳定 分 层 的 低层 大 气 中 的 风 和 温度 分 布 的 普 适 函数 
的 另 一 种 方法 。 他 假设 风速 在 0 > 6 > 4 范围 满足 “对 数 + 线性 ”方程 ， 而 温度 分 
HEC < GWE “1/34” (7.35) - (7.36) 。 这 表明 为 了 在 整个 ¢ < 0 半 轴 完全 确定 
mK 


负数 p(C) 和 wp1(C)， 只 需要 知道 函数 KT/K = a(C)。 最 后 一 个 函数 是 Pandolfo 借 助 对 所 
JG < 0 有 C = Ri 这 个 有 问题 的 假设 得 到 的 。 根 据 这 个 假设 以 及 对 风 和 温度 分 布 的 假 
设 得 到 ， 当 0 > >, aO) = 1/(1 十 BO， 而 当 ¢ < s aO ~ ee WE, FE 
常 容 易 写 出 对 于 所 有 5 < 0 值 函 数 p(C) 和 1(C) 的 最 终 方程 。 因 为 根据 Pandolfo 的 理论 ， 
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MC 一 —o00, a(€) 一 co， 很 明显 相应 的 速度 分 布 云 (2) 不 满足 “1/3 守 律 ”。 


Businger (1966) 基 于 不 是 非常 可 靠 的 纯 经 验 论 证 提出 了 不 稳定 情形 〈 即 6 < 0) 的 另 一 
组 速度 和 温度 分 布 的 方程 。 这 些 方程 具有 这 种 形式 


o(O=( -BAT l) = 1- BO 2, al) =(- BO. (7.76) 


我 们 也 看 到 这 里 对 于 所 有 5 <0, C= Ri, “1/37 FE” PREECE) ATA AN o 


还 可 以 给 出 进一步 例子 说 明 如 何 使 用 半 经 验 假设 确定 函数 gp(C) 和 f(C)[ 见 ， 例 如 Elliott 
(1957，1960)、Kravchenko (1963)、Naito (1964) 特 别 是 Rijkoort (1968)， 那 里 考虑 了 很 
多 yp(C) 和 f(C) 的 假设 方程 。 人 然而， 必须 记 住 ， 以 这 种 方式 得 到 的 这 些 函 数 的 所 有 表达 式 都 
只 应 看 作 近 似 公式 ， 其 在 给 定 4 (或 Rf 或 Ri) 范围 的 精确 度 必须 进一步 基于 和 观测 的 比较 来 
确定 。 在 下 一 节 中 ， 我 们 将 看 到 已 有 观测 数据 的 弥散 相当 大 ， 所 以 在 各 种 半 经 验 公式 之 间 做 
选择 相当 困难 。 


除了 风 分 布 的 半 经 验 公 式 ( 量 纲 是 对 的 )[ 即 ， 它 们 简化 为 某 些 关 于 函数 gp(C) 或 1(C) 的 
段 设 |， 我 们 还 在 气象 学 文献 中 找到 了 大 量 工作 (通常 超过 十 五 年 历史 ) ， 提 出 了 气象 学 变 
量 分 布 的 半 经 验 或 纯 经 验 公式 ， 不 是 基于 量 纲 分 析 《〈 经 常 含有 一 些 理 查 德 森 数 或 其 他 分 层 特 
征 量 的 经 验 函数 ， 而 不 是 经 验 常数 ) 。 所 以 ， 例 如 ， 一 些 年 来 ， 科 学 文献 中 热烈 讨论 了 使 
“广义 对 数 定律 ”《 含 有 依赖 于 稳定 性 的 参数 ) 描述 不 同 温度 分 层 条 件 下 大 气 表 面 层 中 
风 分 布 的 可 能 性 。 在 提倡 这 个 定律 的 作者 有 ， 例 如 ，Rossby Montgomery (1935)、Sutton 
(1936, 1937). Budyko (1946, 1948), Bjorgum (1953)。 所 有 “广义 对 数 定律 ”的 一 个 明显 
缺陷 是 ， 它 们 没有 考虑 风速 对 高 度 的 依赖 对 非 中 性 分 层 条 件 下 对 数 方程 实际 的 系统 性 偏 
此 外 ， 即 使 在 温度 分 层 起 非常 小 作用 的 最 低层 中 ， 广 义 对 数 分 布 也 不 太 像 是 大 气 中 观测 结果 
的 规律 (特别 是 ， 风 分 布 外 插 到 zz(zo) = 0 得 出 一 个 依赖 于 稳定 性 的 zo 值 ， 即 不 是 下 扑面 的 
客观 特征 ) 。 
其 他 作者 ， 包 括 Schmidt (1925), Best (1935)、Laykhtman (1944, 1947a), Frost 
(1948)、Deacon (1949) 和 Takeda (1951)， 提 出 用 z 的 暴 函 数 近似 大 气 表面 层 的 风 分 布 
( 即 用 所 谓 “广义 容 律 ”) 。Schmidt、Best 和 Frost 使 用 了 一 个 简单 的 公式 如 (z) ~ 2, 
而 Laykhtman、Deacon 和 Takeda 发 展 了 一 个 理论 ， 其 中 


cay 


es. 


人 


T(z) 一 本 2 二 (7.77) 


ĉu ~ z TIR > zo 

z 

其 中 e 是 依赖 于 热 分 层 的 参数 〈 对 于 逆 温 分 层 为 正 ， 对 于 中 性 分 层 为 零 ， 对 于 不 稳定 情形 为 
负 ) 。 方程 (7.77) 使 得 我 们 可 以 探测 到 风速 分 布 和 对 数 定律 偏离 的 一 般 特 征 。 当 e 一 0， 
风速 分 布 变 为 普通 的 对 流 分 布 。 然 而 ， 如 果 按 照 Laykhtman 的 工作 ， 我 们 假设 参数 zo 也 依 
赖 于 分 层 ， 那 么 分 层 效 应 在 z 一 0 仍然 明显 ， 这 和 类 似 的 理论 的 推论 矛盾 。 此 外 ， 为 了 在 
每 个 情形 符合 观测 数据 ， 这 样 的 理论 中 自由 参数 的 数量 大 得 难以 得 到 它们 的 值 ， 并 且 计 入 
的 精度 会 降低 。 然 而 ， 如 果 根 据 Deacon， 我 们 取 zo 为 常量 ， 那 么 我 们 必须 假设 e 也 依赖 于 
高 度 [ 见 ， 例 如 Davidson, Barad (1956)]， 这 是 完全 不 令 人 满意 的 。 我 们 也 必须 指出 ， 公 式 
(7.77) 和 7.2 节 的 量 纲 考虑 也 不 一 致 。 特 别 是 ， 名 这 里 明显 依赖 于 函数 e = e(Ri)[Ri 在 固定 
高 度 取 值 ]j 和 粗糙 度 参 数 z〈 在 Laykhtman 的 情形 也 依赖 于 分 层 ) 。 


基于 对 数据 的 分 析 ， 有 人 提出 ， 特 别 是 Halstead (1934) 和 Panofsky (1952) 提 出 


V 


通过 


7. 推广 对 数 层 理论 到 热 分 层 流动 


在 对 数 定律 中 中 引入 一 个 线性 修正 考虑 风 分 布 的 分 层 效 应 ， 即 使 用 这 种 形式 的 公式 : 


(2) == (in +02), (7.78) 


其 中 1 是 一 个 依赖 于 稳定 性 的 参数 〈 对 于 逆 温 为 正 ， 在 不 稳定 情形 为 负 ) 。 公 式 (7.78) 可 
以 从 量 纲 分 析 得 到 。 我 们 仅 需要 另 ! = 站， 这 转变 为 Monin-Obukhov 公 式 〈7.33) 。 

所 有 关于 风 分 布 的 论述 可 以 对 温度 和 湿度 分 布 充分 ， 只 要 分 层 是 不 稳定 的 、 中 性 的 
或 略微 稳定 的 。 然 而 ， 对 于 非常 稳定 的 情形 ， 如 我 们 已 经 看 到 的 ， 出 现 了 一 种 特殊 情况 。 
理由 相信 在 这 些 条 件 下 涡 扩散 系数 KT = Ks 比 K 小 很 多 ， 所 以 在 此 情形 温度 T 和 外 加 物 
浓度 的 浓度 的 分 布 在 形式 上 不 同 于 平均 速度 分 布 (参见 图 48 和 50〉 。 这 个 现象 的 理论 分 
析 有 巨大 的 困难 ， 到 a 显 的 成 功 。 然 而 ， 值 得 提 到 Ellison (1957) 尝 试 估 
ito = 竺 对 理 查 德 森 数 Rf = = 依赖， 因为 它 得 出 的 结果 和 Ellison, Turner (1960)[ 见 
下 面 8. 2 节 未 后 来 的 实验 符合 得 出 乎 预料 地 好 。 为 了 计算 a，Ellison 使 用 了 分 层 介 质 中 的 泣 
流 能 量 平衡 方程 以 及 相关 的 二 阶 矩 也 2、w2 和 也 到 的 方程 。 如 我 们 已 经 在 6.1 节 看 到 的 ， 不 
幸 的 是 这 些 方程 含有 大 量 新 的 未 知 项 。 所 以 ， 为 了 得 到 他 的 推论 ，Ellison 进 行 了 一 些 额 外 
的 粗略 假设 〈 半 经 验 假设 类 型 的 ) ， 由 此 某 些 项 被 假设 小 得 可 以 忽略 ， 假设 了 不 可 忽略 
的 项 和 所 考虑 的 二 阶 矩 之 间 的 某 种 联系 。 使 用 这 些 假设 〈 隐 含 了 在 高 度 稳定 情形 热 交 换 和 动 
量 交换 相 比 较 小 的 假设 ) ，Ellison 得 到 了 一 个 关系 式 ， 可 以 写 为 

a eae a(l RE/R) _ aoplORe a), 

K (1 — Rf)? Rie(¢) — cP 


H Hao FUR AEC HY Be AE PKB, 和 可 以 简单 假设 为 经 验 常 数 。 很 明显 这 里 对 于 
中 性 分 层 〈 即 在 对 数 层 中 ) ao 等 于 Kr/K 值 ，R 是 Rf 永远 不 能 超过 的 临界 值 Rfc:， 对 于 
这 个 值 Kr 变 为 零 。Ellison 根 据 非 常 粗糙 的 直觉 估计 得 出 结论 ， 参 数 R 一 定 远 小 于 1 (从 
如 ， 接 近 1/7 或 1/10) 。 然 而 ， 这 个 结论 仍然 不 是 最 终 的 。 如 果 我 们 知道 Rf 接近 其 极 P 
(HR = Rfc: 的 方式 ， 即 函数 gp(C) 在 大 C 时 的 渐 近 展开 yp(C) = 和 [1 十 o(1)] 中 的 小 量 o(1) 的 阶 ， 
那么 由 方程 (7.79) 也 有 可 能 确定 函数 p1(0)[ 或 者 pr(C) = 去 81(0)| 在 6 一 co 的 渐 近 行为 。 
然而 ， 目 前 我 们 仍然 没有 必须 的 数据 。 


(7.79) 


he =p 


= 


wu 


7.5 WEIMAR Pim AAS BATE BIR RE ia tak FE 
量 中 的 应 用 


目前 ， 我 们 只 考虑 了 大 气 表面 层 中 平均 速度 、 温 度 和 湿度 的 分 布 ， 并 
且 仅 对 它们 使 用 了 7.2 节 中 讨论 的 量 纲 分 析 。 然 而 ， 这 些 分 析 具 有 一 般 性 
特征 ，7.3-7.4 节 的 结果 远 没 有 穷尽 相似 性 理论 在 分 层 边界 层 中 满 流 中 的 应 
用 。 我 们 现在 要 考虑 这 个 理论 的 进一步 应 用 ， 联 系 到 除了 基本 流动 变量 的 
平均 值 外 的 统计 特征 量 。 

首先 ， 我 们 写 出 相似 性 的 基本 假设 的 最 一 般 形式 。 在 7.1 节 中 ， 我 们 注 
意 到 对 于 平面 均匀 粗粮 表面 上 方 分 层 流 体 的 平面 平行 湛 流 (这 是 “大 气 表 
面 层 ” 的 一 个 自然 的 模型 》， 流 体 变 量 的 所 有 一 点 矩 量 都 只 依赖 于 垂 向 化 
标 z。 然 而 ， 一 点 矩 量 的 限制 仅仅 是 因为 我 们 主要 对 它们 感 兴趣 。 实 际 上 ， 
在 这 样 的 模型 中 ， 流 动 变量 值 在 多 个 点 上 的 所 有 概率 分 布 在 这 一 组 点 在 平 


t | 
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押 Ozy 上 的 任意 平移 下 以 及 穿 过 平均 速度 总 (z) 方 向 的 Ozz 平 面 内 的 反射 变换 
下 是 不 变 的 ， 并 且 是 稳 态 的 (不 依赖 于 时 间 平 移 ) 。 换 名 话说 ， 在 这 个 模 
型 中 ， 任 意 流动 变量 在 点 (z1,y1; 21, t1), «5 (En, Yn, znstn) 值 的 概率 分 布 只 能 
依赖 于 参数 x2 — 01, 0+) En — £13 Y2— Ys oe Yn — Y1; 2 Sn;t2 一 t1) tnt» 
并 且 如 果 Oy 的 方向 反 过 来 也 不 会 变换 。 

作为 流动 变量 ,我 们 仅 考 虑 速度 的 三 个 分 量 wu,wv,w 和 温度 TT (进一步 加 
入 外 加 物 浓度 9 只 会 导致 出 现 明 显 的 附加 公式 ， 在 讨论 中 这 一 点 不 重要 ) 。 
这 些 变量 可 以 表示 为 


u=Uz)tu, v=v, w=w, T=T(2)+T, (7.80) 


其 路 (z) 和 T(z) 是 z 的 普通 〈 非 随机 〉 函 数 ， 之 前 已 经 详细 讨论 过 了 。 所 以 

R Fe WAL EK Ku’ (zx,y,z,t)、v (72,y,z,t)、w (7z,y;,Z,t) 和 T'(x,y,z,t) 的 概 

率 分 布 就 足够 了 。 在 分 层 介质 模型 中 ， 应 用 于 大 气 表面 层 的 水 流 状 态 相似 

性 的 一 般 假 设 可 以 表述 为 : 无 量 纲 涨 落 Ww uss vux w /usFeT' /|\T.| (21, Y1, 21, t1), (En, Yn 
联合 概率 分 布 只 能 依赖 于 无 量 纲 参量 


2Z2 — Tı Tn — T1 Y2 — Yı Yn — Y1, 21 Zn (t2 — t1)Us (tn — t1) * Us 
I |L] : 


只 要 满足 下 面 两 个 条 件 : 1B a, zn 不 太 大 《它们 位 于 可 以 假设 wu = 
常量 ，g = 常量 的 层 中 ， 科 里 奥 利 力 的 效应 可 以 忽略 》 也 不 太 小 (都 远大 于 
“粗糙 度 高 度 ”z0) ; 2) 任 意 两 个 不 同 点 (zi, yi, zi) felj, yj, zj) Z F) EH 
以 及 所 有 非 零 的 差 |t; 一 tj| 都 不 太 小 (故而 所 考虑 的 时 空 点 的 涨 落 之 间 的 相 
互 作用 没有 显示 出 由 空气 的 分 子 医 滞 和 热 导 紊 决定 的 分 子 效应 ) 也 不 太 大 
(所 以 水 平均 匀 性 条 件 和 稳 态 条 件 没有 失效 ) FEARED, LD 和 .表示 和 
方程 C712) 和 “7.14) 中 同样 的 长 度 和 温度 标 度 。 这 个 假设 的 证 明 实 际 上 
已 经 包含 在 7.1-7.2 节 的 考虑 中 。 


作为 例子 ， 我 们 将 详细 考虑 一 个 固定 时 空 点 (z, y, 2, ORY (u, v, 到) 的 
联合 概率 分 布 。 根 据 相 似 性 假设 ， 这 个 分 布 只 能 依赖 于 重 向 坐标 >， 其 概率 
密度 B(w,v,w',T') 可 以 写 为 


1 wv vw T z 
(u, v, w, T) = y ; 7.81 
(u,v, w, ) w3|T.| (人 ( ) 


其 中 本 是 一 个 五 变量 的 普 适 函数 。 当 然 ， 一 个 五 个 变量 的 函数 是 一 个 
非常 复杂 的 特征 量 。 所 以 重要 的 是 在 高 度 不 稳定 (3 -oo0) 和 高 度 稳 
定 ( 了 二 00) 以 及 在 中 性 分 层 (了 0) 的 极限 情形 ， 公 式 (7.81) 可 以 简化 。 


7. 推广 对 数 层 理论 到 热 分 层 流动 


在 中 性 分 层 情形 ，g 一 0， 浮 力 对 满 流 没有 影响 。 所 以 参数 9/Tb 必 须 从 方 
Ke (7.81) 中 去 掉 。 所 以 ， 在 此 情形 ， 没 有 对 z/ 工 的 依赖 〈 工 含有 9V/TD ) ， 
即 概率 分 布 是 依赖 于 融 度 的 。 此 外 ， 中 性 分 层 情形 没有 温度 涨 落 ， 故 
而 对 的 依赖 可 以 用 乘 数 5(T) 描 述 [ 其 中 5 是 狄 拉 克 5- 函 数 ]。 于 是 我 们 得 到 


1 / / / 
B(u',v',w',T’) > 一 更 (= ao ) 6(T) 当 寺 3 (7.82) 


3 1 
ue Ux Ux Ux 


其 中 亚 是 一 个 三 变量 普 适 函数 ， 描 述 了 对 数 层 中 一 点 的 速度 涨 落 的 概率 分 
布 。 > 0, ue 一 0， 可 以 得 到 非常 大 不 稳定 性 的 极限 情形 《自由 对 
流 ) ， 故 而 在 这 里 参量 心 必须 从 方程 〈7.81) 中 消失 。 于 是 得 到 


tot ob mo 1/3 ( 9 “an q a 一 2/3 
(u,v, w, T) 一 天 一 -一 z 


= 


0 CpO0 
rf wu vu w’ T 
on q_a 1/3? q_4 ee q gq 1/37 —4/3 4 = g VALS —1/3 
GG han) (E) CGR) = 
(7.83) 


FP Woe PS. a, HORRE RERE, miik 
具有 局 域 特征 ， 即 它们 的 统计 性 质 不 再 依赖 于 和 下 垫 面 的 距离 2。 所 以 必须 
WHA 一 +oo， 参 量 z 从 方程 (7.81) 消失 ， 即 


1 u v w T A 
Ë / / /1 Ww NZA . $ 4 
(u,v, w, ) ” WIT, (S225) 45 > CO (7.84) 


不 幸 的 是 ， 方 程 (7.82) - (7.84) 还 是 非常 难以 验证 ， 因 为 多 维 概 
率 分 布 非常 难以 可 靠 地 从 实验 数据 确定 。 因 此 ， 我 们 将 进一步 限制 于 仪 
研究 分 布 〈7.81) 最 简单 的 特征 ， 也 就 是 说 ， 限 制 于 固定 点 (z,y 2,00 
Ek Yeu’, ov 到 的 最 低 阶 窍 。 根 据 一 般 公 式 〈7.13) ， 这 些 涨 落 的 任意 
一 点 矩 量 都 可 以 表示 为 参数 需 、 ux 和 5 后 的 茶 种 组 合 ， 以 一 个 6 = 2h) 
普 适 函数 [从 方程 〈7.81) 当然 也 得 到 同样 的 结果 |]。 由 涨 落 量 的 定义 ， 它 
们 的 平均 值 为 零 ， 一 共有 十 个 这 种 抵 
量 。 然 而 ， 其 中 三 个 ， 即 www、wv'w /和 vw'T' 恒 等 于 零 。 这 是 由 于 潮流 对 于 
平均 风 的 方向 对 称 Cx BAIT Rie Ra 了 讨论 ) 。 

uw = -vwAlwT’ = 地- 具有 恒定 值 ， 所 以 只 需要 考虑 五 个 矩 量 一 


CpPo 


一 wv w TA O ADEMA EE ey, ov, Ow, az 来 代替 它们 ) 以 


304 


及 混合 二 阶 外 


EwT/。 根 据 方程 〈7.13) ， 这 些 量 可 以 写 为 


= = fa = FO = B50 
OT _ wT | 
IT] f6(9), 二 F(Q). 


A, AY Wil we UE Ai KANE, 
个 普 适 函数 户 , fa, fs, 和 方 就 足够 了 。 特 别 是 ， 


济 流 特征 量 ， 


BYE) 。 


(7.85) 


定 参 数 必 和 9 并 且 知 道 五 
它们 可 以 用 于 表达 有 趣 的 
诸如 各 问 异 性 系数 go /ow 和 ow /ow 以 及 相关 系数 rTwT 和 rr 


E Oe me -也 
ou flO. oy BO ffs 
TwT = TEA TuT = zah 
fs fo’ Ife 
(7.86) 
(在 最 后 两 个 方程 中 ， 上 面 的 符号 对 应 不 稳定 分 层 ， 下 面 的 符号 对 应 稳定 
REL, RAO,- fe(0) 显 然 对 所 有 C 值 是 非 负 的 。 用 函数 掺 (0) 定 义 
的 矩 量 粹 到 描述 了 平均 风 方 向 的 满 流传 热 。 这 种 传 热 通常 不 起 重要 作用 ， 
iy , uT’ =0 ( 见 下 面 ) o 然而 ， X 


可 以 忽略 。 在 中 性 分 层 和 极端 不 稳定 6 
函数 广 (9) 取 正 值 ， 因 为 对 于 不 稳定 分 层 ， 不 等 式 刀 > 0 通常 


应 其 他 5 值 ， 


在 w > 0 时 成 立 。 所 以 ，w 涨 落 往往 是 负 的 ， 而 对 于 稳定 分 层 ， 情 况 相 反 。 
此 外 ， 比 例 -w7T//w TI = kfr(0) 甚 至 可 以 取 大 于 1 的 值 ， 因 为 w 涨 落 经 常 


ew Ke Ah 


(7.82) - (7.84) 开始 ， 像 上 面 描 


多 [ 见 下面 8.5 节 和 Yaglom (1969)]. 
PR BL fs, ..., frfEC 一 -co、5 一 +co 和 |5| 一 0 的 渐 近 行为 可 以 从 方程 
DPE Ti RBCS, fi, 户 那样 确 


着 不 稳定 性 增长 〈 即 ， 当 5 一 一 00) , wB (7.85) 的 所 有 方程 中 消 
失 。 于 是 函数 局 , 有 和 友 渐 近 以 |C|15 增 长 ，fo 类 似 于 |4|-15 趋 向 于 零 ， 握 趋 


定 。 随 


向 于 某 个 和 常数。 此外， 必须 记 住 ， 当 w 一 0, HAU(z) — 0, Bmé m 
于 这 种 状态 ， 在 平面 Ozy 中 ， 无 法 辨认 出 特殊 的 方向 ，w 和 w' 涨 落 起 到 相同 


的 作用 《在 没有 平均 水 平 速度 时 “真正 自由 对 流 ” 的 到 


们 一 定 可 以 预期 当 5 一 —o0, 


PO ~ fal) = Catit, f(O = Csel, 
fo(¢) ~ Celi", fr(¢) © 0, 


ERD) 。 所 有 我 


7. 推广 对 数 层 理论 到 热 分 层 流动 


(7.87) 
或 者 ， 换 句 话 说 ， 


q gz 1/3 q gz 1/3 
Ou = Oy © Cy (5) ,Ow = C$ G5) 
Cppo To Cppo To 


g \2/3 /gzN-LU3 
= Ch | 一 — T'O 
A n (a) 


[Ouh Ask (7.87) 实际 上 在 Prandtl (1932a) 就 已 经 知道 了 ， 但 随后 被 忘 
记 了 ， 后 来 Obukhov (1960) 独 立 得 到 了 这 个 公式 以 及 or 的 公式 |。 方 程 
(7.87) 中 的 普 适 常数 C4 = CTi, Cs = O54k-13 和 Ce = O54k43 可 以 
从 观测 确定 。 由 方程 (7.87) FES, FEA HATE, Se ~ 1, Se 
HE ror = BE rw ~ (Cl? > 0 以 及 ruir © 0。 在 另 一 个 极限 必 
形 ， 当 5 o 〈 即 ， 稳 定性 无 限 增长 》 ， 由 方程 《7.84) ， 湛 流 特征 
不 能 明显 依赖 于 z。 所 以 当 C 一 00, FE (7.85) 的 所 有 函数 [以 及 它们 
的 组 合 (7.86) ] 一 定 趋 于 恒定 。 最 后 ， 当 |6| 一 0， 温 度 涨 落 为 零 [见方 
程 (7.82) FF HT, 3 0。 于 是 ， 访 (0) 和 方 (0) 只 能 解释 为 极限 。 实 际 上 ， 
函数 J6(C) 和 所 (0) 必 须 看 组 由 单独 的 两 个 分 支 组 成 (¢ > 0 和 6 < 0) 。 对 
于 常量 f3(0) = A3 fa(0) = 44 和 方 (0) = 45， 它 们 描述 了 均匀 流体 对 
数 层 中 速度 涨 落 的 强度 ， 有 确定 的 值 ( 见 上 面 5.3 节 ， 那 里 这 些 常量 记 
作 A41, 4? 和 4s) 。 对 于 小 的 |C| 值 ，fs, 及 和 却 可 以 近似 由 泰勒 级 数 的 两 项 描 


述 : 


pT 


at 


Pall 


中 系数 记 都 是 负 的 《因为 随 着 稳定 性 增长 ， 满 流 交 换 变 弱 ) 。 


V 
wt 


AYU Hk eu’, of, wT TEI AE (7.85) 的 方程 。 例 如 


we T3 
u3 = fa(¢), TI = fo(¢), 
T12 12 12 wT 
ue 一 ae (0), #3 = fu (c) 
(7.89) 
PRIA fg FU fo FHI Sw! 和 了 T' 概 率 分 布 的 斜 度 : 
T3 
全 a -= h (7.90) 


3 
Ow 5 T 6 
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i PA fig AH fi HAGA T ii EE AY SE TD PBA PEK RE. HEP PY 
AEE, (Ely A DARL SHS CTE LOE A ESHE Ba) Al 
A 4K NS TERASTA TEES, BAT AT AMH fs, ..., 有 11 是 
EW, BOM RNC 如 此 。 根 据 方程 〈7.82) - (7.84) ， 当 不 稳定 性 增 
强 〈 当 56 一 -co) ， 函 数 户 和 方 0 一 定 类 似 于 渐 近 类 似 于 |6| 增 大 ， 为 一 定 渐 
近 以 |c|-1 减 小 〈 故 而 斜 度 因子 访 / 育 和 为/ 慌 一 定 趋向 于 常量 ) ， 而 廊 ;(() 
C 减 小 。 随 着 稳定 性 增长 〈 当 5 一 00) ， 所 有 函数 大,…, 有 1 以 及 比 
(Al fs / FST fo / fea ll E Eo 


= 


FEL A (æ, y, zt) 处 速度 和 温度 导数 的 统计 特征 量 一 般 来 说 现在 也 依赖 
于 分 子 笑 滞 和 热 扩 散 系数 vy 和 X (回想 一 下 ， 在 相似 性 假设 的 公式 中 ， 要 求 
lt, 一 如 | 和 不 同 点 (zi, y ale 多, 忆 ) 之 间 的 距离 不 太 小 ) 。 所 以 应 用 量 
纲 分 析 到 这 些 特征 量 得 出 更 复杂 的 公式 ， 它 们 含有 多 个 变量 的 普 适 函数 。 
然而 ， 这 个 规律 有 两 个 重要 的 例外 ， 与 物理 量 


| ðu; Oui, 3 
Baa a) (7.91) 
和 
= aT’\? 
N= x(VI'P? =x >_> (Z) (7.92) 


AR. KEME, RH EM Ree FAE (6.43) 中 ， 那 里 a 记 作 符 
Et 出 现在 相关 的 温度 涨 落 强 度 平衡 的 方程 (6.55〉 中 ， 借助 这 些 方程 
x 些 量 可 以 用 速度 和 温 度 涨 落 的 普通 一 点 答 量 表示 。 所 以 zs 和 六 应 该 不 明 
显 依赖 于 分 子 常数 xz 和 X。 这 不 是 偶然 的 。 如 我 们 在 本 书 第 2 卷 第 8 章 中 展示 
的 ， AINE RR NAI E 了 重要 作用 ， 可 以 从 速度 和 温度 涨 
落 在 相距 足够 远 的 两 点 的 概率 分 布 确 定 。 所 以 ， 为 了 描述 as 和 NN 对 高 度 z 的 
依赖 ， 我 们 可 以 使 用 普通 的 相似 性 公式 〈7.13) ， 它 不 含有 > 和 X。 也 就 是 
说 ， 我 们 可 以 写 出 


a 


eae ey} (7.93) 


Hp Myon em NG A. “4|\Cl 一 0，we 和 ww 都 趋向 于 有 限 极限 pe(0) = 
1 (AA Be = v2, MEMOS) 和 ww(0) = 常量 = 1/ao。 此 外 
46 > -oo，ope(0) ~ IC], gnl) ~ |d-13。 几 个 点 上 涨 落 运动 的 公式 要 复 
杂 得 多 。 Be BAT REA AER 函数 。 所 以 ， 例 如 ， 
在 点 (21 2) 和 (zz,y,22) 同 时 的 满 流 涨 落 两 点 矩 量 一 般 来 说 会 依赖 于 四 
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个 变量 好 21 、 学 2-21 fi] 227 b 


量 的 函数 ， 所 以 ， 可 以 减少 两 点 矩 


实际 上 ， 目 前 没有 希望 通过 实验 确定 四 个 变 


量 中 变量 个 数 的 条 件 是 非常 有 趣 的 。 特 


别 地 ， 一 个 这 种 条 件 


是 一 C > Cp 
自由 对 流 状 态 的 |d| 值 的 下 限 ( 我 人 


其 中 6 是 一 个 正 数 ， 定 义 了 消 流 状态 为 
] 将 在 下 面 一 节 讨 论 和 的 量 级 ) 。 在 这 个 


条 件 下 ， 我 们 可 以 取 w = 0， 故 而 从 这 个 问题 的 参数 写 不 出 有 限 的 长 度 标 
度 。 此 外 ， 在 此 情形 Ozgy 平 面 内 没有 优势 方向 ， 所 以 所 有 标量 〈《 即 不 依赖 
于 坐标 轴 的 方向 ) 两 点 抢 量 只 能 依赖 于 ro = [(x2 — r1)? + (ye — y)? 


而 不 单独 依赖 于 za 一 Zz1 和 wo 一 yi。 


由 罗 、 统 和 ro 可 以 写 出 两 个 无 量 纲 组 合 ， 


例如 z2/ 各 和 ro/ (um Bhe/atr/ Jam Kr = [r+ (22-2) o 
所 以 在 自由 对 流 条 件 下 ， 所 有 标量 两 点 算 量 都 等 于 参数 g/T、gq/cppo 和 z = 
个 z2/ 红 和 7/z〔( 或 z2/ 红 和 rf/z 的 ) 普 适 函数 。 特 别 


vV 玉 到 的 某 种 组 合 乘 以 一 
地 ， 


w! (£1, Y1, 21, CJW (£2, Y2, Z2, t) 


( 


2 2/3 ‘ 2/3 T 
om) (a) Colm (Se), 


ul (£1, Y1, 21, t)U (x2, yo, 22,t) = 


T' (£1, Y1, 21, t)T' (x2, Y2, 22, t) 


FAR. RFR; Æ A 
的 ] 。 


g \23 / g \ 3 
v (£1, Y1, 21, t)u' (T2, Y2, 22, t) = ( ) (4) (2122)! Ro (2 


( 


Cp PO 


了 2/3 y 2/3 RA 
am) (ap) 各) 


(7.94) 


变量 的 普 适 函数 [这些 公式 是 Obukhov (1960) 给 出 


实验 确定 两 变量 函数 也 非常 复杂 ， 但 不 是 没有 希望。 然而 ， 值 得 注意 


的 是 ， 在 某 些 情形 ， 


预测 ， 而 对 于 一 些 统计 特征 ， 一 般 
确定 性 简化 为 数值 系数 选择 中 的 不 确定 


对 一 个 变量 的 


家 赖 形式 已 经 在 理论 上 成 功 地 进行 了 
来 说 可 以 将 理论 公式 中 存在 的 所 有 不 


性 。 为 此 ， 只 需 使 用 一 些 额外 的 相 


似 性 考虑 。 这 些 考 虑 与 一 


类 完全 不 同 的 清流 有 关 ， 其 中 包括 大 气 消 流 作为 
一 个 特例 。 第 2 卷 第 8 章 将 主要 讨论 这 种 相似 性 。 因 此 ， 我 们 将 推迟 对 方程 


(7.94) 类 型 公式 的 进一步 分 析 到 本 书 第 2 卷 。 


Alf, fi, fol ta A 样 ， 
很 多 其 他 不 严格 的 结果 。 所 以 ， 例 如 ，Kazanskiy Monin (1957)[ 也 参见 Monin (1959a)| 基 
于 简化 的 能 量 平衡 方程 〈6. 


的 近似 方程 : 


可 以 使 用 滞 流 半 经 验 理 论 的 不 同 变 体 得 到 关于 函 Nfs, ..., fio, pen AI 


46) 辅 以 其 他 进 一 


步 半 经 验 假设 ， 得 到 了 js(C) 的 一 个 这 种 形式 


fs(¢) = As |- e (7.95) 


F'( 
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其 中 As = fs(0) 


是 一 个 经 验 常数 。 同 样 的 考虑 应 


fs(0) = As h - FO 


BAA TAH Bo 


后 来 Panofsky, McCormick (1960) jë 


JB) (6.46) 形式 的 平衡 方程 得 出 关系 式 


| ie (7.95') 


出 了 一 个 假设 ， 使 他 们 得 出 结 


论 
方 (0 = ACF (O — Bd)”, (7.96) 
其 中 BB 是 一 个 新 的 经 验 常数 ， 而 Businger (1959) 和 Munn (1961) 使 用 两 个 不 同 的 分 层 介质 中 
混合 长 的 假设 分 别 得 到 了 公式 
_ 2 
f(O { DFC) (7.97) 
[其 中 和 方程 《7.74) 中 的 相同 | 和 
BO = -4 让 和 (7.98) 


Yokoyama (1962a) 也 使 用 了 As = 1 (和 数据 矛盾 ) 的 


方程 (7.98) o XIF fe(¢), Priestley 


(1960b) 和 Panofsky (1961b) 使 用 了 半 经 验 关系 


fo(¢) = 46aoC 及 (9 As 


= fe(0). 


(7.99) 


Monin (1965) 考 虑 了 速度 和 温度 涨 落 的 一 点 两 阶 矩 的 完整 动力 学 方程 系统 ， 


忽略 了 这 个 系 


统 中 描述 这 些 量 垂 向 输 运 的 项 《〈 即 ， 


特别 是 所 有 含 


有 三 阶 矩 的 项 ) ， 而 他 借助 (6.12〉 类 型 


的 半 经 验 假设 消去 了 压强 涨 落 。 所 以 他 得 到 了 近似 关系 式 


3O — ROIO 


KA T BRŽ fas a (对 于 C = 0, 
JA ES Bib EN AE Z 


CEON BLAS = = fa(0 )、 


它 得 到 了 5.3 节 


另 一 个 半 经 验 关 系 ， 将 函数 p(0)、 
(1961) FT FH 


FOM OKRE 


(由 此 ， 特 别 地 ， 在 自 
普 适 函数 pe(G)、 
个 方程 ， 似 乎 有 可 能 


FOM A(O RREA 


pel) = C1 O- 6- 


TRE (7.36) Fl 7.87) 中 的 系数 Cn、 


1/4 
4 二 
C; 6 


对 流 中 ，rwr = 1， 这 似乎 是 非常 


Z fio(C 


~ 2, (7.100) 


中 给 出 的 数据 的 支持 ) 


比 外 ， 使 


WR, Moninfié 40% lal FE AB fs (0) / fa (OC) A fs (0) AOMH = 
As = fa(0) 和 As = 方 (0) 表 示 出 来 ， 这 些 常 
证 据 表 明 在 这 些 假设 下 ， 不 等 式 Co = 1/R > 5.5 一 定 成 立 ) 。 


数 从 实验 得 到 (有 
Pandolfo (1936) 提 出 了 
来 。 使 用 非常 粗糙 的 假设 ，Panchev 
CE 和 C6 的 关系 式 : 


(7.101) 


可 疑 的 ) 。 
E 量 平衡 方程 (6.43) 得 到 。 根 据 这 


[ 见 Monin (1958)]。 方 程 〈7.102) 精确 到 允许 忽略 压强 
输 运 〈 如 果 我 们 在 函数 广 o 的 地 定义 中 包含 2p7W' / pou? 
们 完全 忽略 垂 向 能 量 扩散 [ 即 我 们 采用 方程 《6.46) J, 


ye(6) = 61 (0) —¢, 


RA A Ri i PR BAY HEE Y bE E 
， 那 么 它 就 变 得 非常 精确 ) 。 如 果 我 


那么 我 们 得 到 
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而 如 果 我 们 认为 这 种 扩散 正比 于 录 志 P《〈 即 如 果 我 们 采用 方程 (6.46') ) ， 那 么 


0 Cp 


ye(C) = C1 (0 — 06 (7.103%) 


当然 ,方程 (7.103) 和 “(7.103’) 一 般 来 说 没 方程 (7.102) 那么 精确 [但 在 中 性 分 层 的 
极限 情形 等 价 于 方程 (7.102) , A (7.103’) 在 自由 对 流 情形 等 价 于 方程 (7.102〉 和 
(6.43) , ALA fio(¢) ~ 4]。 记 住 函 数 f(C) 的 渐 近 公式 (7.33) 和 “(7.39’) 并 将 例如 方程 
(7.103’) 作 为 起 点 ， 我 们 发 现 


ye(6) = { So eo es (7.104) 


1 十 (6 一 o)¢ 对 于 |C| <1. 


所 以 ， 根 据 方程 (7.103’)， 在 接近 中 性 分 层 时 , Ex we, 而 在 强 不 稳定 情形 , = am 


of laa 即 它 不 再 依赖 于 高 度 〈 只 用 量 纲 分 析 得 到 了 同样 的 结果 ， 但 含有 未 定 的 数值 系 
如 果 我 们 把 温度 涨 落 强度 的 平衡 方程 (6.55〉 作 为 起 点 ， 也 可 以 推导 出 pn (C0) 的 类 似 
关系 式 。 使 用 这 个 方程 我 们 容易 得 到 这 个 关系 式 : 
, 1 
PpN(C) = Cfi(0) OCHO (7.105) 


此 外 ， 如 果 我 们 也 忽略 温度 涨 落 强 度 的 垂 向 扩散 方程 《6.55) 右边 第 一 项 |， 那 么 我 们 得 到 


ON(G) = 5 及 (9). (7.106) 


函数 (7.106) 具有 这 种 性 质 


4/3 wer 
sy Ces ç> —00, 

ON(G) -| (1480) ie (7.107) 
GeO H K1. 


于 是 ， 在 这 种 近 中 性 分 层 近似 下 ， 太 = 272, TERRE NRR 
减 小 : z i 

s Of gq NS/gN 3 a 

Na 3 (5) (4) B38. (7.108) 


近 中 性 分 层 的 结果 不 依赖 于 忽略 扩散 项 ， 而 扩散 效应 可 能 导致 方程 《7.108) 数值 系数 的 变 
化 。 不 知道 函数 a(6) = 了 (6)/ 有 (6) 在 大 的 正 C 时 的 行为 没 法 谈论 pn(C) FEC 一 十 co 时 的 行 


当然 ， 对 于 公式 (7.95) - (7.101) 、 (7.103) ~ (7.103) 和 “7.108〉 ， 我 们 可 以 
重复 之 前 类 似 的 联系 六 方 和 户 的 半 经 验 公 式 的 讨论 。 它 们 都 只 是 近似 的 ， 精 确 度 和 适用 区 
间 都 必须 通过 和 高 质量 实验 结果 比较 而 得 到 。 目 前 ， 关 于 涨 落 的 数据 仍然 非常 不 完整 。 然 
而 ， 半 经 验 公 式 仍然 可 以 有 很 大 的 价值 ， 因 为 在 很 多 情形 它们 可 以 帮助 我 们 以 相当 高 的 精 
估计 相应 统计 特征 量 的 数量 级 ， 作 为 总 结 已 有 (相对 粗略 ) 观测 结果 的 一 般 指南 。 


xe 
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8. 理论 推论 和 数据 的 比较 
8.1 ”大 气 表面 层 中 的 风速 分 布 


这 里 我 们 比较 大 气 表面 层 中 气象 测量 数据 和 第 7 节 的 理论 推论 。 
我 们 首先 采用 最 简单 的 不 同 高 度 z 的 平均 风速 的 测量 ， 借 助 风 速 计 在 
地 球 表 面 不 同 点 重复 很 多 次 | 很 多 这 种 测量 在 例如 Middleton，Spilhaus 
(1953)、Kedrolivanskiy，Stemzat (1953) 和 Lettau，Davidson (1957) 的 书 中 
有 描述 |。 在 5.4 节 中 已经 注意 到 ， 当 下 垫 面 相对 平坦 并 且 温 度 分 层 接近 中 
性 ， 低 层 大 气 中 的 风速 分 布 可 以 相当 好 地 用 对 数 公式 (5.13) 描述 。 然 而 ， 
在 绝热 情形 ( 即 具有 相当 大 的 温度 梯度 ) ， 风 速 刀 (z) 对 In z 的 依赖 [这 种 数 
据 可 以 在 例如 Thomthwaite, Kaser (1943)、Shcherbakova (1949)、Deacon 
(1949)、Pasquill (1949)、Monin (1953) 和 很 多 最 近 的 工作 中 找到 ] 展 现 出 与 
简单 线性 关系 的 规则 的 偏离 。 对 于 不 稳定 分 层 ，z(z) 随 In z 增 长 的 增长 总 是 
慢 于 线性 ， 而 对 于 稳定 分 层 ， 它 快 于 线性 。 作 为 一 个 典型 的 例子 ， 图 52[ 取 
自 Monin (1953)]， 给 出 了 1951 年 得 到 的 平均 风速 分 布 ， 来 自 哈萨克 斯 坦 草 
原 在 高 度 0.5, 1,2,4,8 和 15 m 的 气象 测量 。 图 52 中 的 六 条 曲线 是 对 分 成 六 组 
的 61 条 风速 分 布 平均 得 到 的 ， 每 一 条 曲线 由 近似 常数 值 的 稳定 性 参数 表 


征 : 


il 


g T(2) — T(0.5) 
T BOP 
其 中 Tb 是 标准 温度 ， 括 号 中 的 数 表示 观测 点 的 高 度 〔 以 米 为 单位 。 
图 52 中 用 数 +2,+1, … -3 标记 的 六 个 稳定 性 组 对 应 于 从 适度 稳定 《+2 组 ) 
到 略微 稳定 〔+1) 、 近 中 性 分 层 0》、 咯 微 不 稳定 -1) 和 适度 不 稳定 
(一 2) 到 强 不 稳定 (一 3) o 

我 们 看 到 只 有 在 中 性 分 层 ， 对 数 公式 很 好 地 代表 了 整个 风速 分 布 ( 妈 
由 图 52 中 的 直线 代表 ) 。 在 所 有 其 他 情形 ， 在 足够 高 的 高 度 观测 到 了 和 对 
数 规律 的 偏离 ， 定 性 上 和 前 一 节 的 理论 预测 相符 。 然 而 ， 同 时 ， 在 较 低 的 
高 度 ， 所 有 组 的 风速 分 布 都 近似 由 具有 同样 “粗粮 高 度 ”z0 (当然 这 可 以 
用 近 中 性 分 层 的 分 布 最 可 靠 地 确定 的 zw(z) = Am 三 类 型 的 公式 给 出 。 在 
图 52 的 条 件 中 ， 这 个 高 度 接近 于 1 cm。 

根据 第 7 节 的 相似 性 理论 ， 在 所 有 情形 风速 的 高 度 变化 都 一 定 由 无 
EARR = =# 的 普 适 函数 /6) 确 定 ， 其 中 二 = —cpoTou3/Kgq. AS 
验证 这 个 结果 并 确定 函数 76) 的 精确 形式 ， 除 了 z(2)， 我 们 还 需要 ws = 
(元) “和 9 值 ， 这 使 得 我 们 可 以 估计 长 度 标 度 。 A KARHE H 
流动 量 和 热流 > 和 4 的 直接 测量 〈 这 是 8.3 节 中 特定 讨论 的 主题 ) 仅 在 相 
对 近期 才 开 始 ， 并 且 目 前 还 是 相当 不 频繁 而 且 不 精确 的 。 所 以 含有 函 


Bı = (8.109) 


lin 
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Pd 


一 了 sao A 
=- ~ 


- 


207 Q5124 895 


z(meters) 


图 52 不 同 热 分 层 情况 下 ， 表 面 层 中 平均 风速 的 经 验 分 布 。 


数 f(C) 的 方程 (7.24)〉 的 第 一 个 经 验 验 证 (这 使 得 第 一 次 可 以 画 出 这 个 函 
数 的 典型 图 像 ) 是 Monin, Obukhov (1953, 1954) 用 一 种 非常 不 同 的 方法 进 
行 的 。 作 为 这 个 验证 的 基础 ， 他 们 适用 了 与 不 同 气 象 条 件 下 风 和 温度 分 
布 有 关 的 广泛 数据 (在 1945、1947、1950 和 1951 在 苏联 不 同 区 域 的 四 次 远 
征 期 间 收集 ) 。 此 外 ， 假 设 公 式 (7.24) 成 立 ， 并 且 采 用 了 额外 一 些 对 函 
数 f(C) 和 及 (CO) 形式 的 假设 。 基 于 这 些 假设 的 数据 处 理 结果 之 间 令 人 满意 的 
一 致 性 ， 证 实 了 它们 可 以 作为 合理 的 一 阶 近 似 ， 并 且 表 明 函 数 (C) 的 一 般 
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攻 式 必须 和 以 这 种 方式 得 到 的 经 验 值 一 致 。 

Monin 和 Obukhov 对 风 和 温度 分 布 的 假设 包括 假设 FG) 的 “对 数 二 线 
性 ”近似 《7.33) (描述 最 低 四 米 的 风 分 布 ) 适 用 ， 以 及 假设 这 一 层 中 风 和 
温度 分 布 的 相似 性 。 基 于 此 ， 所 有 这 些 最 低 四 米 的 风 分 布 都 近似 为 一 个 这 
种 形式 的 公式 


ui(z) = Ai(log z + D) + Ciz, (8.110) 


其 中 i 是 分 布 的 标号 ，A;、Ci 和 DD 是 经 验 系 数 〈 用 最 小 二 乘法 确定 ) 。 因 为 
所 有 测量 都 是 对 高 度 z > z0， 假 设 系 数 D 对 于 同一 个 观测 点 的 所 有 分 布 都 
相同 ， 等 于 一 log zo， 其 中 z 是 粗粮 度 参数 。 系 数 4; 和 Ci 的 值 使 得 我 们 可 以 
根据 


u, A 6 Ciln10 
k Inl0’ L A; 


计算 使 用 了 方程 〈7.33) 和 zz(z) 和 工 (z) 分 布 相似 性 的 假设 ， 取 为 等 于 


BI et In4+3 _ Lo (2) ai = tin 4 + 28) 
= 2 7 一 ， = 2 
To us (n+ t) B L (m + t) 


知道 了 zo = 10-2， 我 们 可 以 把 8 定义 为 和 ( 吕 ) 值 [其 中 & 取 自 方程 8.3) JHB 


经 验 值 的 回归 系数 。 然 后 可 以 发 现 3 ~ 0.6， 而 (多 ) 和 有 之 间 的 相关 性 非 
HR MAUL = 盘 的 值 加 上 所 有 (2) 的 数据 被 用 于 写 出 经 验 函数 


(6) - 4 (+5) = [wey -a( 字 )|， (8.112) 


其 中 加 号 表示 稳定 分 层 ， 负 号 表示 不 稳定 分 层 区 ( 岛 ) EAE hae 
值得 到 ]。 图 53 所 示 的 这 样 得 到 的 结果 使 得 我 们 可 以 写 出 -3 < 5 < 6 范围 
的 经 验 函 数 f6)。 尽 管 风 速 测量 精度 不 够 并 且 用 来 确定 坐 和 荆 值 的 近似 方 
法 相对 粗糙 ， 但 经 验 点 位 于 《两 个 分 支 组 成 的 ) 光滑 曲线 上 ， 弥 散 很 小 
(除了 对 于 足够 大 的 整 (， 那 时 弥散 变 得 相对 大 ) 。 这 样 得 到 的 图 证 实 了 
存在 决定 风速 对 高 度 的 依赖 关系 的 普 适 函数 /C)。 另 外 ， 经 验 函 数 FO) 在 
整体 上 和 图 48 中 的 示意 图 一 致 ， 即 可 以 发 现 它 有 很 多 前 一 节 预 测 的 渐 
近 性 质 : FI PRED CAED 它 接近 于 In|c| 十 常数， 对 于 强 不 稳定 性 
(C «&« 一 1) ， 它 渐 近 趋同 于 和 常数， 而 对 于 强 稳 定性 > 1) ， 它 近似 于 
一 个 线性 函数 〈 在 图 53 中 ， 这 些 渐 近 曲线 用 点 线 表示 ) 。 如 后 来 的 研究 所 
示 ，Monin 和 Obukhov 在 1953-1954 年 发 现 的 函数 (CO) 值 被 证 明 对 C < 0 相当 


得 到 备 和 # 值 的 每 个 分 布 。 此 外 ， 对 于 每 个 分 布 ， 稳 定性 参数 B1 = g TO TOS) 
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准确 ， 但 对 于 6 > 0 它们 太 小 了 实际 上 ，f(C) 对 于 C 增 大 的 图 明显 上 升 得 比 


图 53 根据 Monin, Obukhov (1953, 1954), MA f(¢) 一 f (+5) HARA. A 
上 各 种 符号 表示 不 同 实验 中 得 到 的 数据 。 


图 53 所 示 的 要 陡 ) 。 


2 [ua -a 
9 


AE 


究 者 经 常 基于 其 他 实验 证 


据 画 类 似 


图 53 的 图 。 所 以 ，Perepelkina 


(1959b) 使 用 了 Pasquill (1949) 和 Rider (1954) 的 z < 2 m 的 风 和 温度 分 布 数 


据 ， 月 


于 经 验 地 确定 |C| < 3 的 f(C) — f (£4) 值 。 后 来 ， 她 还 得 出 了 达到 70 


m 高 度 的 风 和 温度 分 布 的 数据 ， 这 是 在 1960-1961 的 夏天 和 秋天 ， 从 南 俄 草 


JASE LT ae BT oe A AEA 


AO- f (4 


高 的 


SS 
Al 


I 


WAEI 


导 到 的 。 再 后 来 ，Shiotani (1962) RX T K 


似 于 图 53 的 图 ， 以 及 f(C) — f (+4) tEIC| < 
0.3 的 详 图 ， 这 是 使 用 类 似 上 面 描述 的 方法 从 1960-1962 在 东京 附近 的 45 米 


电视 塔 观测 的 风 和 温度 分 布 数据 得 至 
出 现 ， 


时 进行 的 ) 测量 的 结果 确 
(1965) 和 Zilitinkevich，Chalikov 
区 域 得 到 的 数据 画 了 这 种 图 〈 见 下 面 的 图 


1 的 。w 和 gd 的 直接 测量 数据 
人 们 就 泽 试 画 类 似 图 53 的 图 ， 其 中 的 值 根据 这 些 ( 和 分布 测 


E Tein 


E 何 特殊 假设 。 例 如 ，Gurvich 


(1968a) 参 考 1962 年 到 1965 年 在 齐 姆 恨 斯 克 


54 和 图 55) 。 


314 


图 54 根据 Gurvich (1965) 的 数据 ， 函 数 /G) 一 了 (一 3) 在 C < 0 的 经 验 图 。 


-CO -Z(/L1/2) 
T, 


T 


4001 4 2005 00) 002 005 21 02 QS 10 40, 50 


2 &(2)-2(L/70) 
ux 


图 55 根据 Gurvich (1965) 的 数据 ， 函 数 fC) — f (DEC > 0 的 经 验 图 。 


图 53 给 出 的 函数 1(C) — 了 ( 土 3) 图 直观 清晰 地 描述 了 不 稳定 分 层 和 稳定 
分 层 情况 风速 对 高 度 的 依赖 的 一 般 形 式 。 然 而 ， 对 于 函数 (OC) 在 小 |C| 对 


于 对 数 方程 偏离 的 定量 估计 ， 以 及 它 在 大 的 负 C 值 对 常量 的 偏离 ， 这 


些 图 不 是 非 


常 适合 ， 因 为 这 些 图 上 经 验 曲 线 相应 的 部 分 被 大 大 压缩 


了 。 于 是 ， 


些 研究 者 要 么 修改 图 53， 要 么 修改 经 验 函 数 1(C) 本 里 ， 这 
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在 某 些 方面 更 方便 。 于 是 ， 例 如 ，Priestley (1959a) 修 改 了 图 53 对 应 于 
TiC (MFA) 的 部 分 ， 把 无 量 纲 高 度 6 = = 的 线性 标 度 蔡 换 为 对 
数 标 度 。f(O) 对 于 对 数 函 数 的 偏离 对 小 的 |4| 变 得 更 加 明显 ， 特 别 地 ， 很 
明显 即使 对 于 C œ 一 0.05， 这 些 偏差 也 相当 客观 (尽管 在 图 53 中 似乎 实 
线 和 虚线 对 于 |C| < 0.5 没 什么 差别 ) 。 后 来 R. J. Taylor (1960a)〔 使 用 
了 Rider (1954) 和 Swinbank (1955) 的 测量 ) 和 Takeuchi (1961) ( 由 1953 年 
和 1956 年 在 美国 内 布 拉 斯 加 奥尼尔 附近 的 大 草原 进行 的 观测 得 到 了 大 量 
数据 ， 也 从 Lettau, Davidson (1957) 和 Barad (1958) 收 集 了 大 量 数 据 ) 给 出 
了 类 似 的 图 [但 是 5 ( 中 ) HTa (H) ， 在 很 多 情形 更 容易 从 x(z) 的 测量 
EME] R. J. Taylor 根 据 Rider 和 Swinbank 对 7 = po 和 的 直接 测量 确定 

J SALAM, mM Takeuchif® H S (8.2) 形式 的 风 和 温度 分 布 的 近似 和 公 

xt (7.33) 和 (7.47) [ao = 1,81 = 8。 同时，Takeuchi 比 较 了 用 这 种 方 

法 得 到 的 埃 的 经 验 值 和 用 Monin，Obukhov (1954) 方 法 得 到 的 值 (原理 类 

似 ， 但 某 些 细节 不 同 ， 并 且 使 用 了 ws 和 g% 的 测量 值 ) 。 根 据 他 的 结果 ， 所 

有 三 种 确定 厂 的 方法 互相 符合 得 令 人 满意 。 后 来 ，Gurvich (1965) 用 1962 年 

和 1963 年 夏天 在 齐 姆 展 斯 元 镇 附近 的 草原 同时 测量 的 风 、 满 动 热 流 和 节 

切 应 力 分 布 数据 画 了 同样 的 图 〈 见 图 54 和 55， 对 应 于 一 系列 测量 平均 数 

据 的 点 ) 。 基 于 与 第 7 节 类 似 的 理论 的 风 分 布 数据 处 理 的 其 他 结果 可 以 

在 很 多 工作 中 找到 ， 包 括 Panofsky, Blackadar, McVehil (1960)、Panofsky 

(1963, 1965), Lumley , Panofsky (1964)、Panofsky, Busch, Prasad et al. 

(1967). Webb (1960, 1965), J. J. O’Brien (1965), Swinbank (1964, 1966, 

1968). Swinbank, Dyer (1968), Busch (1965), Busch, Frizzola, Singer (1968). Bernstein 
(1966), Chamock (1967a,b), Paulson (1967), Businger, Miyake, Dyer, Bradley 

(1967). Zilitinkevich, Chalikov (1968a). Rijkoort (1968), Fichtl (1968) 

等 。 一 些 研 究 者 最 近 也 得 到 了 类 似 的 结果 ， 他 们 在 特殊 的 风 洞 中 进行 了 

实验 测量 ， 风 洞 的 一 部 分 地 板 可 以 加 热 或 制冷 来 产生 热 分 层 [ 参 见 ， 例 

Wn, Malhotra, Cermak (1963), Cermak, Sandborn et al. (1966), Cermak, 

Chuang (1967) #lChuang, Cermak (1967)]。 尽 管 实验 点 的 弥散 在 所 有 测 

量 中 都 相当 大 ， 不 同 研究 者 得 到 的 1(C) 值 总 的 来 说 彼此 符合 得 令 人 满意 。 

(所 发 现 的 一 些 不 一 致 将 在 随后 对 这 些 结果 的 讨论 中 指出 。) 


在 一 些 情形 ， 在 得 到 实验 结果 时 ， 采 用 的 依据 不 是 风 分 布 z(z) 本 身 ， 而 
ERRETO, REDE (7.15') ， 为 了 得 到 普 适 关系 ， 我 们 必须 考虑 


量 纲 量 


ZT efi), HO =o, (8.113) 
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或 者 同样 的 ， 考 虑 物理 量 


* K Ux K 
G 


(8.114) 


然而 ， 因 为 计算 z = CEER Er = pu2 和 gq 的 值 ( 目 前 后 者 的 数据 相对 
较 少 ) ，K 值 通常 根据 理 查 德 森 数 


,dE a 1 
R — — 

= nae! (5) -a 
确定 ， 这 是 5 的 一 个 单 值 函数 。Rider (1954). Deacon (1955). Priestley 
(1959a), Ellison, Turner (1960), Gurvich (1962)、Deacon, Webb (1962) 和 Webb 
(1965) 给 出 了 函数 六 (Ri) 的 图 像 。 图 56 展 示 了 Guirvich (1962) 在 -0.005 > 
Ri > -4 范围 的 图 像 ， 也 考虑 了 Deacon (1955) 的 数据 。 图 中 虚线 给 出 了 关 
系 式 


3 
* 4 工 
K (Ri) = alRil4, a = (=) kat = — ; (8.115) 


MF BS RA EA ie “1/3 RE” (7.39) ， 系 数 a = 0.97, Æ 
WR < -0.05 的 数据 集 使 用 最 小 二 乘法 得 到 的 。 实 线 代 表 函 数 玉 (Ri 在 对 
数 亚 层 中 的 渐 近 值 K (0) = r © 0.4， 这 是 非常 精确 地 从 Ri 线性 标 度 的 所 
(Ri) 图 像 中 得 出 的 (用 完全 相同 的 方法 ， 可 以 极其 可 靠 地 证 明 在 大 气 中 也 
Aix x 0.4) 。 图 56 中 没有 Ri > 0 稳定 分 层 ) 的 数据 ， 但 一 般 来 说 ， 大 的 
正 Ri 的 观测 在 气象 学 中 非常 少见 。 所 以 ， 关 于 Ri > 0 的 KK (Ri) 值 最 广泛 的 数 
据 是 Ellison, Turner (1960) 在 实验 室 实 验 中 得 到 的 ， 其 中 水 的 盐 度 梯度 产生 
的 密度 梯度 起 到 了 温度 梯度 的 作用 ( 见 下 面 8.2 节 ) 。Ellison 和 Turner 的 数 
据 非常 弥散 ， 但 总 体 上 他 们 令 人 信服 地 证 明了 在 正 半 轴 天 (Ri) 随 Ri 的 增 大 
而 减 小 ， 如 预期 的 那样 。 


现在 让 我 们 更 仔细 地 考虑 不 稳定 分 层 的 结果 。Panofsky，Blackadar， 
McVehil (1960) 和 其 他 人 经 验 地 研究 了 p = = SEMIS! = 名 的 依赖 其 
HE = u/n SE =a(Q)L, WIC = Rip(C]， 它 也 单 值 地 和 C 相 联系 。 
根据 他 们 的 结果 ， 对 于 所 有 负 的 6， 系 数 o' = oa- = 18 的 (7.61) 
式 的 方程 的 解 即 c' = 18 的 关系 式 p(C) = (1 一 oRi)-W4， 参 见 7.4 节 方程 
(7.59) ] 给 出 了 yg(0) 的 一 个 好 的 近似 。 后 来 ， 同 样 的 方程 在 其 他 一 些 工 
作 中 由 非常 不 同 地 点 的 广泛 数据 进行 了 检验 ， 包 括 Kondo (1962), Lumley, 
Panofsky (1964), Panofsky (1965). Swinbank (1966), Panofsky, Busch et 


SS 
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H(Ri) =097/Ri/t 


Q00F G01 QO? QOS 0702 03 05 10 20.3050 10 


图 56 函数 K (Ri) 的 经 验 图 像 ， 根 据 Gurvich (1962). 


al. (1967)、Bernstein (1966)、Chamock (1967a)、Paulson (1967). Fichtl 
(1968) 和 Rijkoort (1968) 的 工作 。 这 些 结果 之 间 有 小 的 差异 ， 但 一 般 得 出 
结论 ，p(0) = (1 一 oRi)-14 形 式 的 方程 以 足够 的 精度 对 所 有 负 Ri 值 描述 
了 已 有 数据 ， 如 果 o' 选 在 10 到 20 之 间 〈 例 如 ，Paulson 认 为 o' = 11 式 最 佳 猜 
测 ， 而 Kondo 建 议 o' = 13， 根 据 Panofsky 及 其 研究 组 的 工作 ， 对 于 所 有 地 
HMA ~ 18) 。 然 而 ， 一 些 研究 者 更 喜欢 原始 的 Ellison 方 程 〈7.59) [或 
者 同样 地 ， 方 程 (7.61) ]， 者 等 价 于 方程 〈7.59') ， 只 要 a(GO) 可 以 认为 
恒定 。 然 而 ， 在 这 样 的 p(G) 的 近似 中 ， 通 第 发 现 系 数 c 比 c' 小 得 多 《例外 
式 Panofsky et al. (1960) 和 Bernstein (1966), Eo = 14， 根 据 Zilitinkevich， 
Chalikov (1968a)， 在 有 限 的 Ri 范围 ，o = 12) 。 所 以 Panofsky (1965) 和 Klug 
(1967) 建 议 c = 7，Pasquill [ 见 Swinbank (1966)] 发 现 4 到 6 范围 内 的 值 是 合适 
的 ， 而 Charnock (1967a) 在 重新 检查 Bernstein 的 结果 时 使 用 了 o = 4 在 所 
有 这 些 工作 中 ， 都 使 用 了 Swinbank 在 澳大利亚 的 观测 数据 ) 。c 相 对 较 小 
和 a_。o 比 1 大 很 多 的 发 现 符合 得 很 好 《〈 见 下 面 8.2 节 ) 。 让 我 们 也 注意 到 ， 
方程 〈7.59) 和 (7.59°) WIFE “1/374” (7.39) , o = (3/C2)?, o' = 
aa_o = (a/K)* Po NAF (8.7) 的 Gurvich 常 数 。 所 以 ， 图 56 的 数据 对 
应 于 量 级 为 30 的 c〈 而 c' = 18 对 应 于 a = 0.82) 。 
Webb (1960) 把 (6) 在 6 < 0 半 轴 的 经 验 值 近似 为 一 个 〈7.57) 形式 
的 方程 ， 这 样 得 到 的 gp(0) 接 近 从 方程 p(Ri) = (1 一 18Ri)-1A 对 所 有 不 太 大 
的 一 C 得 到 的 接近 [ 见 Panofsky (1963) 或 Lumley Panofsky (1964)]， 但 在 C 一 
一 00 极 限 对 应 于 yp(C) ~ 一 30(300)-13( 即 对 应 于 方程 p = (—30Ri)—!/4) 
的 “1/3 FR” o JAK, Webb (1965) 提 出 了 另 一 种 形式 的 普 适 风 分 布 方 
程 ， 和 自由 对 流 极限 的 “1/3 容 律 ” 不 符 。 使 用 最 广泛 的 方程 p(Ri) = (1 一 


~ 
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图 57 函数 2(6) 的 经 验 图 像 ， 根 据 Gurvich 的 数据 。 


oRi)-14 的 一 些 变换 和 近似 可 以 在 Fichtl (1968) 中 找到 。 在 Zilitinkevich， 
Laykhtman (1965) 中 ， 他 们 2(O) 的 半 经 验方 程 对 数据 的 描述 令 人 满意 〈 然 

而 ， 这 个 工作 中 使 用 的 数据 时 非常 早期 的 ) 。Swinbank (1964, 1966) 发 现 ， 

他 的 指数 方程 (7.72〉[ 和 “1/3 窜 律 ” 矛 盾 ] 描 述 已 有 数据 非常 好 ， 但 其 他 一 

些 作者 不 同意 这 个 观点 [ 见 ， 例 如 Barad (1963)、Panofsky (1965)、Swinbank 
(1966)， 也 参见 Bernstein (1966) 和 Charnock (1967a)|。 和 理论 上 非常 吸 

引 人 的 速度 分 布 的 “1/3 窜 律 ” 的 差异 使 得 Businger (1966) 提 出 [Dyer 也 
独立 提出 ] 的 p(C) 和 ep(C) 的 经 验方 程 以 及 Pandolfo (1966) 的 方程 变 得 可 

疑 | 见 7.4 节 ， 让 我 们 回想 一 些 这 两 组 方程 都 事先 假设 了 C = Ril。 然 而 ， 两 

组 方程 都 得 到 了 一 些 令 人 满意 的 经 验 验 证 ， 有 某 些 应 用 [ 见 ， 例 如 ，Paulson 
(1967)、Businger, Miyake, Dyer, Bradley (1967). Deardorff (1968). Krishna 
(1968). Yoshihara (1968), E2 Jl Kapoor, Sundararajan (1968) 中 的 讨论 |。Gurvich 
(1962, 1965) 画 出 了 函数 p(C) 或 p(0) 的 纯 经 验 图 像 [也 参见 图 57， 取 自 这 些 工 

Ye: Busch (1965), Swinbank (1968)]， 在 这 个 工作 中 ， 给 出 了 C-13g(0) 对 Ri 的 
依赖 。 所 有 这 些 图 都 和 普 适 依赖 的 假设 一 致 ， 但 互相 之 间 有 小 的 偏差 。 知 

道 了 函数 p(C)[f(C)]， 也 容易 得 到 流量 理 查 德 森 数 Rf = C/y(C) 对 C 的 依赖 。 
以 完全 相同 的 方式 ， 如 果 我 们 知道 p(6)， 其 中 6 = z/L = cla, Rata 
到 普通 理 查 德 森 数 Ri = Rf/a = C/CE 的 依赖 。 最 后 ， 如 果 我 们 知 
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道 函 数 a(6)[ 其 确定 稍 后 讨论 和 2e(6)[ 或 2(69)]， 那 么 我 们 可 疑 得 到 两 个 理 碍 

德 森 数 Rf 和 Ri 对 任意 变量 (和 6 的 依赖 。 作 为 一 个 例子 ， 图 58 展 示 了 (对 Ri 

的 依赖 ， 从 Mordukhovich, Tsvang (1966) 的 数据 得 到 。Panofsky (1963) 也 
画 了 Ri 对 C CERCO 的 经 验 依赖 图 | 参见 Lumley Panofsky (1964), Gurvich 
(1962)、Webb (1965), Pandolfo (1966)( 用 人 工 的 方法 展示 了 Ri = 6) 、Swinbank( 
1968) 和 其 他 一 些 工作 ]。Cramer (1967) 也 画 了 Rf 对 C 依 赖 的 经 验 图 。 当 然 ， 

当 C 一 0 和 Ri 一 0, Rf ~ C, Ri ~ CC/ao[ 见 方程 (7.28) ]。 所 以 从 

图 58 的 数据 《以 及 从 所 有 Ri 对 (依赖 的 数据 ) 得 出 ao 接近 于 1。 


-0.8 -07 —0.6 -0.5 3 k , 和 0.1 


图 58 5 对 Ri 的 经 验 依赖 关系 ， 根 据 Gurvich 的 数据 。 


我 们 看 到 ， 目 前 已 有 的 分 布 和 汕 动 流量 数据 的 精度 不 足以 可 靠 地 区 分 
普 适 风 分 布 函数 的 各 种 表达 式 。 所 以 ， 似 乎 不 值得 详细 讨论 各 种 公式 的 
优 缺 点 。 目 前 ， 唯 一 合理 的 时 使 用 物理 上 证 明了 描述 普 适 函数 渐 近 行为 
的 定量 ， 验 证 它们 与 实验 结果 相符 。 如 果 有 可 能 ， 还 希望 获得 这 些 定律 
中 数值 系数 的 估计 值 。Zilitinkevich，Chalikov (1968a)[ 也 参见 Zilitinkevich 
(1970)] 使 用 莫斯科 大 气 物理 研究 所 研究 人 员 在 1963 年 到 1965 年 间 在 齐 姆 扬 
斯 克 附 近 草 原 得 到 的 广泛 的 数据 完成 了 这 个 项 目 。 对 于 不 稳定 条 件 〈 稳 定 
条 件 随 后 考虑 ) ， 假 设 简单 的 插值 公式 〈7.53) 成 立 ， 即 


(8.116) 


al +C26-M3, Cc < a. 


其 中 未 知 常数 a1 和 B 可 以 用 函数 1(C) 和 wp(C) = COE = CURIE SE HE 
条 件 消去 。 所 以 这 个 负 半 轴 C < 0 的 普 适 风 分 布 函数 中 只 有 两 个 未 定 系 
数 Cs 和 41。 此 外 ， 这 些 系 数值 (和 进入 普 适 函数 定义 的 常数 x) 是 对 同时 测 


320 


量 的 风 和 温度 分 布 以 及 汝 动 流量 r 和 gq 的 所 有 数据 使 用 最 小 二 乘法 确定 的 。 
于 是 得 到 了 下 面 的 最 小 二 乘 估计 值 : Co x 1.25, 1 œ% 一 0.16, k & 0.43, 
这 表明 6 x 1.45 和 ol ~ 0.24。 所 有 这 些 估计 的 95% 置 信 区 间 都 非常 窄 ， 测 
量 点 都 沿 曲 线 (8.8) 集中 ， 弥 散 相 对 小 。 所 以 方程 (8.8) 给 出 的 函数 fC) 
和 wy(C) = Cf(C) 的 渐 近 行为 与 Zilitinkevich 和 Chalikov 处 理 的 实验 结果 (不 
SAM EMR FO > ¢ > 一 1.2 范 围 ) 相符 。Zilitinkevich 和 Chalikov 也 提 到 ， 
同样 的 数据 可 以 《弥散 不 显著 增 大 地 ) 描述 为 这 个 (7.49) 形式 的 方程 


ronf okt 4 (07 CSU, 


1.2C-L3 十 0.25， 当 5C < 一 0.07. 


或 者 ac = 12 的 方程 〈7.61) ， 或 者 和 Zilitinkevich, Laykhtman (1965) 提 出 的 
那个 有 关 的 半 经 验方 程 。 

我 们 也 基于 R. J. Taylor (1960a,b) 和 Gurvich (1962, 1965)[ 参 见 图 54 和 56] 的 
各 种 气象 数据 给 出 了 风速 分 布 的 “1/3 窜 律 ” 的 经 验 验证 。 在 所 有 情形 ， 
数据 都 证 实 了 这 个 规律 ， 但 对 系数 m 的 估计 有 一 些 弥 散 :，R.J. Taylor 给 
出 的 Cs 值 从 0.9 到 1.5， 而 根据 图 56 的 数据 ，Co ~ 0.9302, He He 54 
数据 ，C2 ~ 1.4。 让 我 们 也 回想 一 些 C2 = 3/ol3， 所 以 c = 7[Panofsky 
(1965) 建 议 | 对 应 于 C2 1.55。 

重要 的 是 注意 到 所 有 已 有 数据 表明 “1/3 窜 律 ” 理论 上 只 适用 于 
非常 大 的 负 ( 值 ) 在 出 乎 意料 小 的 、 量 级 为 -0.1〈 甚 至 百 分 之 几 ) WNC 值 
CRC, ERE RRD 就 开始 成 立 。 因 为 Rf 等 于 热力 学 因素 和 动力 学 因素 
导致 的 湛 流 能 量 产生 率 的 比值 ， 这 个 结果 显然 表明 对 流产 生生 向 满 流 混合 
被 风 剪 切 有 效 得 多 。 于 是 ， 动 力学 亚 层 〈 其 中 热力 学 因素 不 重要 ) 的 厚度 
实际 上 只 占 | 工 | 的 一 小 部 分 。3 

特殊 气象 风 洞 中 产生 的 热 分 层 流 动 中 风 分 布 和 汕 动 流量 的 测量 目前 比 
时 外 气象 测量 还 不 可 靠 。 然 而 ，Cermak, Sandborn et al. (1966) 和 Chuang 
and Cermak (1967) 给 出 的 数据 和 第 7 节 中 相似 性 理论 的 推论 非常 一 致 ， 表 
明 有 人 工 热 分 层 的 风 洞 中 观测 到 的 普 适 关系 和 大 气 表面 层 中 观测 到 的 在 
不 稳定 和 稳 态 条 件 下 ) 没有 显著 差异 。 

现在 我 们 考虑 稳定 分 层 的 情形 。 稳 定 条 件 的 观测 比 不 稳定 情形 的 观测 
要 少 得 多 ， 并 且 相 应 的 数据 一 般 来 说 非常 弥散 ， 和 仅 有 一 个 无 量 纲 高 度 了 定 
义 的 普 适 相似 性 假设 符合 得 不 是 很 好 。 所以， 图 55 给 出 的 Gurvich 的 图 只 
能 看 作 尝 试 性 的 ， 没 有 进一步 验证 。) 有 可 能 正 的 C 值 的 实验 点 可 以 由 稳定 
条 件 中 满 流 相当 强 的 间歇 性 〈 导 致 时 间 平 均 的 巨大 变化 ， 因 此 必须 极 大 增 


3 由 这 个 观点 ， 传 统 地 在 标 度 L 的 表达 式 〈7.12) 分 母 加 入 汉 : 卡 门 常数 A〈 导 致 这 个 标 度 
额外 增 大 2.5 倍 ) 是 非常 不 季 的 。 
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长 平均 周期 以 得 多 可 靠 的 和 


HR) 部 分 解释 。 


这 个 事实 可 能 也 发 挥 了 部 分 作用 : 大 气 表面 层 中 的 强 逆 温 一 般 伴随 强 


可 以 注意 到 ， 


晶 冉 冷却 ， 期 间 气 象 条 件 是 非常 不 稳 恒 的 ，g 随 高 度 剧烈 变化 。 然 而 ， 我 们 
其 至 在 20 世 纪 50 年 代 初 ，Rider, Robinson (1951) 和 Halstead 


(1952) 就 从 观测 发 现 ， 在 非常 稳定 分 层 的 情形 ， 风 分 布 通 第 是 近似 线性 


的 。 同 样 的 推论 也 可 以 从 Liljequist (1957) 在 南极 的 观测 中 得 出 ， 那 里 通 
。 根 据 McVehil (1964) 和 Webb[ 见 Lumley Panofsky (1964), 
于 0 < 0 <03 (HPC = z/L, WFH) ， 公 式 o(C) = 


第 有 强 的 逆 温 
第 117 页 ]， 对 


1 十 BiG 很 好 地 代表 了 yp(C”)， 
奥尼尔 附近 以 及 在 南极 的 “南极 点 ”站 的 观测 结果 ) 的 数据 ，B1 = 


7， 根 据 Webb 的 数据 ，B1 


其 中 根据 McVehil (他 人 处理 了 内 布 拉 斯 加 ， 


~ 4.5。 最 后 ，McVehil (1964)、Webb (1965) 


[也 参见 Lumley，Panofsky (1964), 117%], J. J. O’Brien (1965). Gurvich 


(1965). Busch (1965), 
(1968). Hoeber (1968) #Zilitinkevich and Chalikov (1968a) 对 逆 温 


各 种 气象 观测 的 处 理 得 到 


据 所 有 数据 ， 在 稳定 性 增强 《类似 于 不 稳定 情形 从 受 迫 对 流转 变 为 上 
1 对流) 时 状态 没有 突变 ， 并 且 风 分 布 可 以 唯一 地 由 “对 数 二 线性 ” 方 
(或 A， 或 Rf， 或 Ri) ee 作为 例子 ， 


程 (7.58) 


Panofsky, Busch et al. (1967)、Hogstrom (1967b)、Chalikov 


情形 的 
FE 常 相似 的 结论 ， 这 为 它们 增加 了 分 量 。 根 


= 


在 广泛 的 正 C 值 


我 们 在 下 面 的 图 A 中 给 出 方 


Wol) = 1 十 7C 
尔 附 近 和 在 南极 的 “南极 点 
常 好 的 符合 。 根 据 Panofsky et al. (1967)， 方 程 o(C) = 1+76 在 这 个 稳定 


程 f(C) = nc +76 二 常量 或 者 实际 上 相同 


《图 中 实 线 ) 的 预言 和 McVehil (在 内 布 拉 斯 加 ， 奥 尼 


”站 进行 的 ) 观测 的 比较 。 这 幅 图 显示 出 非 


性 范围 近似 等 价 于 (7.58) 形式 的 方程 p(C) = 1 十 104。Gurvich (1965)[ 见 
图 55] 和 Zilitinkevich，Chalikov (1968a) [也 参见 Zilitinkevich (1970)] 得 到 了 
方程 (7.58) 中 系数 认同 样 的 值 8 = 10， 他 们 用 最 小 二 乘法 出 来 了 齐 姆 良 


斯 殉 附 近 草 原 上 几 次 远征 


的 大 量 数据 。 同 时 ，J. J. O’Brien (1965) 得 到 了 


方程 p(C) = 1 十 8”C' 中 系数 的 平均 估计 B” 5.0 弥散 很 大 ) 。Fichtl 


(1968) 使 用 
当 0.01 < Ri < 0.1, 


考 的 数据 得 


令 人 满意 


了 一 个 两 层 方程 
(C) = 1+ 4.5¢'. Chalikov (1968) 根 据 苏联 南极 科 


Es 当 0 < Ri < 0.01, y(c’) = i + 4.50, 


到 Bi ~ 7. Cermak et al. (1966) 也 从 稳定 热 分 层 的 风 洞 中 的 实 
验 测 量 得 出 B81 守 7。 所 以 我 们 一 定 会 得 到 结论 ，B1 接 近 10 的 方程 (7.58) 


也 描述 了 已 有 的 几乎 所 有 稳定 分 层 的 数据 。 渐 近 方 程 (7.43) 


和 (7.44) 中 的 系数 C3 显然 一 定 有 相同 的 量 级 (接近 10) 。 有 趣 的 是 注意 


到 ， 在 这 方面 ，Ellison 和 Turner 的 数据 ( 见 下 面 8.2 节 ) 也 得 到 结论 ， 常 


AR = Rfu 的 值 显然 位 于 0.01 和 0.15 之 间 ， 故 而 Ca =1/R~ 7-10. Aim, 


为 了 更 精确 地 确定 这 


个 常数 [以 及 更 完整 地 阐明 “线性 定律 ”7.44) WR 
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的 条 件 ] 仍 然 必须 组 织 特别 仔细 的 强 逆 温情 形 的 气象 观测 和 进行 额外 的 实验 


室 检验 。 
容易 看 

在 此 情形 ， 

C/(1 + 610) 


到 ， 方 程 p(C) = 1 十 BiC 等 价 于 关系 式 p(Rf) = (1-— BRE). 
C 对 Rf 的 依赖 也 具有 非常 简单 的 形式 : C= RE/(1— BiRf)，Rf = 
[参见 方程 《7.20) ]。 类 似 地 ， 如 果 p(6) = 14+ 6", MAC = 


Ri/(1 — BR，Ri= C/Q + 6"). WRU NaC E E HE) , BA 


这 些 关 系 式 也 给 出 Ri 对 6 的 依赖 。 这 个 依赖 观测 的 经 验 图 如 图 59 所 示 ， 基 


于 Gurvich (1965) 的 数据 。 


as 
xp 


207 
Q06 
lOS 
004 
QOS 


Ri 


g Qi 02 lI 


图 59 稳定 分 层 情 形 Ri 对 5 的 经 验 依赖 关系 [根据 Gurvich (1965) 的 数据 ]。 


最 后 ， 


公式 (7.32) - (7.33) 中 的 常数 8 值 (决定 了 非常 小 的 |d| 时 gp(C) 和 了 (OC) 的 


TA) Beil 


E 明 是 非常 不 确定 的 ， 它 很 大 程度 上 依赖 于 C 值 范围 的 选择 。 让 


PUN MSEC < 0 的 情形 (因为 稳定 情形 上 面 已 经 讨论 过 了 ) 。 我 们 已 经 


指出 ，Monin,， Obukhov (1954) 发 现 ，6 ~ 0.6 用 “对 数 + 线 性 ”函数 可 以 


Blackadar, 


得 到 最 低 四 米 的 一 层 中风 分 布 非常 好 的 近似 。 这 个 结果 后 来 也 被 Panofsky， 


McVehil (1960), J. J. O’Brien (1965). Busch (1965), Bernstein 


(1966) VA Ae EAE FEA ACE A EA 7.32) 形式 近似 的 工作 证 实 。 同 
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时 ， 一 些 研 究 者 从 更 有 限 的 5 值 范围 的 数据 确定 2， 或 者 甚至 借助 了 公式 


ð /rzOu 
p= [x F 

他 们 得 到 了 大 得 多 的 8 值 ， 为 几 的 量 级 [参见 Zilitinkevich, Chalikov (1968a) 得 
到 的 86 一 1.45] 或 甚至 几 十 的 量 级 [ 例 见 ， 例 如 Webb (1960, 1965), Taylor 
(1960a) 或 Kondo (1962a)j]。 所 以 从 在 有 限 范 围 内 最 好 地 近似 6 值 的 条 件 
确定 8 依赖 于 所 选 的 范围 ， 并 且 和 从 零 处 的 (6) 导 数 确定 的 6 不 相符 。 
所 以 ， 一 点 也 不 奇怪 ， 在 R. Taylor (1960a, b)、Takeuchi (1961)、Kondo 
(1962a) 和 O’Brien (1965) 中 得 到 了 一 系列 不 同 的 6 值 。 于 是 得 到 ，“ 对 
数 + 线 性 ”近似 一 般 只 能 小 心 使 用 ， 而 对 于 6 < 0， 广 泛 使 用 是 不 可 取 
的 。 如 我 们 在 不 稳定 分 层 情 形 看 到 的 ， 从 对 数 律 转变 为 自由 对 流 理论 的 极 
限 “1/3 容 律 ” 发 生 在 非常 薄 的 一 层 中 。 所 以 事实 上 只 针对 这 一 个 转换 层 的 
公式 (7.32) Al (7.33) 在 这 里 没什么 意义 。 


8.2 ”温度 和 湿度 分 布 的 数据 


除了 风速 分 布 z(z) 的 观测 ， 大 部 分 通常 的 气象 观测 也 包括 对 平均 温度 
分 布 T(z) 的 观测 ， 在 较 少 的 情况 下 会 包括 大 气 表面 层 中 平均 湿度 9(z) 的 观 
测 。 在 温度 测量 中 使 用 了 各 种 类 型 的 温度 计 。 它 们 装 有 特殊 装置 防止 它 
们 受到 太阳 辐射 的 直接 影响 。 电 子 仪器 测量 T(z) 分 布 最 方便 。 这 些 仪器 包 
括 ， 例 如 ， 电 阻 温度 计 和 热 敏 电阻 (它们 记录 了 空气 温度 变化 引起 的 导 
体 或 特殊 半导体 《〈 热 敏 电阻 ) 电阻 变化 引起 的 电流 变化 ) 以 及 热电 偶 《〈 其 
中 一 个 接头 保持 恒温 ， 其 他 接头 暴露 在 大 气 中 ) [ 见 ， 例 如 ，Laykhtman， 
Chudnovskiy (1949). Mclbroy (1955)、Krechmer (1957), Lettau, David- 
son (1957)]。 电 子 设 备 可 以 直接 测量 小 的 温度 差 T(z1) 一 了 (z2)， 这 使 得 
测量 精度 可 以 提高 到 百 分 之 几 摄氏 度 或 甚至 百 分 之 一 摄氏 度 。 为 了 测 
量 湿度 ， 最 常用 的 方法 是 比较 干 湿 球 温度 计 的 读数 。 在 不 同时 期 ， 许 
其 他 原理 也 用 作 这 些 测量 的 基础 [ 见 ， 例 如 ，Laykhtman, Chudnovskiy 
(1949)、Middleton, Spilhaus (1953), Lettau, Davidson (1957)、1965 国 际 
会 议 |。 然 而 ， 到 目前 为 止 ， 这些 原理 没有 发 展 出 简单 可 靠 、 能 给 出 相对 高 
精度 3 值 的 仪器 。 所 以 仍然 非常 难以 得 到 高 精度 的 9(z) 分 布 数据 。 

稳定 和 不 稳定 分 层 的 温度 分 布 T(z) 的 一 般 形式 现在 由 很 大 观测 已 经 被 
大 家 熟知 。 展 示 这 种 形式 的 一 个 典型 例子 是 图 61 中 Monin (1962) 的 数据 ， 
是 对 1951 年 夏天 在 开放 草原 条 件 下 观测 的 61 个 单独 的 温度 分 布 平均 得 到 的 
(平均 是 对 8.1 节 开头 提 到 的 、 与 图 52 有 关 的 六 个 相同 稳定 性 均匀 组 进行 


— 
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+2 


NI 


GF 124 B22 
z (meters) 


图 61 ?不 同 分 层 情 况 下 表 


ME AP Eh BE AI Ai o 


的 ) 。 由 图 61 明 显 看 到 ， 在 不 稳定 分 层 情 形 ，T(2) 随 In z 增 大 时 的 减 小 速率 


慢 于 线性 规律 ， 而 对 于 稳定 分 层 ， 


T(z) Bln z 增 大 而 增 大 快 于 线性 。 上 男 


已 经 注意 到 关于 风速 随 高 度 增 大 的 


图 52) 。 比 较 图 52 和 61， 我 们 甚至 可 以 假设 在 所 有 分 层 情 形 中 ， 


纲 律 对 分 层 的 依赖 的 一 个 类 似 规则 《〈 见 
风速 和 温 


度 分 布 彼此 相似 ， 即 对 于 大 气 的 任意 稳定 性 ， 对 于 表 


度 z1 和 zo ’ 比例 
(21) 
(21) 


sl| NI 


EL Jas P RERAN es 


T (zo) 
u(zo) 


(8.117) 
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可 以 假设 为 相同 的 值 〈 对 于 逆 温 为 正 ， 对 于 中 性 分 层 为 零 ， 对 于 不 稳定 分 
层 为 负 ) 。 为 了 验证 这 个 假设 ， 比 较 两 个 形状 函数 

u(z) — U(2o) 4 T(z) 一 了 (20) 

we) = Wo) Tea) Tlo) a 
CHP meat le, eRe) 并 检查 它们 是 人 否 相 同 就 足够 了 。 另 一 
个 方法 是 验证 温度 梯度 和 速度 梯度 比 随 zx 恒定。 很 多 研究 者 在 不 同时 间 以 
不 同 精度 进行 了 两 种 类 型 的 验证 [特别 是 Pasquill (1949)、Rider，Robinson 
(1951), Panofsky (1961b)、Swinbank (1964, 1968). McVehil (1964). Gurvich 
(1965), Busch (1965), Swinbank, Dyer (1967) 和 Charnock (1967b)]。 在 较 
早 的 工作 中 ， 和 人们 总 是 发 现 ， 表 面 层 中 风 和 温度 分 布 在 偏离 中 性 分 层 不 大 
大 时 特别 相似 。 甚 至 经 常 有 人 断言 ， 这 种 相似 性 对 任何 分 层 都 严格 成 立 ， 
或 者 至 少 对 任何 不 稳定 分 层 成 立 。 然 而 ， 澳 大 利 亚 研究 组 最 近 的 工作 (还 
没有 被 其 他 研究 者 的 数据 可 靠 地 证 实 〉 表 明 对 于 不 稳定 分 层 ， 风 速 和 温度 
分 布 有 相当 大 的 形状 差异 参见， 例如 ， 下 面 的 图 62〉。 所 以 我 们 必然 得 
出 结论 ，(z) 和 T(z) 互相 不 类 似 ， 尽 管 在 宽 的 稳定 性 范围 内 完全 可 靠 地 定 
量 确定 不 相似 的 程度 需要 进一步 仔细 的 研究 (参见 下 面 关于 函数 a(C) 的 讨 


湿度 分 布 3(z) 的 情况 更 糟糕 。 这 些 分 布 相 对 早 的 测量 ， e Pasquill 
(1949) 和 Rider (1954) #8 229], ZEMIN LK, JER R MOTE 接近 
(8.10) 的 两 个 函数 。 换 句 话说， 早期 对 种 分 层 进行 的 湿度 分 布 90) 的 测 
量 并 不 否认 这 些 分 布 与 风 和 温度 分 布 相似 的 说 法 。 让 我 们 回想 一 下 ， 根 据 
早期 数据 ， 风 和 温度 分 布 是 非常 类 似 的 。 然 而 ，Crawford (1965)、Hogstrom 
(1967a, b), 和 Swinbank, Dyer (1967, 1968)[ 也 参见 Dyer (1967)] 更 近期 的 测 
量 表明 ， 湿 度 分 布 表 观 上 类 似 于 温度 分 布 ， 但 一 般 来 说 和 风 分 布 不 相 
似 。 对 这 些 结果 更 完整 的 讨论 在 本 小 节 末 给 出 。 这 里 我 们 重 画 了 图 62[ 取 
-||Swinbank, Dyer (1967)]， 其 中 根据 四 次 澳大利亚 科 考 的 所 有 数据 展示 
了 2 m 处 三 个 形状 函数 Sx = [X(4) — X(1)]/[X (16) — X(G)] 对 理 碍 德 森 数 
的 依赖 〈《 仅 对 负 的 Ri) 。 形 状 函 数 定 义 式 中 的 宗 量 是 以 米 为 单位 的 高 
度 。 平 均 风 速 、 平 均 温度 工 和 平均 湿度 5 被 用 作物 理 量 X (对 应 的 函数 记 
作 S,、ST 和 ,Sy) 。 也 展示 了 图 62 中 给 出 的 稳定 性 均匀 组 中 平均 值 的 标准 差 
《除了 稳定 性 范围 中 间 的 风 函 数 的 情形 ， 那 里 误差 太 小 展示 不 出 来 ) 。 根 
据 图 62 中 的 数据 ， 风 和 湿度 的 形状 函数 取 近 似 相同 的 值 ， 即 0.5， 对 应 于 接 
近 中 性 分 层 的 对 数 分 布 。 图 中 没有 |Ril < 0.01 的 Sr 值 ， 因 为 温度 差 测量 的 
精度 显然 不 足以 确定 大 多 数 等 温 条 件 下 的 Sr。 然 而 ， 随 不 稳定 性 增强 ， 
所 有 三 个 变量 的 形状 函数 越 来 越 偏 离 中 性 值 。 此 外 ，ST 和 Sy 实际 上 在 整 


~ 
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045 
0.007 0.01 0.1 1.0 
-Ri 
图 62 2 m 处 平均 速度 uw、 温 度 T 和 湿度 9 的 形状 函数 Sx = [X(4) 一 
X (1)]/[X (16) 一 XX(1)] 与 理 但 德 森 数 的 关系 图 ， 加 上 了 相应 的 标准 差 [ 根 
据 Swinbank, Dyer (1967)]。 


个 Ri 范围 是 不 可 区 分 的 ， 但 它们 都 偏离 5% 值 相当 多 。 图 62 所 示 结 果 非 常 重 
要 ， 完 全 符合 在 7.3 节 末 提 出 的 热量 和 被 动物 质 外 加 物 混合 机 制 相似 性 的 直 
观 物理 推论 。 我 们 必须 记 住 ， 目 前 湿度 分 布 测量 的 精度 相当 差 ， 甚 至 澳 大 
利 亚 研 究 组 的 温度 测量 数据 都 显示 出 和 其 他 来 源 的 数据 [例如 Zilitinkevich, 
Chalikov (1968a)] 的 某 种 规则 的 偏差 。 所 以 图 62 的 结果 目前 必须 看 组 仅仅 是 
初步 的 ， 需 要 进一步 仔细 验证 。 
用 相似 性 理论 (7.24) 的 一 般 公 式 ， 比 例 (8.9) 可 以 写 为 


T(z1) — T(z) _ Tek fildr) — filo) 
u(z1)—U(zo) us F(a) — fC0) ” 


其 中 G = 4, @= 2, mS 描述 风 和 温度 分 布 对 无 量 纲 高 度 
依赖 关系 的 普 适 函数 。 所 以 很 明显 ， 这 个 比例 对 所 有 zj 和 zo 不 变 意味 着 函 
数 了 (C) 和 及 (0) 仅 相 差 一 个 倍数 。 但 


FO 
fi) 


所 以 风 和 温度 分 布 的 相似 性 等 价 于 热量 和 动量 的 涡 扩散 系数 之 比 a 不 依赖 


(8.9') 


Kr 
K’ 


= Qa(¢) = 
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于 高 度 和 不 依赖 于 理 查 德 森 数 。 图 62 所 示 的 数据 和 其 他 类 似 的 数据 为 假 
设 涡 扩 散 系 数 比 Kr/K 不 严格 为 常量 的 假设 提供 了 明确 的 依据 。 然 而 ， 
目前 还 没有 成 熟 的 数据 可 以 完全 可 靠 地 定量 确定 这 个 比值 对 6 = z/L 的 依 
赖 。 关 于 这 一 点 的 更 详细 讨论 ， 见 下 文 。 关 于 湿度 的 涡 扩 散 系 数 ， 目 前 
我 们 只 能 说 ， 现 有 的 所 有 湿度 分 布 数据 都 符合 Ky/Kz = 常量 的 假设 [甚至 
和 Ky/Kz = 1 的 假设 相符 ]。 


Te) -1 4) 


| A 
A E 
| saute} HH 
oe a ee 


G001 0002 0005 007002 QOS Q1 Q2 QS 1020 50-6 


图 63 ¢ < 0 时 函数 方 (9) — 有 (一 3) 的 示意 图 [根据 Gurvich (1965) 的 数据 ] 。 


从 相似 性 理论 的 观点 对 温度 分 布 进行 更 全 面 的 研究 需要 写 出 物理 
(T(z) — T(a@lL))|/T REM REC = 经 验 的 依赖 关系 。 这 里 o 是 一 个 
给 定 系 数 ， 例 如 ，1/2 或 1/10， 而 和 二, 必须 从 直接 测量 的 或 使 用 某 种 可 
靠 的 间接 方法 (基于 方程 〈7.12) 和 (7.14) ) 估计 的 ww 和 g 值 确 定 。R. 
J. Taylor (1960a)[ 使 用 Rider (1954) 和 Swinbank (1955) 的 数据 ]、Takeuchi 
(1961)[ 由 1956 年 在 内 布 拉 斯 如， 奥尼尔 附近 进行 风 和 温度 分 布 观测 的 
大 量 数 据 ]、Gurvich (1955) 和 Zihtenkevich，Chalikov (1968a)[ 使 用 了 1962- 
1965 年 在 齐 姆 良 斯 克 〈 苏 联 〉 附近 的 大 量 测量 数据 ， 见 取 自 Gurvich 文 
章 的 图 63 和 64] 写 出 了 函数 [ 芽 (z) — Tal L/T, A A Takeuchifi H Æ F 
设 K7 = KK 的 近似 间接 方法 确定 了 L 和 元 值 ， 所 以 他 的 数据 不 能 用 于 确 
Zall). R. J. Taylor 处 理 的 老 数据 表明 ， 即 使 对 于 C  -0.083, KA PRS 
发 生 同 “自由 对 流 状 态 ” (由 “1/3 WE” KRIE) 的 转变 。 此 外 ，Taylor 也 
用 这 些 数据 近似 估计 a = FOFO. RIFI < 0.03( 即 在 “ 受 迫 
对 流 ” 条 件 下 ) ， 根 据 Rider 的 数据 ，a(C) = ao x 1.2， 根 据 Swinbank 的 数 
Hi, ao © 0.8; WFC < 一 0.03( 对 于 自由 对 流 ) ， 根 据 Rider，a(C) = 
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112) -1 (Gq) 


i 1 4 1 
一 44 —40 —20 一 1.6 一 1.2 -0.8 一 0.4 
$=z/L 


图 64 B. a = Kz/K 对 (依赖 的 数据 。e- 克 朗 澳大利亚 [Swinbank 


(1964)]; o- 齐 姆 良 斯 克 ， 苏 联 [Mordukhovich，Tsvang (1966)]; x- 圆 山 ， 
马萨诸塞 州 ， 美 国 [Panofsky et al，(1967)]。 点 线 是 CTiarnock (1967a) 给 
出 的 ， 虚 线 是 Zubkovskiy (1967) 给 出 的 ， 实 线 是 Zilitinkevicn，Chalikov 
(1968a) 给 出 的 。 


Ao ~ 17， 根 据 Swinbank，oa 。 = 1.3[ 也 参见 Deacon (1959)|; 最 后 
在 逆 温 情形 〈 对 于 C > 0) ， 根 据 Rider，a ~ 1.8， 根 据 Swinbank 的 数 
fe, aX 1.0。 如 果 我 们 考虑 到 湛 动 流量 测量 精度 较 差 ， 并 且 在 两 种 情 
可 以 使 用 的 观测 量 都 很 小 ， 那 么 Rider 和 Swinbank 的 数据 之 间 相 当 大 的 
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差异 是 完全 自然 的 。 后 来 进行 了 很 多 尝试 从 很 多 已 有 的 大 气 表面 层 中 的 
观测 来 估计 函数 aw(C) = Kr/K 的 值 ， 例 如 ，Swinbank (1964), Gurvich 
(1965)、Busch (1965). Dyer (1965, 1967). J, L. H. Sibbons |[ 见 Swinbank 
(1966)], Mordukhovich, Tsvang (1966), Pandolfo (1966). Record, Cramer 
(1966), Charnock (1967b)、 Zubkovskiy (1967). Businger, Miyake et al. 
(1967). Prasad, Panofsky [ 见 Panofsky, Busch, Prasad et al. (1967)]. Kapoor, 
Sundararajan (1968). Zilitinkevich, Chalikov (1968a) 和 其 他 一 些 文献 。 
然而 ， 所 有 这 些 已 有 估计 的 弥散 目前 非常 大 ， 例 如 可 以 在 图 B 中 看 到 
的 ， 那 里 展示 了 在 澳大利亚 、 苏 联 和 美国 得 到 的 数据 。 图 中 的 点 线 给 出 
J Charnock (1967b) 处 理 澳 大 利 亚 数 据 的 结果 ， 虚 线 和 实 线 是 Zubkovskiy 
(1967) 和 Zilitinkevich, ChaUkov (1968a) 基 于 在 齐 姆 良 斯 元 的 观测 给 出 的 ， 
这 些 观测 覆盖 更 有 限 的 稳定 性 范围 (根据 最 后 一 个 工作 ， 对 于 在 齐 姆 良 斯 
克 观 测 到 的 所 有 z/ 工 值 ，a(O) © 1, v(C) = lO 。 其 他 a(0) 的 数据 也 显 
示 出 同样 程度 的 弥散 。 这 种 弥散 可 以 自然 地 用 必须 对 低 精 度 的 风 和 温度 的 
经 验 分 布 求 导 以 及 必须 使 用 现在 测量 精度 非常 低 的 水 动 流量 r 和 4 来 解释 。 
我 们 也 必须 记 住 ， 这 些 流 量 的 时 空 变 化 对 于 大 气 表面 层 几乎 是 未 知 的 。 
然而 ，Mordukhovich and Tsvang (1966) 和 Dyer (1968) 关 于 + 和 g 随 高 度 变 化 
的 初步 数据 表明 这 是 非常 大 的 。 所 以 从 所 有 已 有 数据 得 到 的 一 般 推 论 是 ， 
可 靠 的 a(C) 估 计 需 要 对 风 和 温度 分 布 以 及 同样 观测 中 同时 的 rz 和 g 值 比 现 有 
的 测量 精确 得 多 的 测量 。 总 的 来 次， 已 有 的 数据 仅仅 表明 a(0) = ao 接近 
于 1， 即 它们 和 5.7 节 提 到 的 最 佳 实验 室 测量 〈ao w 1.1) 一 致 。 随 着 不 稳 
定性 增强 ， 比 例 a 增 大 ， 随 着 稳定 性 增强 ， 它 似乎 略微 减 小 。 然 而 ， 对 极 
限 值 a_w 的 估计 目前 非常 不 确定 : 澳大利亚 观测 表明 a_。 ~ 3 一 3.5。 然 
而 ， 一 些 研 究 者 倾向 于 使 用 小 得 多 的 估计 值 ( 接 近 2 或 者 甚至 处 于 1 到 1.5 之 
E) 。 大 气 逆 温 情形 的 数据 弥散 更 大 ， 比 不 稳定 分 层 的 数据 少 得 多 。 根 
据 Prasad, Panofsky 的 工作 [Panofsky et al. (1967)， 也 参见 Busch, Panofsky 
(1968)]， 涡 扩散 系数 比 a 在 大 气 表面 层 逆 温 情形 的 平均 值 接近 于 0.7。 非 常 
急 态 条 件 下 a 值 的 非 大 气 数据 将 在 本 小 节 末 讨论 。 


很 多 已 有 的 a(C) 的 确定 基于 与 a(C) 关 系 为 a(C) = O/H A E RK 
数 p1(C) = ZL HH oli(O) 的 图 画 在 ， 例 如 Gurvich (1965) 〈 见 图 65) ~ Dyer 
(1965, 1967). Chamock (1967b) 和 Swinbank (1968) (这 里 给 出 了 cei(O)) 
中 。 在 这 些 结果 的 讨论 中 ，“1/3 窜 律 ”(7.35) - (7.36) 〔 即 关系 式 p1(C) ~ 
G1) 的 正确 性 ， 及 其 在 不 稳定 大 气 表面 层 中 的 适用 性 ， 是 最 重要 的 。 
我 们 已 经 提 到 ，R. J. Taylor (1960a) 的 数据 表明 ， 在 不 稳定 大 气 中 ， 向 “EE 
1 对 流 状 态 ”《〈 即 由 “1/3 寺 律 ”表征 的 状态 ) 的 转换 发 生 在 出 平 意 料 地 
小 、 量 级 为 百 分 之 几 的 -C 值 。 然 而 ， 这 一 点 的 正确 性 的 第 一 个 迹象 出 现 得 
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图 65 普 适 


更 早 ， 在 Priestley (1955, 1956) 和 R. J. Taylor (1956a) 的 工作 


函数 1(C) 的 经 验 图 [根据 Gurvich (1965) 的 数据 ] 。 


次 引入 了 “无 量 纲 热 流 ”9， 我 们 在 后 
查 德 森 数 和 C 值 ， 从 “ 受 迫 对 流 状态 ” ( 
为 “1/3 窜 律 ”的 “自由 对 流 状态 ”由 Webb 的 结果 得 到 。 


MENITE) 。 


到 了 在 澳 大 利 ， 


以 ， 对 于 一 系列 不 稳定 分 层 的 观测 ， 


[括号 中 的 数 表示 以 米 为 单位 的 高 
依赖 〈 见 图 66) 。 


布 T(z) ~ 常量 一 


艾 迪 斯 韦 尔 (Edithvale) 数 年 间 
他 计算 了 物理 量 


1 T(8)—T(2) 


~ L5log4 (ar 
=a (E) 


z=1.5 


对 于 -Ril5， 最 小 的 观测 值 接近 0.015 或 


它 随 后 开始 减 小 。 


图 66 的 一 个 有 趣 又 出 
如 果 这 个 结果 是 对 的 并 且 上 共有 普 适 特征 


再 次 开始 减 小 。 


图 66 中 的 水 平实 线 表 示 T 
Inz, WE = 0.73 对 应 于 “1/3 究 律 ”T(z) 
甚至 更 小 , T 实际 接近 于 
对 于 Ri ~ 一 0.03, I 取 值 接近 于 0.73。 这 个 值 最 后 在 很 
大 的 理 查 德 森 数 范围 内 保持 不 变 。 图 


66 中 的 点 线 表 


Webb (1958) 得 
观测 的 温度 分 布 数据 。 所 


P 《那里 第 一 
对 于 非常 小 的 负 理 
1 接近 对 数 的 温度 分 布 表 征 〉 转 变 


度 ] 并 画 出 了 1.5 mm 高 度 处 这 个 量 对 Ri 的 
1 的 值 ， 对 应 


Au E es 


~ PÆ +Z 30 


于 对 数 分 


1， 然 而 ， 


示 逐 渐 从 D = 1 转变 
ALT = 0.73, 如 果 观 察 到 学 ~ z-1 就 会 注意 到 这 一 点 ， 这 对 应 于 对 数 分 布 ， 
持续 到 Ri = 一 0.03 的 高 度 z， 而 在 此 之 上 ， 满 足 开 ~ zi 


人 意料 的 奇特 之 处 是 从 大 约 Ril.5 = 0.4 开 始 ， 工 值 
(这 仍然 是 非常 
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T(Q)-T(2) 


y 


D= int Oa 
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图 66 根据 测量 ， 在 不 稳定 分 层 情形 ，I 对 Ri 的 依赖 关系 。 


可 疑 的 ) ， 那 么 可 疑 得 到 随 着 不 稳定 性 增强 ， 但 高 度 固 


定 ， 或 者 随 高 


度 增 加 ， 但 固定 不 稳定 分 层 ， 会 出 现 一 个 瞬间 ， 表 明 “1/3 才 律 ” 的 有 


量 纲 宗 量 不 再 起 作用 。 这 在 某 种 程度 上 和 这 个 事实 相符 ， 


“1/371 ” 


没有 被 Thomas, Townsend (1957) 和 Townsend (1959) 相 当 粗 略 的 实验 室 对 
流 实验 (其 中 水 平 速 度 z(z) 等 于 零 ) 证 实 。 然 而 ，Townsend 的 结果 可 疑 


用 这 个 事实 解释 ， 对 于 零 〈 或 非常 小 的 ) 水 平 速度 ， 水 
少 ， 于 是 ， 在 某 个 给 定 高 度 z 的 满 流 仅 在 非常 长 的 平均 时 
均匀 的 。“1/3 窜 律 ” 不 适用 于 Townsend 的 实验 还 有 一 些 
W, Deardorff, Willis (1967) 得 出 结论 ， 己 有 的 实验 室 数 据 
证 实 这 个 假设 ， 在 足够 大 的 瑞 利 数 ， 在 没有 水 平平 均 速 


的 人 工 对 流 会 得 出 -1/3 寺 律 的 温度 分 布 ， 系 数 Ci 接近 大 气 中 的 观察 值 。 


另 一 方面 ， 略 微 有 理由 可 疑 假设 ， 在 没有 水 平平 均 速 度 
的 情况 下 ， 分 子 热传导 亚 层 中 上 升 对 流 射流 的 产生 条 件 
流 状态 。 所 以 ， 在 所 有 高 度 的 注 流 的 统计 性 质 在 此 情形 


平 混 合 大 大 减 
间 是 水 平方 向 
其 他 解释 。 例 
既 没 推翻 也 没 
EN, mare 


引起 水 平 混合 
会 影响 整个 满 


会 依赖 于 分 子 


扩散 系数 X[ 参 见 Malkus (1954b) 的 对 流 理论 ]。Townsend (1962a)、Priestley 
(1962) 和 Webb (1962) 对 这 个 问题 进行 了 详细 讨论 ， 但 他 们 没有 得 到 完 
全 明确 的 结论 。 同 时 ，Dyer (1965，1967) 和 Swinbank (1968) 得 到 了 新 的 


测量 数据 。 他 们 的 结果 也 表明 ， 对 于 非常 不 稳定 的 分 层 〈 近 似 地 对 


FO < -0.6) ， 大 气 中 也 会 产生 对 自由 对 流 “1/3 窜 律 ” 


的 偏离 ， 但 这 


些 偏 离 现 在 看 起 来 比 之 前 发 现 的 小 得 多 。 (Dyer 和 Swinbank 提出 ， 对 


FC < 一 0.6，yp1(C) ~ 14 -12， 而 在 -0.1 > C > 5 yle 


~ [Cl OM aT 


有 数据 都 符合 得 很 好 ， 与 源 自 Malkus 理 论 并 且 在 1962 年 的 讨论 中 提出 的 规 
律 z(67V/6z) ~ 27! 相反 。) 上 面 提 到 的 Deardorff, Willis (1967) 的 文章 讨论 
了 同样 的 问题 ， 但 他 们 的 推论 也 非常 不 确定 。 由 于 问题 的 模糊 性 ， 在 进 一 
步 考虑 不 稳定 分 层 时 ， 我 们 通常 值 考虑 具有 适中 |5| 值 的 一 层 ， 其 中 从 | 克 的 


332 


百 分 之 几 的 高 度 z 开 始 ，“1/3 窜 律 ”无 疑 是 很 好 地 满足 的 。 


0.002 0.005 0.01 0.02 0.05 0.1 0.2 0.5 


图 67 4 对 Ri 的 依赖 关系 ， 根 据 Swinbank 和 R. J. Taylor (o) 、Perepelkina 
CA) 和 Mordukhovich 和 Tsvang (e) 的 数据 。 


= 


KTE “1/392” (7.36) 中 系数 C1 的 数值 ， 方 便 的 是 写 出 无 量 纲 


热流 


和 7 op = RO oe 
cools) |e] 2 ' 


这 是 C 和 Ri 的 单 值 函 数 。 在 自由 对 流 条件 下 ， 这 个 量 取 恒定 值 ， 即 9_。= 
3/2 
(&) 和 ， 其 对 于 小 的 C 和 Ri 的 渐 近 行为 由 这 个 公式 给 出 


* 3/2 Z > 
0 一 a! K2I¢| 1/2 | 1/2 


= agk?|Ri 


9 对 Ri 的 依赖 关系 的 示意 图 如 7.4 节 图 51 所 示 ， 两 根 轴 都 是 对 数 标 度 。Priestley 

(1955, 1956), R. J. Taylor (1956a)、 Perepelkina (1959a)、Busch (1965), Mordukhovich, 
Tsvang (1966) 和 Swinbank (1968) 也 使 用 同时 测量 的 T(z)、z(z) 和 g 经 验 地 研 

究 了 这 个 依赖 关系 。 图 67 给 出 了 9 (Ri) 的 经 验 图 ， 根 据 Swinbank (1955)、R. 

Taylor (1956a)、Perepelkina (1959a) 和 Mordukhovich, Tsvang (1966) 男 出 。 


数据 ， 


APRA EAM 
个 极限 情形 9~ |Ri|-!2 和 4=9_w= 常量 CERAS ART? 的 假设 符 


合 得 和 


很 好 。 根 据 Swinbank 和 R. J. Taylor 早 期 的 数据 ， 这 两 个 极限 情形 


图 67 中 的 垂 线段 表示 各 个 稳定 性 均匀 组 中 的 平均 方差 ， 例 外 是 Perepelkina 的 


只 给 出 了 平均 值 。 在 所 有 情形 ，4 的 值 都 有 相当 大 的 弥散 ， 这 
量 相 对 低 的 精 度 有 关 。 然而 ， 图 67 中 的 平均 值 和 存在 两 


= 


re 


之 间 的 转换 区 极端 窄 。Perepelkina，Mordukhovich 和 Tsvang 的 数据 以 及 


8. 理论 推论 和 数据 的 比较 


所 有 其 他 9 和 woi(G) 数 据 [包括 Panofsky， Blackadar, McVehil (1969), Gurvich 
(1965). Busch (1965). Dyer (1965; 1967) #lZihtinkevich, Chalikov (1968a)]# 
明 转 换 更 平滑 ， 但 证 实 了 它 和 物理 中 碰 到 的 其 他 转换 相 比 是 非常 尖锐 的 。 
根据 所 有 数据 ， 除 了 最 近 Swinbank (1968) 的 结果 〈 稍 后 提 到 ) ， 和 上 自 由 对 流 
和 “1/3 窜 律 ”在 出 平 意料 小 、 人 处 于 0.02 一 0.05 区 间 的 |Ril 和 |6| 就 开始 成 立 ， 
这 个 事实 上 面 已 经 提 到 过 。 渐 近 关 系 4 (Ri) ~ |Ri-1/2 中 的 正比 系数 的 经 
验 值 接 近 0.17[Deacon (1959)]， 和 普遍 接受 的 值 ~ 0.4, ag ~ 1 一 致 。 然 
而 ， 常 量 9_。。 的 数据 彼此 符合 得 不 好 。 根 据 Swinbank 和 R. J. Taylor 早期 的 
澳大利亚 数据 ， 在 引入 仪器 改正 后 ，0_sos 0.9[Priestley (1959a), Deacon 
(1959]. #4 Prepelkina, q_oo® 0.80 根据 Gurvich 和 Zilitinkevich, Chalikov 
(他 们 从 有 限 的 负 Ri 值 范围 的 测量 确定 了 G4 = 3/0) » Coe 
0.75。 根 据 Cramer，Record 以 及 Panofsky 相 当 粗 略 的 数据 ， SY BALI oo 
0.95404 7 0.75。 而 根据 Mordukhovich, Tsvang, 4-7% 0.8。 所 有 这 些 估 
计 符 合 得 显然 非常 好 。 不 邓 的 是 ，Swinbank, Dyer (1968) 最 近 企 澳大利亚 的 
测量 不 支持 其 他 研究 者 的 结果 。 根 据 Dyer (1967)，9_。。 的 最 佳 值 [修正 了 使 
用 差分 比 AT/Az 而 不 是 导数 09T/0z 导 致 的 误差 | 在 0.02 < |z/L| < 0.6 范围 接 
近 1.15。〔 在 他 更 早 的 文章 中 没有 作 修 正 ，Dyer (1965) 给 出 一 个 略微 大 的 
fiit: Dyer|z/L| 的 数据 也 对 应 一 个 较 大 的 9_oo 值 。〉Swinbank (1968) 对 同 
样 的 数据 的 分 析 表 明 ， 实 际 上 根据 1962-1964 年 在 澳大利亚 的 测量 ，9_ 并 
不 是 严格 恒定 的 。 Dyer 的 信 计 对 应 于 Swinbank 图 中 Ri N -0.1 处 9_。 平 坦 
的 极 小 。 然 而 ， 随 着 -Ri 增 大 ， q 。 的 值 也 增 大 ， 并 且 在 Swinbank 考 虑 
的 -Ri 的 最 大 值 (接近 于 1) ，9_% 只 显示 出 微弱 的 “ 变 平 ” 到 常量 CHEK 
于 1.5) 的 趋势 ， 严 格 的 常数 值 在 这 么 强 的 不 稳定 性 下 还 未 达到 。 这 些 结果 
明显 差异 的 解释 仍然 不 清楚 。 

知道 了 oo， 容易 计算 系数 C1 = 3/(_。)23， 反 过 来 也 一 样 。 所 以， 
所 有 确定 的 Ct 和 9_。。 都 彼此 紧密 相关 。 对 于 9_。s 0.75, 1,1.15 和 1.5， 我 们 
分 别 得 到 下 面 的 C1 值 ，C1 © 3.6, 3.0, 1.7 和 2.3。 

当然 ， 也 存在 很 多 97/9z、6a/az、uw、d/co5、9/ 厂 和 > 的 不 同 于 4 MK, 
见方 程 (8.6) ) 的 无 量 纲 组 合 。 它 们 都 可 以 用 主 风 速 和 温度 函数 六 CO) 和 户 (G)[ 或 (OO 和 eol(G)] 代 
表 ， 也 可 以 由 实验 数据 确定 。 所 以 ， 例 如 ，Pasquill(1949), Rider (1954) 和 Perepelkina 
( 1959a) 考 虑 了 经 验 函数 


q k? 


omane COAT 
如 果 f(C) 已 知 ， 那 么 及 (Ri) 的 值 也 使 得 我 们 可 以 确定 描述 温度 分 布 的 普 适 E 
数 户 (9)。 然 而 ， 相 对 早期 工作 中 引用 的 瓦 (Ri) 数 据 的 精确 度 完全 不 足以 记 


F,(Ri) = (8.120) 


a E 
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样 使 用 。 
Swinbank (1968) 构 建 了 这 些 函 数 的 经 验 图 : 


oT 
3(¢) = F4(Ri) = - ou ; ~ 


AHA EIR RIH 7). P(O He AT AH ae, EIR a Ti fee ES 
数 范围 内 KT/K = a(6) x 2.7|6|V4。 然 而 ， 我 们 已 经 注意 到 ，Swinbank 
(1968) 和 某 些 其 他 研究 者 的 数据 之 间 有 些 不 寻 稼 的 差异 。 

Pasquill (1949) 和 Rider (1954) 从 风 和 湿度 分 布 的 测量 以 及 借助 称 重 巷 
Bit (weighing lysimeters) WRR EARE H TUFF (Ri) 的 
湿度 分 布 的 函数 


(8.121) 


. OU : OU *2 ，. u 
F,(Ri) = Kr/2 >, F,(Ri) = Kol? Sy K (Ri) = K/2°— 


[参见 8.1 节 方程 (8.6) ]， 通 过 比较 肋 、 E 
关于 比值 Ky/KT 和 Kw/K 行 为 的 明确 结论 。 然 而 ， 由 于 Pasquil 和 Rider 的 
湿度 分 布 和 薰 发 流量 数据 的 相当 大 的 不 精确 性 ， 它 们 对 于 这 种 比较 没有 用 
处 。 

Ja, Charnock, Ellison (1959) 发 现 了 海面 上 湿度 涨 落 和 温度 涨 落 之 
间 的 强 关 联 ， 并 且 认 为 这 非常 不 确定 地 间接 证 实 了 水 蒸气 和 热流 的 涡 扩散 
系数 Ky 和 KT 相等 。 然 而 ， 后 来 Crawford (1965)、Dyer (1967). Swinbank, 
Dyer (1967) 和 Hogstrom (1967b) 得 到 了 对 Ky = K7 的 假设 明确 得 多 (尽管 
也 不 太 严 格 ) 的 证 明 。 其 中 一 个 证 明 如 图 62 中 所 示 ， 在 上 面 讨论 过 。 另 一 
个 方法 基于 研究 无 量 纲 水 蒸汽 流量 


J k2 


polg/To)" 10T /O2)'7|00/8212 — PLAOFPAO! 


对 热 稳定 性 的 依赖 ， 这 非常 类 似 于 无 量 纲 热流 3。 函数 ;在 -0.0003 > Ri > 
一 2.5 范 围 的 第 一 幅 经 验 图 是 Crawford (1965) 画 出 的 。 他 使 用 了 蒸发 数据 和 
风速 、 温 度 和 绝对 湿度 分 布 的 数据 ， 在 1962-1963 年 间 由 称 重 蒸 渗 仪 、 红 外 
湿度 计 《〈 空 气 从 不 同 高 度 吸 入 ) 和 热电 偶 风 速 计 的 测量 得 到 。 得 到 的 图 非 


8. 理论 推论 和 数据 的 比较 


它们 对 应 于 常数 值 


常 类 似 于 图 67。 对 于 -Ri < 0.025， 这 些 点 集中 在 直线 7 0.2|Ril-12 附 近 ， 
系数 0.2 接 近 受 迫 对 


流 状态 9 类 似 关系 中 的 系数 0.17， 而 对 于 一 Ri > 0.025， 
jx 14， 弥 散 相对 较 小 。 最 后 一 个 数值 略 大 于 自由 对 


流 状态 大 部 分 对 4 的 估计 ， 但 非常 接近 于 Dyer (1965) 得 到 的 估计 4s: 1.32. 
后 来 ， ee ee CFL AR RN AIA 


晶体 露点 湿度 计 对 


流量 是 用 下 一 小 节 描 述 的 一 种 方法 测量 的 ， 湿 度 分 布 是 用 特殊 的 


从 不 同 高 度 采样 的 空 EA a 


Beer (6) = 2T.0T /dz 和 yp2(C) = 2/O.09/Az. BRM Bp, (MpK 
际 上 在 所 研究 的 整个 不 稳定 分 层 范围 是 相等 的 ， 尽 管 po 数据 更 弥散 。 


在 -0.02 < Ç < -0. 
把 导数 9T/0z 和 63/0z 近 似 为 相应 的 有 PF APREA ERE, 在 


6 范围 ， 两 个 函数 都 很 好 地 满足 “1/3 寡 律 ”， 在 改正 了 


这 个 范围 计算 的 ;接近 于 1.10。 这 个 误差 导致 ;和 dg 的 高 估 ，Crawford, Dyer 
(1965) 忽 略 了 这 个 误差 。 最 后 这 个 估计 值 实际 上 和 Dyer 在 同一 个 工作 中 得 


到 的 gss 1.15 相 符 。 
部 平原 相对 粗糙 的 气 


wJ, Högström (1967b) 使 用 了 1961-1963 年 间 在 瑞典 南 
象 和 水 文 观 测 数据 ， 其 中 湿度 涨 落 是 用 一 台 澳大利亚 


仪器 测量 的 ， 湿 度 分 布 是 用 通常 的 气象 学 湿度 计 以 较 差 精度 测量 的 。 他 得 


到 一 个 估计 值 jxs 1 
在 实验 误差 范围 内 


.25〈 没 有 有 限 差 分 改正 ) ， 和 Crawford, Dyer 的 估计 值 
一 致 。 因 为 i / 4= Ky/Kr， 所 有 上 面 提 到 的 数据 显然 支 


持 对 于 所 有 中 性 和 不 稳定 分 层 有 Ky = Kz 的 假设 。 


257 210 10 70 


Ai 


图 68 G. I. Taylor- Elison} Turner 于 a 对 Ri 依赖 数据 和 Ellison 公 zh 


(8.14) 的 比较 : 


eo-Ellisonfl Turner Ez = 1.5 cm 的 数据 ; aA-z = 


1 cm 的 数据 ;， 国 -Taylor 的 数据 。 空 心 符 号 表示 较 不 可 靠 的 实验 数据 。 


到 目前 为 止 ， 


我 们 仅 考 虑 了 Ri 和 (6 为 负 值 〈 或 者 ， 至 少 只 是 小 的 正 


值 ) 的 数据 。 强 逆 温 的 数据 到 目前 在 大 气 测 量 中 还 非常 稀少 ， 有 很 大 的 
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弥散 。 于 是 ， 这 个 课题 必须 进一步 仔细 研究 。 然 而 ，Liljequist (1957) 在 
南极 的 观测 似乎 证 实 了 在 很 多 情形 中 在 强 逆 温 中 存在 线性 温度 分 布 ， 如 
在 某 些 额外 假设 下 的 相似 性 理论 所 预测 的 〈《 见 7.3 节 ) 。 另 一 方面 ， 如 
果 我 们 采用 热量 和 物质 外 加 物 的 涡 扩散 系数 对 稳定 分 层 也 相同 的 假设 ， 
那么 在 研究 极端 稳定 情形 的 a = Kr/K = Ky/K 值 时 ， 对 于 由 负 垂 向 盐 
度 梯度 引起 的 非常 稳定 的 密度 分 层 流体 的 流动 ， 我 们 可 以 使 用 来 白 海 
洋 观 测 或 实验 室 实验 的 数据 。 最 早 和 最 著名 的 这 类 数据 是 G. IL Taylor 从 
卡特 加 特 海峡 的 海洋 观测 得 到 的 。 这 些 数据 表明 ， 在 Ri 为 10 的 量 级 ， 并 
Ha = Ky/K 很 小 使 得 Rf = awRi 保 持 远 小 于 1 时 也 会 发 生 相 当 程 度 的 汕 流 
交换 [ 见 Proudman (1953) 和 Stewart (1959) 的 讨论 |。Proudman 书 中 的 这 些 
数据 表明 对 于 4 < Ri < 10, a ~ 0.03 一 0.05〔( 图 68 中 黑色 方块 )。 通 过 贝 
加 尔 湖 冰 层 下 一 层 水 中 对 KK 和 Kz 的 直接 测量 得 到 了 与 此 紧密 符合 的 a = 
Kr/K & 0.02 一 0.05[ 见 Kolesnikov (1960)]。 后 来 在 Ellison, Turner (1960) 的 
实验 室 实验 中 得 到 了 Ri > 0 时 a 对 Ri 依赖 的 相对 粗糙 的 数据 。 在 这 些 实验 
中 ， 在 和 矩形 截面 的 管 《 有 玻璃 墙 ， 中 引入 了 负 垂 向 盐 度 梯度 的 盐水 潮流 。 
在 管 的 一 个 截面 测量 速度 和 密度 分 布 ， 并 且 通 过 间接 方法 估计 涡 扩 散 系 
数 扩 和 Ks。 图 68 给 出 了 所 得 到 的 结果 和 Taylor 和 Proudman 的 海洋 学 数据 。 
在 这 副 图 中 ， 实 验 点 的 弥散 非常 可 观 ， 此 外 ， 从 z = 1 cm 到 > = 1.5 cm 的 
数据 有 系统 性 偏差 。 然 而 ，a 随 Ri 的 增 大 而 减 小 的 一 般 趋 势 很 容易 看 到 。 
图 68 中 的 实 线 对 应 于 基于 Ellison (1947) 提 出 的 半 经 验 公式 


ag(1 — RE/R) 


a(Ri) = ~(1—- Rf? 


Rf = aRi (8.122) 


得 到 的 a 值 。 这 里 假设 ao = 1.4， 这 显然 太 大 了 ， 见 5.7 节 ， 对 应 于 每 条 曲线 
的 R= Rfw 值 写 在 曲线 上 面 。 图 68 的 实验 点 或 多 或 多 或 少 和 方程 (8.14) 
得 到 的 推论 相符 。 根 据 这 些 数据 ，R = Rfw 的 最 佳 估计 处 于 0.10 和 0.15 之 
间 。Webster (1964) 从 风 洞 测量 中 得 到 了 Rfc 的 男 一 个 粗略 估计 。 在 这 些 测 
量 中 ， 速 度 剪 切 和 热 分 层 是 用 两 个 网 格 产生 的 ， 一 个 具有 可 变 加 热 的 杆 ， 
另 一 个 具有 可 变 直径 的 枉 。 根 据 Webster 的 结果 ，Rfw 0.35. Högström 
(1967b) 和 Webster (1964) 报 告 了 其 他 对 Rfu 的 估计 ， 没 有 一 个 非常 可 靠 ， 大 
部 分 断言 Rfu. 处 于 0.08 和 0.4 之 间 。 


8.3 ”测量 满 动 动量 流 、 热 量 流 和 水 蒸气 流 的 方法 


如 已 经 看 到 的 ， 完 整 验证 第 7 节 讨 论 的 相似 性 理论 的 推论 不 仅 需要 分 布 z(z)、T(z) 和 3(z) 的 
分 布 的 知识 ， 而 且 需 要 泣 动 动量 流 ( 剪 切 应 力 ) + = pu?*、 热 量 流 q 以 及 水 燕 气流 (蒸发 率 
或 凝结 率 ) j 的 知识 。 此 外 ， 因 为 物理 量 r kus) 、g 和 j 是 大 气 满 流 非常 重要 的 特征 ， 直 


8. 理论 推论 和 数据 的 比较 


接 描述 了 大 气 和 下 热 面 之 间 的 相互 作用 ， 所 以 很 自然 它们 的 确定 是 大 气 表面 层 物理 的 一 个 核 
心 问 题 。 所 以 ， 在 这 一 点 上 ， 至 少 需要 简单 描述 一 下 测量 滑动 流量 的 主要 方法 。 

最 普 适 的 直接 测量 w,、q 和 7 的 方法 是 涨 落 《或 涡 相 关 ) 法， 包括 在 一 个 固定 点 记录 涨 
Fu ws TRP RNR, MaaR w wT Mw E. KA 


Us = (WW), q = cppow T, j = pow 0, (8.123) 


这 些 平均 确定 了 所 有 我 们 感 兴趣 的 量 。 然 而 ， 用 于 涨 落 测量 的 仪器 记录 时 必须 不 扭曲 微观 气 
象 学 涨 落 (它们 对 ww、g 和 j 值 有 很 大 的 贡献 》 的 所 有 细节 。 后 一 个 要 求 对 仪器 参数 不 事 
先知 道 影响 江 动 流量 的 涨 落 的 细节 ， 这 些 参数 难以 准确 确定 ) 施加 了 重要 的 限制 。 实 际 上 所 
需 信 息 涉 及 满 动 流量 谱 的 组 成 ， 这 方面 的 研究 仍然 非常 不 足 。 我 们 将 在 本 书 第 2 卷 第 8 章 更 
详细 地 讨论 这 一 点 。 此 外 ， 当 使 用 涨 落 方法 确定 消 动 流量 ， 我 们 需要 知道 如 何 选择 时 间 平 均 
区 间 ， 使 得 得 到 的 平均 值 接 近 根 据 某 种 合理 确定 的 统计 系 综 的 平均 ， 故 而 7.1 节 提 到 的 “ 平 
均值 的 逐渐 漂移 ”不 会 发 生 。 所 有 这 些 事实 使 得 测量 过 程 变 得 复杂 得 多 ， 并 且 最 终 的 分 析 得 
到 的 结果 不 总 是 足够 精确 。 然 而 ， 目 前 ， 涨 落 方法 仍然 时 直接 确定 所 有 三 个 量 r、9 和 7 的 唯 
一 的 一 般 性 方法 。 
为 了 测量 风速 涨 落 w 和 ww 的 精细 细节 ， 直 到 1958 年 ， 大 部 分 研究 者 都 在 使 用 热线 风 
速 计 ， 这 种 仪器 已 经 在 风 洞 流 速度 涨 落 的 测量 中 成 功 使 用 多 年 。G6edecke (1935) 是 使 
热线 技术 在 大 气 测 量 中 取得 成 功 的 第 一 批 工作 之 一 。 后 来 ， 从 1947 年 到 1949 年 ，Obukhov 
和 Krechmer[ 见 ， 例 如 ，Krechmer (1954)] 在 苏联 发 展 了 这 类 合适 的 仪器 。 在 大 约 同 时 ， 
热线 风速 计 也 开始 在 澳大利亚 和 英国 的 大 气 研究 中 使 用 见 ， 例 如 ，Swinbank (1951a， 
1955)、Deacon (1955). Mellroy (1955). Jones, Pasquill (1955)]. McCready (1953) 发 展 
了 一 种 特别 灵敏 的 用 于 大 气 测量 的 热线 风速 计 。20 世 纪 50 年 代 末 和 20 世 纪 60 年 代 发 表 了 相 
当 多 的 大 气 热 线 风 速 计 测量 的 工作 。 然 而 ， 我 们 这 里 不 试图 提 到 所 有 这 些 工 作 。 
热线 风速 计 的 一 般 原理 在 例如 Corrsin (1963) 和 Kov&sznay (1966) 的 工作 中 己 经 为 人 熟 
知 ， 所 以 这 里 不 再 详细 复述 。 
所 有 热线 风速 计 的 传感器 是 细 金 属 线 ， 在 测量 期 间 由 电流 加 热 到 几 百 度 的 温度 。 这 根 
线 的 温度 变化 ， 也 就 是 其 电阻 的 变化 由 传递 到 空气 中 的 热量 决定 。 这 个 传 热 过 程 依赖 于 垂直 
于 这 根 线 的 流动 速度 分 量 ， 在 实际 中 不 依赖 于 通常 只 有 几 分 之 一 度 的 空气 温度 的 小 变 
化 。 通 过 测量 这 根 线 电阻 的 涨 落 ， 也 就 是 通过 这 根 线 的 电流 的 涨 落 ， 可 以 确定 垂直 于 这 根 线 
的 风速 分 量 的 涨 落 。 当 热线 风速 计 的 线 垂 直 放 置 ， 电 流 涨 落 对 应 于 水 平 风 速 涨 落 。 如 果 我 们 
现在 在 穿 过 平均 风向 (由 惯性 风向 标 得 到 〉 的 垂直 平面 中 设置 两 根 线 ， 把 它们 倾斜 到 与 重 
直方 向 夹 角 十 45* 和 一 45*， 那 么 这 两 根 线 的 电阻 差 正 比 于 风速 的 牌 向 分 量 ， 正 比 系数 依赖 
平均 风速 。 热 线 风 速 计 有 助 于 以 高 达 1 cm/sec 的 精度 、 量 级 为 0.01 sec 的 时 间 延 迟 〈 时 间 常 
BO) 记录 风速 涨 落 。 时 间 延 迟 更 短 且 灵敏 得 多 的 此 类 仪器 也 是 可 能 的 。 
线 的 电阻 和 电流 对 风速 依赖 的 非 线 性 是 非常 不 利 的 。 例 如 ， 在 使 用 模拟 计算 机 而 不 
是 数字 计算 机 时 ， 涨 落 乘积 平均 值 的 计算 变 得 非常 复杂 。 将 热线 风速 计 线性 化 的 一 种 方法 
是 将 电流 涨 落 通过 一 个 额外 的 非 线性 仪器 ， 这 个 仪器 的 特征 对 应 于 风速 计 校准 曲线 ， 使 
得 输出 信号 正比 于 测量 的 风速 涨 落 [McCready (1953)、R. J. Taylor (1958), Dyer, Maher 
(1965a)]。 为 了 避免 这 种 复杂 性 ，Bovsheverov 和 Gurvich[Gurvich (1959), Bovsheverov, 
Voronov (1960)]1959 年 在 莫斯科 大 气 物 理 研究 所 构建 了 一 台 线 性 仪器 用 于 测量 精细 尺度 速 
度 涨 落 。 他 们 的 仪器 ， 超 声 微 风速 计 基 于 声音 从 声 源 到 麦克 风 的 传播 时 间 对 路 径 上 空气 速度 
的 依赖 。 
Businger 和 Suomi[ 见 Lettau and Davidson (1957)、Barad (1958)、Kaimal, Businger 
(1963), Kaimal, Cramer (1964) 和 Kaimal, Wyngaard, Haugen (1968)] 也 在 美国 和 日 本 设 
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计 了 同样 类 型 但 精度 较 低 的 设备 。Bovsheverov-Gurvich 仪 器 最 习 
已 们 大 约 直 径 2 mm， 大 约 5 mm 长 。 这 些 仪器 有 两 
Ri 和 R22。S1 和 Ro 对 里 


和 麦克 风 ， 
两 个 接收 机 (麦克风) 


么 麦克 风 信 号 的 相位 差 正 比 于 沿 仪器 底 月 


要 的 部 分 是 微型 圆柱 声 源 


E 离 Ri 和 S2 对 2.5 cm 〈 见 
超声 波 ， 沿 实际 上 相同 的 路 径 从 Si 向 Ri 传播 ， 从 Ss 向 Rs 反 向 传播 。 


个 发 射 器 ( 源 ) Si1 和 Ss 以 及 
图 69) 。 声 音 ， 


也 就 是 


如 果 声 源 信号 同 相 ， 那 


BA 


名 的 风速 分 量 ， 


几乎 不 依赖 于 空气 温度 。 


器 也 使 得 可 以 将 速度 涨 落 测量 到 1 cmy/sec 精 度 ， 时 间 延 迟 小 于 0.001 sec. 


图 69 声波 微风 速 计 


除了 热线 风速 计 和 声波 风速 计 ， 有 时 还 
建造 的 特殊 类 型 的 微型 风向 标 测 量 风速 的 小 尺度 涨 落 [ 见 ， 


理 
(1964) 和 Dyer, Hicks, King 


速 计 得 到 的 数据 ， 可 以 确定 三 个 速度 分 量 w、w 和 w' 的 瞬时 值 ( 见 ， 
(1953) 和 Lettau, Davidson (1957)5.2 节 ) 。 
要 大 ， 使 测量 和 随后 的 处 理 自动 化 # 


的 可 能 性 较 小 。 


这 台 仪 


发射 器 和 接收 机 排 布 的 示意 图 。 
螺旋 桨 风速 计 和 根据 用 来 普通 风向 标 原 
例如 Kaimal，Cramer et al. 
1947)]。 微 型 风向 标 对 于 记录 风向 涨 落 特别 有 用 ， 加 上 热线 风 
例如 ，Cramer, Record 
然而 ， 这 类 设备 的 时 间 延 迟 比 上 面 讨论 的 仪器 


温度 涨 落 T' 的 测量 可 以 
EA. WETH 


利 亚 仪 器 [Mcllroy (1955), 


电阻 温度 计 的 


使 用 带 有 导体 或 半导体 传感器 的 电阻 温度 计 ， 或 者 


人 


Dyer (1961), Dyer, Maher (1965a)]. 


度 涨 落 ， 


际 上 没有 向 空气 的 热 传 递 ， 线 的 温度 以 及 


会 有 非常 弱 的 电流 通过 它 ， 相 对 


型 例子 是 


周围 温度 的 升温 不 超过 0. 


当 电 阻 元 件 被 
1?。 在 这 些 条 件 下 ， 实 


漠 助 微型 热 
Krechmer (1954) 的 微型 温度 计 或 类 似 的 澳 大 


于 测量 温 


0 


结果 ， 通 过 


阻 元 件 电流 的 涨 落 正 比 于 


F 空气 温度 涨 落 ， 


电阻 只 依赖 于 空气 温度 涨 落 ， 不 依赖 于 风速 涨 落 。 


E 比 系数 仅 


为 了 测量 湿度 涨 落 少 ， 
个 温度 T' 和 的 瞬时 值 ， 
(1953) 或 Kedrolivanskiy，Ste 


(1955) RAHET 和信 涨 落 输入 特殊 模拟 


可 以 使 


F 


BK 


Hoo 借助 
rnzat (1953 


“湿度 计 ” 方 程 得 
。 然后 7Y 可 以 数值 地 从 7" 和 7 


作 而 得 到 [[Swinbank (1951b 


电阻 温度 计 ， 或 干 湿热 电 偶 。 
到 [ 见 ， 例 如 


电子 器 件 ， 自 动 进行 等 价 于 求解 
~ R. J. Taylor (1956b)、Taylor, Dyer (1958)、 


， Middleton 


它们 


给 出 了 两 
, Spilhaus 


值得 到 [Mcllroy 


(1965a)、Polavarapu，Munn (1967)]。 在 每 种 情形 ， 估 计 得 到 的 巡 值 或 者 特 另 


pw'09' 的 值 的 精度 要 比 确定 T' 和 gq 难得 多 [ 见 BR. J. Taylor 
地 得 到 可 靠 的 ; 值 仍 然 有 光明 的 未 来 。 通 过 把 两 种 温度 计 蔡 换 微 一 种 几乎 


度 计 方程 的 操 
Dyer, Maher 


1963)]。 于 是 ， 使 


涨 落 方法 完整 


学 红外 湿度 计 ， 这 个 方向 有 更 好 的 前 景 。 这 种 湿度 测量 法 基于 空气 所 


赖 [ 见 Blagina (1962)]。 


然而 ， 红 外 湿度 计 还 没 


没有 事件 延迟 的 光 
f 射 系数 对 水 汽 含量 的 依 


TAR EIA WRATH 


地 在 野外 条 们 


F 下 使 用 的 


8. 理论 推论 和 数据 的 比较 


阶段 。 


原则 上 ， 涨 落 测量 可 以 同时 


OR HE ZN 
条 件 下 


展示 了 


il 


量 的 涨 落 w' 和 T' 之 间 依 赖 关 系 的 相关 图 。 这 幅 图 


系数 rwr 等 


图 70 温度 和 垂 向 速度 涨 落 相关 图 的 例子 。 


确定 一 系列 相继 时 刻 的 w 和 w' 或 w' 和 


j 这 种 方法 得 到 的 结果 ， 图 70[ 借 自 Monin (1953)] 展 示 了 表 和 


于 -0.24。 这 里 的 满 动 热量 等 于 g = 一 0.03 cal/cm2 min。 图 71 也 


K íi 


FE 也 是 在 1.5 m 高 度 测 量 的 w 和 w' 涨 落 之 间 关 系 的 相关 图 。 这 里 相 


0.55, wx = 0.33 m/seco 


w'm/sec 


7 


图 71 风速 的 水 平和 垂 向 分 量 相关 图 


T' Mw’ AO. K 
FE 在 1.5 m 高 度 在 逆 温 


对 应 的 w' 和 T' 值 之 间 的 相关 
# A Monin, 
关系 数 等 于 
um/sec 


的 例子 。 
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当然 ， 从 图 1 所 示 类 型 的 流 迹 9 
果 使 用 线性 仪器 ， 或 通过 特殊 的 线性 


的 平均 值 可 以 通过 特殊 的 相关 计 自 


化 日 


动 获得 。 这 是 一 个 模拟 积分 器 件 ， 


那么 涨 落 乘积 


FP 计 算 涨 落 乘积 的 平均 值 是 非常 费劲 和 乏味 的 。 然 而 ， 如 
电路 变 得 几乎 线性 的 仪器 ， 


(或 平方 ) 


来 计算 两 个 输入 信号 


乘积 的 积分 。 这 种 自动 相关 器 是 由 Bovsheverov, Gurvich, Tatarskiy, Tsvang (1959) 在 苏联 


发 展 的 ， 也 参见 Bovsheverov, Gurvich, Mordukhovich, Tsvang (1962). 
动 热流 [Bovsheverov, Gurvich, Tsvang (1959)]。 


它们 被 用 于 确定 灌 
在 澳大利亚 ，Taylor, Webb (1955) 和 Dyer 


(1958) 发 展 了 一 个 类 似 的 装置 。[ 也 参见 Dyer, Maher (1965a, b) 和 Dyer, Hicks, King (1967) 


。] 涨 落 也 可 以 记录 模拟 磁带 上 ， 然 后 转换 微 数字 形式 ， 


见 Kaimal, Haugen, Newman (1966)]。 


方法 ， 展 示 了 滑动 热流 的 水 平 变化 甚至 


对 于 均匀 下 垫 面 也 相当 大 。 


BRT 


i 


(1947) 提 出 的 ， 后 来 被 Pasquill (1950). 


son (1957)3.2 节 和 Bradley (1 9 6 


8 小 


Gurvich (1 9 6 1 


然后 最 终 | 


数字 计算 机 计算 [ 参 
Businger, Miyake et al. (1967) 比 较 了 不 同 热流 测量 


量 消 流 剪 切 应 力 的 涨 落 方法 ， 也 可 以 使 用 测 力 计 法 。 


这 是 首先 


由 Sheppard 


献 ] 使 用 。 这 个 方法 包括 使 用 宪 盖 了 


中 附 在 流体 上 。 这 个 平台 被 特殊 


有 当地 特点 的 草地 的 土壤 。 这 块 土壤 


动 平台 的 地 面 齐 平 ， 在 Gurvich 和 Bradley 的 实验 中 


线 悬 挂 起 来 ， 在 其 他 看 


Rider (1954)、 一 些 美国 研究 者 [ 见 Lettau，David- 
以 及 Bradley (1968) 中 的 参考 文 


设置 为 与 移 


究 者 的 实验 


的 弹 


司 定 。 风 对 平台 的 拖 搜 力 或 者 通过 测 


量 弹 簧 的 张 


力 〈 如 Sheppard,，Pasquill 等 人 所 做 的 ) ， 或 者 通过 测量 平台 的 位 移 确 定 。 用 


量 7 和 ww. 的 仪器 变化 莫 测 ， 使 用 它 


已 有 为 了 同样 目的 设计 的 涨 沙 仪器 


在 气象 学 领域 ， 满 流水 汽 流 


RRRA 的 方法 测量 的 。 在 这 些 仪器 中 ， 


门 需要 非常 小 心 。 然 而 ， 最 好 的 这 些 仪 器 的 精度 和 最 好 的 


的 结果 相当 。 


这 种 方法 测 


量 〈 或 者 蒸发 率 ) j 通 常 是 用 各 种 类 型 的 称 重 


一 大 块 土壤 被 切割 ， 


ABT Ct 


小 心地 保持 其 结构 。 移 


移 士 块 。 在 每 种 情况 下 ， 都 可 以 确定 了 
(1963) 和 Crawford (1965)。 不 地 的 是 ， 仍 然 难 以 确定 一 块 所 测量 的 土壤 的 蒸发 


除 土 块 形成 的 孔 会 被 加 深 ， 并 在 里 面 放置 特殊 的 刻度 。 这 块 土壤 随后 放 回 其 原 


始 位 置 ， 以 


规则 的 间隔 称 重 。 与 这 些 优越 的 蒸 渗 仪 相 比 ， 使 用 其 他 类 型 的 蒸 渗 仪 ， 每 次 称 重 都 需要 
EF: 块 的 水 分 蒸发 速率 ， 参 见 ， 例 如 ，Mcllroy, Angus 


REM AEE 


度 上 对 应 于 未 受 扰 动 的 土壤 的 蒸发 
的 数据 都 非常 有 问题 。 为 了 驶 斥 这 一 观点 ， 必 须 比较 使 


率 。 


EL 
Ke? 


Ey 


究 者 倾向 于 认 
IRE DM 


过 


率 的 大 量 资 料 。Swinbank, Dyer (1967, 1968) 进 行 了 第 一 个 这 种 党 


还 没有 完全 可 靠 的 这 种 资料 。 这 是 因为 目 


精确 。 


K T Wa re inh Aig MARR), FAN AT DAE AY 


方程 Cheat budget equation) 


前 蒸发 率 的 涨 落 测量 即 没 


a 
CC 
In} 


PRII TEN 


KHA AK ARIE NFB Bl 


涨 落 方法 同时 测量 的 蒸发 
试 。 然 而 ， 到 目前 为 止 ， 
有 很 好 的 发 展 ， 也 不 特别 


的 热量 预算 


B=q+Q+mj. 


这 里 是 地 球 表面 的 辐射 平衡 量 ， 


向 外 的 辐射 ， @ 是 土壤 中 的 热流 ，m 是 蒸发 的 潜 热 。 在 某 些 非常 


在 沙漠 中 ， 可 以 假设 右边 最 后 一 项 和 


算 g。 然 而 ， 当 9 用 涨 落 方法 测量 ， 方 程 (8.1 
率 }。 如 果 g 未 知 ， 那 么 方程 (8.16) 可 
果 g 和 j 是 直接 测量 的 ， 那 么 方程 (8.16) 可 以 用 作 所 得 数据 一 个 额外 的 验证 [Dyer (1961), 
j 都 不 是 直接 测量 的 ， 但 我 们 有 温度 和 湿度 分 布 的 


Dyer, Maher (1965a, b)]。 最 后 ， 如 果 g 和 


其 他 两 项 相 比 较 小 。 然 后 ， 


(8.124) 


体 来 说 ， 等 于 入 射 的 长 波 和 短波 辐射 之 和 ， 
干燥 土壤 的 情形 ， 例 如 ， 


测量 时 EB 和 OQ, 


HA yak JS J 


我 们 可 以 计 


以 


数据 ， 那 么 我 们 可 以 使 用 热量 和 水 汽 上 


的 涡 扩 散 系数 相等 的 假设 。 于 


(Bowen ratio) y = q/mj;, XÆ 


个 无 量 纲 量 ， 满 足 方 程 
y= qd -pT — 
mj mh — po’ 


于 得 到 gq 的 值 ， 见 Rider (1954). 


6) 和 gq、B 和 Q@ 测 量 的 数据 可 以 用 寺 


得 到 蒸发 


是 可 以 得 到 所 谓 的 波 文 比 


男 一 方面 ， 如 


(8.125) 


8. 理论 推论 和 数据 的 比较 


其 中 TT 和 70 是 两 个 固定 高 度 加 和 2 的 平均 温度 ， 和 加 是 同样 高 度 的 平均 比 湿度 。 由 方程 
(8.16) 和 (8.17) 得 到 


7(B— ©) j= B-Q 

1+y ? m(1 +7)’ 
ILO Ty EEE RATA MB. Qs. Tis Tox J: FN WU A lq 和 7。 类 似 的 方程 可 以 
基于 某 些 其 他 关于 不 同 涡 扩 散 系 数 之 间 关 系 的 假设 推导 出 来 [ 见 ， 例 如 Lettau，Davidson 
(1957) 第 7.3 节 ]。 然 而 ， 必 须 注 意 到 ，Q@ 和 wW1 一 50 只 能 得 到 误差 非常 大 的 测量 。 所 以 能 量 平 
衡 方法 的 精度 比例 如 涨 落 方 法 的 精度 低 很 多 。 


q= (8.126) 


8.4 MARFR Sn WARE mE 

上 面 我 们 给 出 了 一 些 测量 w.、gq 和 j 的 方法 。 然 而 ， 所 有 这 些 方法 都 相当 复杂 ， 并 且 需 
要 特殊 的 设备 ， 目 前 只 在 少数 研究 组 织 中 有 。 同 时 ， 在 地 球 表 面 大 量 的 地 点 系统 性 确定 注 动 
流量 是 有 趣 的 。 所 以 非常 有 用 的 是 给 出 从 更 简单 的 测量 (主要 是 从 普通 的 气象 学 变量 分 布 的 
测量 ) Mu q 和 7 的 方法 。 分 布 测量 通常 被 称 为 梯度 测量 ， 因 为 它们 不 同 于 在 一 个 固定 
高 度 进行 了 标准 气象 学 测量 。 在 这 些 测 量 中 ， 我 们 也 确定 了 气象 学 变量 的 梯度 。 所 以 ， 从 分 
布 确定 流量 的 方法 通常 被 称 为 “用 来 解释 梯度 测量 的 方法 ”或 者 “确定 流量 -梯度 关系 的 方 


这 里 我 们 不 详 述 用 分 布 表达 通 量 的 所 有 旧 的 推测 性 半 经 验 公 式 ， 因 为 它们 很 少 直接 
与 最 近 的 直接 测量 数据 进行 了 比较 ， 它 们 非常 不 可 靠 。 相 反 ， 我 们 应 该 使 用 第 7 节 中 发 展 
的 大 气 表面 层 中 灌流 状态 的 相似 性 理论 。 根 据 这 个 理论 ， 风 速 分 布 和 温度 分 布 ( 现 在 忽 
KEZ) 是 由 含有 参数 u,、g、zzo[ 平 均 速 度 z(z) 依 赖 于 后 一 个 参数 |、To = T(z) (Te) 
赖 于 To]、 冯 .卡门 普 适 常数 和 两 个 普 适 函数 (C) 和 户 (6) 的 一 般 公 式 〈7.24) 决定 的 。 这 
里 接近 0.4， 第 7 节 和 第 8.1-8.2 节 给 出 了 f 和 九 的 一 些 信息 。 目 前 ， 我 们 假设 这 些 函 数 是 精确 
己 知 的 。 在 此 情形 ， 速 度 和 温度 的 任意 四 次 测量 可 以 得 出 四 个 方程 ， 原 则 上 足以 确定 四 个 参 
数 ws、9、zo 和 To。 也 可 以 不 太 困 难 地 减少 所 需 测量 的 数量 ， 例 如 可 以 根本 不 考虑 (2)， 而 
RAGBAT (a1) 一 了 T(z2)， 它 不 依赖 于 To。 然 而 ， 这 会 由 于 这 个 事实 而 变 复杂 ， 目 前 仅 近 似 
知道 f 和 广 ， 没 有 给 出 任何 简单 的 解析 公式 ， 不 同 研究 者 给 出 的 数据 互相 矛盾 ， 测 量 结果 总 
eA HR. MA, FEI, PAP AERA, MOAI, ATA AYER 
台数 据 会 导致 某 种 程度 上 不 同 的 结果 。 

8.1 节 中 处 理 风 和 温度 分 布 的 Monin-Obukhov 方 法 包括 了 用 去 (>) 和 区 (2) 值 确定 苦 和 工 值 
(也 使 得 我 们 可 以 得 到 qg)〉 。 尽 管 这 个 方法 基于 使 用 后 来 受到 诉 病 的 “对 数 十 线性 ”分 布 公 
式 以 及 a = 1 的 假设 ， 其 精度 被 证 明 高 于 预期 。 通 过 比较 这 个 方法 得 到 的 ww 和 gq 值 和 直接 测 
量 结果 展示 了 这 一 点 。 然 而 ， 现 在 不 可 能 将 这 种 方法 的 原始 形式 直接 实用 ， 因 为 它 很 粗糙 和 
笨拙 。 在 实践 中 ， 要 从 几 次 观测 的 结果 用 最 小 二 乘法 确定 一 些 参数 。 

Takeuchi (1961) 和 Shiotani (1962) 提 出 了 精密 相关 的 从 风 分 布 和 速度 分 布 测量 确 
定 vs 和 4q 值 的 方法 。 这 些 方法 也 使 用 了 普 适 函数 的 “对 数 + 线 性 ”近似 ， 并 且 假 设 Kz = 
玫 。 有 具体 来 说 ，Takeuchi 给 出 了 简化 计算 的 实际 建议 ， 也 比较 了 w. 和 ge 的 计算 值 和 流量 的 
直接 测量 的 一 些 结果 。 然 而 ， 得 到 w 和 4 的 方法 仍然 复杂 得 难以 验证 。 同 时 ， 它 们 只 使 
了 f(0) 的 一 小 部 分 信息 。 

很 多 研究 这 也 讨论 了 根据 分 布 测 量 确定 满 动 流量 的 方法 ， 例 如 : Kazanskiy, Monin 
(1956, 1958, 1962)、Priestley (1959b)、Webb (1960, 1965)、Panofsky, Blackadar, McVe- 
hil (1960)、Monin (1962a)、Kondo (1962b)、Deacon, Webb (1962)、Panofsky (1963)、Klug 
(1963, 1967)、Dyer (1965, 1967)、Businger, Miyake et al. (1967)、 Zilitinkevich, Chalikov 
(1968b) 和 Busch et al. (1968) 。 
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按照 Kazanskiy 和 Monin 的 工作 ， 这 里 给 出 了 


于 计 


消 动 流量 的 普 适 函数 的 数据 。 然 而 ， 首 先 要 作 一 些 


个 一 般 方法 ， 


般 性 评 ; 


以 适当 的 形式 表示 了 实际 


Fie. 


> 


最 初 的 问题 是 选择 最 合适 的 量 来 确定 流 


T 


原则 上 ， 三 个 任意 


章 高 度 上 的 风速 值 足以 


得 到 参数 ws、0g 和 2zo。 


于 是 给 人 的 印象 是 ， 使 


(1956b) 所 示 ， 即 使 使 
为 这 样 得 到 的 值 非常 不 用 于 
补充 使 用 T(z) 似 乎 
(1960)， 他 们 } 


实际 的 重要 性 。 


这 个 推论 实际 上 也 源 
一 种 从 三 个 高 度 处 的 如 (z) 值 (和 zo 值 〉 确 定 q 的 方法 


| 多 于 三 个 高 度 z 处 的 风速 如 (z) 值 ， 我 们 也 不 外 
接 测量 的 数据 ， 


不 同方 法 处 理 


J 温度 观测 是 非 常 多 余 的 。 


的 结果 也 相当 不 同 。 所 以 ， 


然而 ， 如 Priestley 
EE 可靠 地 确定 gq。 这 是 因 


自 Panofsky, Blackadar, McVehil 


但 没有 得 到 


进行 实验 ， 


直接 流量 测量 数据 和 由 六 


好 的 结果 。 然 而 ， 值 得 注意 ，Klug (1967) 指 出 Swinbank (1964) 


IN 
个 高 度 的 风 观测 计算 的 值 符 合 得 令 人 满意 〈 使 用 了 一 种 复杂 的 最 小 二 乘法 ， 基 了 
(1965) 提出 的 普 适 风 函 数 f(C) 的 形式 〉。 


Panofsky 


为 为 注意 感 兴趣 vs 和 9 值 ， 所 以 可 以 在 一 开始 | 
略 去 (z) 本 身 。 然 而 ， 在 此 情形 ， 容 易 看 到 ， 精 确 度 会 有 很 大 损失 ， 
AA, AER ee, 和 ze 相对 接近 的 话 。 然 而 ， 可 以 说 


EW, SH T zo 


消去 z， 只 考虑 差 值 Z(z2) -U(a), @ 
因为 风速 差 的 精度 比 风 


风速 差 中 


非常 小 的 误差 也 


会 对 wx 和 gq 产生 巨大 影响 。 因 为 给 定点 和 一 年 中 给 定时 间 的 0 只 需 确定 一 次 


CEDE) ， 


且 因 为 它 难以 得 到 ， 所 以 更 方便 的 是 首先 得 到 zo， 


然后 一 直 使 用 这 个 值 。™" 


AM, To = T(z 
的 温度 分 布 数据 。 


0) 不 是 常量 ， 因 而 可 以 消去 。 所 以 合理 的 是 仅 使 
于 是 确定 和 g 只 需要 两 次 测量 的 数据 。 


差 值 T(z2) 一 


于 是 ， 为 了 从 z(z) 和 T(z) 数 据 得 到 wu 和 gqg， 建 议 
w AEH 的 风速 UO 和 两 个 不 同 高 度 〔 例 如 2 五 和 五 /2) 
气 表面 层 中 灌流 状态 的 相似 性 假设 ,物理 量 UV = (HH) 和 5T = T(2H) 一 


T(z) É 


先 确 定 粗糙 度 参数 z， 然 后 从 某 
的 平均 温度 差 67 出 发 。 
T (4) mh 


根据 大 


+e thes MARR. Fi ue AL 以 及 依赖 于 它们 的 二 反 过 来 也 可 以 
示 。 由 这 五 项 ， 我 们 可 以 写 出 两 个 独立 的 无 量 纲 组 合 ， 可 以 写 为 


并 


中 a 是 一 个 任意 无 量 纲 常数 。 我 们 随后 更 多 地 讲述 关于 a 合适 的 选择 。 
L 


Un q/cppo 
g = M(B, 6), tae 


= F2(B,0), a = Fs(B, 6), 


JH, #4 


(8.127) 


所 以 我 们 得 到 


(8.128) 


RAR. Fo, Fae BME RAL, TRI C06 
Aa. 4 和 区。 及 = 1 2,3 的 图 可 以 使 
经 验 地 画 出 ， 或 者 通过 固定 普 适 函数 1(C) 和 所 (4) 的 形式 在 理论 上 画 出 。 第 二 


如 果 有 这 些 函 数 的 图 ， 它 们 就 可 


独立 的 w、67、ws 和 qd 的 同时 测量 
种 方法 使 得 确 


以 用 于 从 


定 流量 的 精度 相 比 我 们 关于 普 适 函数 的 信息 的 精度 逐步 提高 。 


FHA, BATES ETE 


地 讨论 这 


NTE 


作为 我 们 的 起 点 ， 我 们 取 一 般 公 式 〈7.24) ， 用 于 确定 普 适 


20 当然， 有 时 非常 难以 确定 zo， 例 如 在 海洋 大 气 中 。 所 以 ， 记 住 
and Chalikov (1968b) 给 出 了 从 6u = u(z) 一 去 (0.5) 和 67 = T(2) 
图 ， 其 中 数字 表示 以 米 为 单位 的 高 度 。 


KAFOM. 


住 这 一 点 ，Zilitinkevich 
— T (0.5) ti Eu. Mg hy WZ 


` To ` 


Us 67 和 zo 表 


8. 理论 推论 和 数据 的 比较 


FE 8.19) 的 第 一 个 方程 和 方程 (8.20) 的 第 一 个 方程 可 以 写 为 


B =- 2 BCE) - (28) 
Fs [f(1/Fs) — f (C0/Fs)]>° 


K 


— fF(1/F3) — F(Go/ Fs)’ 


k2 


~ aff (/Fs) FOF) — fil /2Fs)]’ 


Fy 


Fo 


(8.129) 
BAD PABA Ah TFB, O MB. WRAA(OMA(OGM, WA, Pim, xi 
Fi Fe A DAFA GOR ARES, TIE (8.21) 余下 的 两 个 方程 参数 化 地 给 出 刻 (B, co) 和 Fy(B, C0)。 
Kazanskiy, Monin (1962) 和 Zilitinkevich，Chalikov (1968b) 假 设 风速 分 布 和 温度 分 布 
相似 ， 即 户 (6) = AAO, Hea = 各 = 常量 。 在 这 个 假设 下 ， 方 程 8.19) 和 (8.20) 
中 的 系数 a 也 可 以 方便 地 取 为 等 于 Kr/K。 于 是 方程 (8.21) 取 更 简单 的 形式 
1 fi1(2/Fs)— f1(1/2Fs) 
Fs [f(1/Fs) — CofA" 


K 


~ FUP) — f(G/Fs)’ 


k2 


f(1/Fs) — f(Co/F3)][f1(2/F3) — fi1(1/2F3)] 


实际 上 ， 在 所 引用 的 工作 中 使 用 了 更 特殊 的 假设 ， 即 a = 1. Am EBM PRA 
数 a 根 本 不 改变 计算 方案 。 因 此 ， 假 设 一 个 特定 的 数值 就 没有 什么 特殊 的 用 途 了 。 也 可 以 在 
下 一 级 近似 中 假设 w， 在 例如 ， 中 性 、 不 稳定 和 稳定 分 层 中 不 同 。 在 这 个 假设 下 ， 也 可 以 使 
方程 (8.21) 。 

根据 方程 (8.2) ，Kazanskiy Monin (1962) 和 Zilitinkevich，Chalikov (1968b) 基 了 
个 关于 普 适 函数 A(C) = AO 形式 的 假设 画 出 了 函数 下 、 丈 和 肪 的 列 线 图 。 图 72-74 给 出 
了 Zilitinkevich-Chalikov 的 列 线 图 ， 对 应 于 满足 方程 〈7.58) Fl (8.8) Cf AA Zilitinkevich, 


Fy 


(8.21’) 


F = 


在 苏联 、 澳 大 利 亚 和 美国 的 大 量 野外 测量 数据 检查 了 这 些 列 线 图 。 相 应 的 流量 值 和 从 其 他 
关于 了 (C) 形 式 的 假设 得 到 的 结果 进行 了 比较 [ 见 Zilitinkevich, Chalikov (1968b) 和 Zilitinkevich 
(1970)]。 

当然 ， 胞 的 列 线 图 不 仅 可 以 用 于 确定 消 动 热流 *， 也 能 用 于 确定 蒸发 率 )， 只 要 除 
了 U 和 67， 还 测量 了 两 个 高 度 的 比 湿度 差 69 = (2H) — 0(#). 。 根 据 一 般 公 式 〈7.24) 和 
经 验 地 发 现 的 分 布 (z) 和 3(z) 的 相似 性 ， 


q/cppo 
aUoT 


j/po 
Ql UY 


= F5(B, Co), (8.130) 


Ha, = Ky/K(= ati RK» = Kr). 
BN TAR (8.21) ， 不 难得 到 函数 (8.20) 在 近 中 性 、 非 常 不 稳定 和 非常 稳定 分 
情况 下 的 形式 。 对 于 近 中 性 分 层 ，| 召 | 很 小 ，| 丽 | 很 大 ， 而 在 方程 8.21) 中 我 们 可 以 


设 f(C) x In|C|。 于 是 方程 821) 变 得 简单 得 多 ， 具 有 这 种 显 式 形 式 


xE MII 


K? ln 4 
总 
mn4.ln(1/co) ( 1 ) 


K 
Fi x 一 一 一 一 ， Fy 


In(1/¢o) 


(8.131) 


Clhalikov (1968a) 建 议 的 数值 参数 ， 和 两 个 补充 假设 : = 0.43 和 a = 1) 的 函数 /GO)。Zilitinkevicn 和 Chalikov 使 
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hB) o 


图 72 使 用 BB 和 C 确 定 无 量 纲 摩擦 速度 w/U = FAIRE. 


IBB <0) 2. 


a 1d 1 4 — 
一 2 -3 -4 一 4 -3 -2 -1 o hB 


In\q/eppU6T) 


2 ingle >0) 


图 73 EH BANC HE RE TC A Ait IARE 


Uum 


F, 


最 后 ， 对 于 强 不 稳定 性 ， 


在 极端 不 稳定 情形 ， 巨 大 而 且 是 负 的 ， 肪 是 小 的 负数 。 
通过 在 方程 (8.21) PIAC) & c2 一 Co|5| -1 得 到 。 于 是 我 们 得 到 


K |B|! 
下 172， 
HP a O (e 1) 


Q 


k?|B|!/? 
(21/3 = Q-1/3)3/? or 


(2 aaa 


Se os 
uae Mie 


Q 


|B|, 


函数 (8.20) 的 渐 近 行为 在 这 


(8.132) 


巨 是 大 的 正 数 ， 彩 是 小 的 正 数 。 在 此 情形 的 函数 〈8.20) 的 渐渐 行 
为 可 以 通过 在 方程 8.22) PIAF) & ca + C34 确定 。 然 后 我 们 发 现 B 不 能 无 限 增 大 ， 
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= 0.05 
o = 0.03 
'o = 0.02 
o =0.01 


'o = 0.001 


图 74 使 用 BB 和 Cc 确定 L/H = FIRR. 


而 是 会 在 及 一 0 时 趋 于 极限 56- 呈 ejz。 所 以 对 于 稳定 分 层 ，B 不 可 能 超过 3/2C3。 在 甩 小 
的 时 候 ， 对 于 玉生 我 们 得 到 


kF 2K? F? 
Fi x ———, FP x — M. 
: ” 3CR (1 = Go) 


C3(1 — Go)’ 
流量 -梯度 关系 对 于 强 不 稳定 性 假设 了 一 个 特别 简单 的 形式 。 在 此 情形 ， 如 果 所 有 测 
量 高 度 都 超过 1，“1/3 窜 律 ” 层 的 下 边界 (为 此 ， 万 /2 > GZ 就 足够 了 ) ， 那 么 为 了 解 
释 测 量 结果 ， 我 们 可 以 使 用 在 自由 对 流 的 极限 情形 正确 的 公式 。 保 证 了 这 种 可 能 性 的 判 
RH/2 > G4L 可 以 重 写 为 [| < 让 1。 使 用 本 的 公式 (8.24) ， 我 们 可 以 把 这 个 判 据 写 为 


(8.133) 


2(20 -1 oo 
PR 2? 
a a CE) 


这 里 ， 如 列 线 图 公式 中 一 样 ， 假 设 了 C2 = 1.25406] © 0.03。 这 个 判 据 的 数值 大 约 从 对 
应 to = 0.005 的 0.0005 变 化 到 对 应 Go = 0.05 的 0.004。 所 以 这 个 不 等 式 右 边 在 这 个 Go 范围 可 以 
近似 写 为 0.16o。 所 提出 的 判 据 简化 为 这 种 形式 


ôT 320 


oa 2 ye (8.134) 
其 中 和 玉 以 米 为 单位 测量 ，U 以 m/sec 为 单位 ，5 了 以 ?C 为 单位 。 
如 果 满 足 判 据 〈8.26) ， 那 么 对 于 z > H/2, RITA 对 流 状态 的 一 个 判 据 ， 其 中 
人 of9\? arp? 
a=( Cs ) Cppok (4) 3z (8.135) 
[见方 程 (7.36) 和 (7.39) ]。 由 此 容易 证 明 这 里 
2 Q 一 co 3/2 1/2 3/2 
q = Copor |o CTE u IT| (8.136) 


也 可 以 从 方程 (8.20) 和 (8.24) 得 到 。 把 这 个 g 值 带 入 高 度 z = HARRAK = 
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a Kr iF (7.38) ， 我 们 得 到 


K(H) = 3k? Q 一 co ne g a HPT? (8.137) 
C2 | Co (21/8 一 2-1/3) To ` ` 

qK (H) 5HP ST BP RHP? T PAA AREENA WH A 

米 ，67 的 单位 为 度 ，g 的 单位 为 cal/cm2 min，K( 恕 ) 的 单位 为 m?/sec， 并 且 使 用 Zilitinkevich， 

Chalikov (1968a, b) 建 议 的 & ~ 0.43, a_w ~ 1, C2 ~ 1.25 和 To ~ 300K， 我 们 得 到 近似 方程 


q = 0.17H'2|5T|32, K(H) =0.12H°/?|6T |. (8.138) 


这 些 公 式 使 得 在 不 稳定 分 层 情 形 ，g 和 天 ( 媚 ) 可 以 很 快 地 从 温度 差 得 到 。 然 而 ， 最 后 一 个 方 
程 的 数值 系数 目前 不 完全 可 靠 。 这 是 因为 各 组 数据 之 间 存 在 无 法 解释 的 差异 ， 例 如 ， 根 
据 Dyer (1967)， 方 程 〈8.30) 的 第 一 个 方程 有 具有 gq = 0.2608 ETPP HER. 


8.5 ”大 气 表面 层 中 风速 和 温度 涨 落 的 特征 


满 动 动量 流 和 热量 流 只 是 风速 和 温度 涨 落 统计 特征 的 特殊 情形 。 这 些 
涨 落 的 很 多 其 他 特征 已 经 在 7.5 节 中 从 相似 性 理论 的 观点 分 析 过 了 。 它 们 都 
可 以 借助 确定 和 g 的 涨 落 方法 所 用 到 同样 的 装置 ， 从 实验 中 得 到 。 如 果 存 
在 和 g 以 及 涨 落 的 任意 统计 特征 同时 测量 的 数据 ， 或 者 如 果 我 们 有 这 个 
统计 特征 的 测量 数据 ， 用 8.4 节 描述 的 方法 估计 和 gq， 那 么 可 以 验证 和 这 
个 特征 有 关 的 相似 性 理论 的 推论 ， 并 且 可 以 经 验 地 写 出 相应 的 5 = $A 
适 函数 。 所 以 原则 上 涨 落 测 量 的 数据 使 得 我 们 可 以 确定 7.5 节 引入 的 所 有 函 
数 户 ,… firs veAlyne 

大 气 表面 层 中 满 流 涨 落 矩 量 的 数据 可 以 在 Swinbank (1955)、Deacon 
(1955), Perepelkina (1957, 1962)、Lettau, Davidson (1957)、Barad (1958)、Gurvich 
(1960)、Tsvang (1960)、Panofsky, McCormick (1960)、Monin (1962b)、Zubkovskiy 
(1962, 1967)、Lumley, Panofsky (1964)、Klug (1965)、Panofsky, Prasad 
( 
( 


1 


1965). Mordukhovich, Tsvang (1966). Panofsky, Busch et al. (1967), Cramer 
1967) 和 很 多 其 他 工作 中 找到 。 不 幸 的 是 ， 所 有 这 些 数据 仍然 非常 不 精确 ， 
弥散 很 大 ， 互 相符 合 得 不 太 好 。 此 外 ， 它 们 远 远 不 是 完备 的 。 弥 散 和 数 
oe ee EMA, Emmai CEA 
相当 大 的 变化 ， 在 垂 向 和 水 平方 向 都 是 如 此 [参见 ， 例 如 ，Mordukhovich， 
Tsvang (1966) 和 Businger, Miyake et al. (1967)]) 时 都 有 相当 大 的 误差 ， 甚 
至 在 相对 非常 均匀 的 表面 上 也 是 如 此 。 然 而 ， 许 多 测量 是 在 明显 不 均匀 的 
地 形 上 进行 的 。 在 每 个 情形 ， 已 有 的 数据 都 只 能 得 到 茶 些 关于 涨 落 统计 性 
质 的 初步 结论 。 然 而 ， 重 要 的 是 ， 在 所 有 情形 ， 这 些 结论 符合 得 相当 好 ， 
给 出 了 相似 性 理论 的 预言 以 及 某 些 普 适 函数 确定 的 一 般 形 式 。 
速度 涨 落 ou/us、coo/us 和 cuwy/uws 的 无 量 纲 标准 差 对 热 分 层 〈 也 就 是 对 普 
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WPA fy. Mf) 依赖 的 数据 在 Swinbank (1955)、Deacon (1955), Gurvich 
(1960), Panofsky, McCormick (1960) 和 上 面 提 到 的 1960 年 后 的 工作 中 给 

出 。 例 如 ， 图 75 展 示 了 Cramer (1967) 在 马萨诸塞 州 圆 山 (Round Hill) 

在 16 米 〈 圆 ) 和 40 米 (三 角 〉 的 观测 对 于 1. 2 分 钟 平均 得 到 的 函数 户 (人 )、 FOM F(C). 
这 种 相对 短 的 平均 时 间 对 于 消除 低频 涨 落 可 能 是 有 利 的 ， 这 些 涨 落 依赖 于 

地 形 的 大 尺度 特征 ， 不 符合 相似 性 理论 。 对 cuy/us、co/us 和 cuwy/us 的 其 他 数 

据 的 综述 可 以 在 Panofsky, Prasad (1965) 和 Panofsky, Busch et al. (1967) 中 

找到 。 图 75a 中 函数 (0) 的 图 显示 几乎 不 依赖 于 稳定 性 参数 (<， 尺 管 /wx 会 

随 不 稳定 性 增强 而 增 大 。ow /wx 沿 两 半 轴 随 C 的 减 小 而 略微 单调 增 大 的 更 
明确 迹象 可 以 在 Panofsky，Busch 等 人 给 出 的 图 中 看 到 。 对 应 于 中 性 分 层 
的 cu/uws 和 coy/uws 值 的 户 (0) 和 访 (0) 可 以 从 大 气 观测 以 相对 低 的 精度 确定 ， 但 
是 它们 一 般 和 从 实验 室 流动 中 对 数 层 中 测量 得 到 的 估计 值 cu/us = A © 
2.3 和 au/us = Ao © 1.7 符合 得 很 好 [ 见 5.3 节 末 ]。 相 似 性 理论 对 “自由 对 流 
状态 ”或 对 大 的 负 C 值 预测 的 关系 式 f3(C) = fal) ~ 113 既 没有 被 已 有 数 
据 证 实 ， 也 没有 被 否定 


Owlu, 


1. 
-0.8 -06 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.5 1.0 


图 75 H. E. Cramer < 函数 的 数据 : a-ou/ux = f3(C); b- 
Oy fux = fal); c-0w/ux = 方 (9)。 


因为 大 尺度 特征 毫 无 疑问 是 不 重要 的 ， 方 (GO) 的 数据 更 多 ， 也 比 户 (O) 和 疡 (0) 的 
数据 更 可 靠 。 除 了 Cramer 的 图 〈 图 75c) ， 我 们 这 里 也 给 出 了 Panofsky, 
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— MEAN OF POINTS 
---FROM THE EQUATION 
1.25 [pG) — 1.88] 1/3 
%-**FROM THE EQUATION 
m gl 25 [1 —t/p()] 1/4 


Sy 4 
“ra 


Ow 


一 1.0 —0.7 -0.5 —0.4 -03 -02 -01 0 0.1 0.2 
UNSTABLE ¢ STABLE 


所 有 观测 彼此 不 依赖 。 


图 75 很 多 来 源 作 为 (函数 的 比例 ow /w。 线 段 代表 了 平均 值 的 标准 差 ， 假设 


Busch et al. (1967) 的 总 结 图 〈 图 C) ， 其 中 收集 了 来 自 很 多 地 点 的 观 
测 。 图 C 中 也 画 出 了 (7.96) 和 (7.95) 形式 的 方程 方 (0) = 1.25) 一 
1.8C]13 和 方 (0) = 1.25[1 一 Cp(0O) M4 CoG E H Panofsky, Busch 等 人 所 建议 
的 ) 。 结 果 表 明 ， 它 们 在 图 C 中 整个 ( 值 范围 几乎 不 可 区 分 ， 和 数据 符合 


得 非常 好 。 根 据 在 大 气 表面 层 中 的 观测 得 到 的 方 (0) 精 确 值 的 问题 引起 了 


相当 多 的 讨论 。Gurvich (1960) 相 对 古老 的 在 俄罗斯 的 观测 数据 | 给 出 估 


计 值 让 (0) = Az © 0.7 一 0.8， 比 5.3 节 的 实验 室 估计 值 43 œ 0.9 略 低 ， 


但 


和 Cermak, Sandborn et al. (1966) 和 Cermak, Chuang (1967) 在 美国 科 罗 拉 
多 州立 大 学 一 个 气象 风 洞 中 的 测量 符合 得 非常 好 。 然 而 ， 大 部 分 其 他 研究 
者 [例如 Panofsky, McCormick (1960)、Pasquill (1962a)、Panofsky, Prasad 
(1965)、Kaimal, Izumi (1965)、Mordukhovich, Tsvang (1966), Businger, 


Miyake et al. (1967) 和 Cramer (1967)| 得 到 的 结论 是 ， 户 (0) 实际 上 
于 1。 这 些 来 自 大 气 观 测 的 (0) = 4s 的 估计 的 平均 值 处 于 1.2 到 1 


间 (总 结 图 C 中 使 用 了 1.25， 。 尽 管 这 个 值 比 实验 室 估计 值 大 ， 但 


各 大 
Be 
日 是 


差异 不 大 。 根 据 理 论 预 言 (7.87) ， 在 大 的 负 ( 处 ， 方 (6) ~ Ctt, 
Bow ~ Ci(agz/copom)V3， 和 数据 符合 得 相当 好 。 这 也 被 Myrup (1967) 用 
式 跃 加 利 福 尼 亚 的 沙漠 湖 床 的 装 了 仪器 的 飞机 在 7.5 m 到 93 m 进 行 的 特 
殊 测 量 所 证 实 。 他 的 结果 表明 ， 方 程 cw = czV3 以 相当 高 的 精度 在 强 
对 流 情 形成 立 。Perepelkina (1962) 基 于 方程 (7.87) 对 Ri < 一 0.04 成 立 
的 假设 ， 由 Gurvich 在 齐 姆 展 斯 克 附 近 的 草原 进行 的 涨 落 测 量 估计 了 系 
HCL FICE = Csk-1 的 值 。Perepelkina 发 现 C4 1.4， 即 C5 ~ 1.9。 然 


而 ， 记 住 Gurvich 关 于 cu 的 数据 可 能 被 低估 了 ， 训 不 奇怪 Perepelkina 基 


于 Swinbank (1955) 的 老 数 据 和 非常 粗略 的 测量 得 到 了 较 大 的 估计 值 C4 & 
1.8 或 C5 ~ 2.4。 对 Mordukhovich, Tsvang (1966) 原 始 数据 的 处 理 给 出 了 略 
微 更 大 的 估计 值 : Che 2.1，C5 守 2.8， 如 果 使 用 了 所 有 Ri < 一 0.04 的 值 。 
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然而 ， 
计 值 ; 


对 Ri < 


-0.3 的 Mordukhovich-Tsvang 测 量 的 类 似 处 理 各 
Ch ye 1.6, Cs y 2.2. 


Panofsky et al. (1967) 
Hound Hill O'Neill o 


avom } Round Hill 


Australia Tsimlyansk ° ° 2a, | 
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D ím 


q Monin (1962b) Tsimlyansk 
16m \ H. E. Cramer (1967) 
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图 76 
别 是 近 中 性 条 
常 小 ) ， 但 还 


根据 这 条 曲线 ， 


EA 


显 ， fe(0 ) 只 能 定义 为 从 正 值 或 负 值 


给 出 了 


$=2/L 


iA Mor /|T.| = 


图 76 普 适 fe(0) 的 数据 。 


个 来 源 的 oT7/|T| = fo(0O) 数 据 。 


导 到 更 


小 的 个 


尽管 弥散 相当 大 《 特 


是 由 可 能 基于 最 可 靠 的 测量 
函数 闫 (6) 对 于 近 


画 出 


¢ 


定 条 件 下 几乎 不 变 ， 随 着 不 稳定 性 增长 而 减 小 ， 


(1960b) 根 据 澳 


大 利 亚 的 测量 、 在 美 


国内 布 拉 斯 加 奥 尼 


) ， 


已 尔 的 测 


这 个 值 


件 ， 那 时 gz/|T| 变 成 不 定 的 ， 因 为 分 子 和 分 母 都 变 得 非 
条 光滑 的 平均 曲线 。 
中 性 分 层 取 非常 接近 1 的 值 〈 当 然 逢 
> 0 时 fe(C) 的 极 P 
取 小 于 1 的 值 。 


明 
Priestley 
量 数据 以 


及 Myrup (1967) 根 据 沙 漠 干 湖 床 上 方 特别 不 稳定 条 件 下 的 测量 特别 研究 


了 极限 的 “1/3 


Fett” (7.87) 的 正确 性 问题 。 


己 有 的 数据 逢 


点 的 巨大 弥散 表明 额外 的 仔细 研究 会 非常 
系数 C4 和 Ce = Chr hie 


估计 了 数值 
0.4, BNC 


x i. 


好 地 证 实 了 预言 的 关系 or = cz V9, 


3—1.4. Jax, Perepelkina (1962) 使 


在 齐 姆 民 
了 相当 接近 的 人 


斯 克 对 温度 涨 落 的 测量 


十 计 值 


Ch ~ Te 1.1, BU 


Tsvang (1966) 由 1964 年 在 齐 姆 良 
常数 C4 〈 按 他 们 的 符号 是 Co) ， 也 发 现 C4 ~ 1.0 - 1.1， 也 就 是 说 C6 = 


ii, B 


p HH. Priestley tt 4 
。 根 据 他 非常 粗略 的 估计 ，Cs6 
| Tsvang1958-19594F 
数据 以 及 来 自 Priestley 的 独立 数据 得 到 
Ce © 0.3 一 0.35。 最 后 ，Mordukhovich， 


Priestley 和 Myrup 都 发 现 ， 


76 中 数据 
试 从 观测 


~ 
wm 


斯 克 在 1 m 和 4 m 高 度 


=F 
HA 


EA KA 


量 计算 J 


0.3. Perepelkina (1962) 改 进 了 Swinbank (1955) 较 老 的 测量 数据 。 他 们 得 


到 


己 有 数据 表明 ， 


0.5 范 围 。 此 外 ，rwzr 随 不 稳定 性 


结论 ，C4 ~ 1.2, Ce 0.35. 

Swinbank (1955), 
(1966) 研 究 了 相关 系数 ruo = —1/ fsfs rwr = 
大 气 表面 层 中 两 个 相关 系数 ru 和 ruwzr 的 典型 绝 
显著 增 大 ， 从 近 中 性 条 件 


增强 而 


Mordukhovich, Tsvang (1966) 和 Zubkovskiy Tsvang 
+k] fs fe | XT TEE VE 的 依赖 。 
名 对 值 在 0.3- 


的 大 


约 0.35， 增 长 到 Ri 在 -0.3 到 -0.8 范 围 时 的 大 约 0.6。 另 一 方面 ，rw 近 似 不 依 


赖 于 稳定 性 ， 对 于 中 


性 和 适度 不 稳定 条 件 都 接近 0.4。 
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大 气 表面 层 中 水 平 热流 om = cppow 了 T' 的 测量 得 到 了 有 趣 芯 
测量 是 Shiotani (1955) 进 行 的 ， 他 发 表 了 qn 值 的 三 
得 到 的 q% 值 都 比 同时 的 垂 向 热流 gq 大 。 
EF 所 有 科学 家 忘记 或 忽视 了 ， 在 很 多 年 间 ， 大 部 分 
定 等 于 零 或 者 至 少 非常 小 。 


Ae 
平均 时 ra 
然而 ， 


Al min。 所 有 三 个 情 
这 些 结果 被 几 习 
研究 者 假设 ， 甚 至 明确 写 出 ， 水 平 热流 wm 一 


Na. 


个 测量 结果 ， 


然而 ，Zubkovskiy,，Tsvang (1966) 和 Zubkovskiy (1967) 的 直接 测量 数据 [ 见 
性 条 件 接近 于 3， 随 稳定 性 增强 


图 D] 表 明 ， 比 值 


qn/q = KFOR T E P 


条 件 下 


而 增 大 。 随 不 稳定 性 
Bes 这 些 数据 也 和 在 英国 的 一 个 

导 下 《工作 未 发 表 ) ) 
Rira- = UT" /ouor h XE 
甚至 超过 |~wz|。 
根据 Zubkovskiy 和 Tsvang 的 数据 ， 


曾 强 ， 这 个 比值 下 降 ， 但 不 是 很 快 ， 


进行 的 类 似 测量 


然而 ， 随 不 稳定 性 增强 ， 


已 = 


一 0.2。7.5 节 的 理论 


推导 


Wh aie FE. OR ZK OP dita 


然而 ， 有 一 些 问题 


个 例子 ， 也 参见 Yaglom (1969)]。 


的 重要 结果 ， 


—0.8 -0.7 -0.6 -0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 


图 76 gn/q 对 Ri 


在 Ri 


湖 


表明 当 Ri 一 一 co， 
it 20) 热流 0 和 水 平平 移 热 流 copozz 比较 而 不 和 垂 向 热 
流 g 比 较 是 自然 的 。 和 平移 热流 相 比 ， 热 流 gn 通常 非常 小 ， 经 常 


0.35) 的 绝对 值 ， 


ix 一 0.8 取 


MEY (EP. A. Sheppard 的 
一 致 。 对 于 近 中 性 条 件 ， 相 
felt R Mr wr (& 


在 逆 温 


wT! > 0 和 ryr > 


Irur ÑK, Irur| 减 小 ， 
在 Ri = 一 0.7 时 ,rjr & 0.65 rur & 


0。 当 然 ， 


可 以 忽略 。 
题 明确 需要 适当 考虑 热流 qn[Monin (1965) 的 半 经 验方 法 是 


Utah, qn ABA Sad Boks 
这 将 在 10.3 节 和 10.5 节 中 考虑 。 
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Rj 
0.1 


Zan 


的 依赖 关系 ， 根 据 Zubkovskiy Tsvang (1965) 的 数据 。 


大 气 表面 层 


P 清流 涨 落 高 阶 矩 的 数据 太 少 ， 显 然 不 足以 绘 


相应 普 适 


pa 数 的 


图 。 


所 以 ， 根 据 Deacon (1955)， 


于 0.24 和 0.81 之 间 ， 


这 些 值 随 不 稳定 性 


然而 ， 所 有 已 有 数据 和 7.5 节 
垂 向 速度 斜 度 w3/c2 的 值 对 于 不 稳定 分 层 处 
岂 就 是 说 ， 和 7.5 节 预言 的 一 样 ， 
的 二 


曾 强 


一 个 0.4-0.6 量 级 的 夏 日 


1 任何 


上 的 定性 预言 一 致 。 


是 大 的 正 数 。 此 外 ， 
而 显著 增 大 。 类 似 地 ，Gurvich (1960) 得 到 了 
正午 草原 上 方 1 m 和 4 wm 高 度 的 w3/o2 估 计 值 。 最 


8. 理论 推论 和 数据 的 比较 


终 ，Pries, Appleby (1967) 和 Holland (1968) 对 在 美国 马萨诸塞 州 圆 山 相 对 
不 均匀 的 表面 上 方 的 一 系列 观测 分 析 了 w 以 及 wu、wv 和 TT 的 斜 度 。 他 们 也 发 


~ 


家》 的 数据 ， 或 者 同样 的 ， 大 气 表面 层 中 涨 落 ww、 


的 ， 这 里 不 讨论 。 


现 ，w' 在 不 稳定 条 件 有 正 的 斜 度 ， 随 不 稳定 性 参数 -C = z/|L| 增 大 。 温 度 
斜 度 T3/o3 值 的 数据 更 少 ， 但 Pries 和 Appleby， 以 及 Holland 的 数据 表明 ， 
这 些 值 在 不 稳定 和 稳定 条 件 下 都 是 正 的 ， 也 和 Perepelkina (1957) 的 不 稳定 
情形 的 非常 初步 的 结果 相符 。Pries, Appleby (1967) 和 Holland (1968) 分 析 
了 水 平 速度 分 量 w 和 v 的 斜 度数 据 以 及 平坦 因子 5《〈 即 四 阶 和 矩 和 方差 平方 的 比 


w AT Wi HS — 3 的 


系数 的 数据 《基于 在 圆 山 的 观测 ) 。 然 而 ， 所 有 这 x 些 结果 都 是 非常 初步 


由 相关 系数 ruwo、ruz 和 ru 对 5 的 依赖 ， 我 们 可 以 得 出 结论 ， 归 一 化 
涨 落 w /owu、vV /ovo、w'/ow 和 T'for 的 多 维 概率 密度 随 分 层 状 态 的 变化 而 变 
化 ， 具 体 来 说 ， 相 应 概率 分 布 的 形式 不 是 普 适 的 。 甚 至 w/ow 和 TY/or 的 
一 维 分 布 也 不 是 普 适 的 ， 基 本 上 是 非 高 斯 的 。 此 外 ，w /ow 和 w/o 的 概 


率 分 布 一 般 不 是 严格 高 斯 的 ， 但 在 很 多 情形 接近 高 斯 
面 层 中 满 流 涨 落 的 一 维 概率 分 布 数 据 在 Pries，Appleby (1967) 和 Holland 


分 布 。 一 些 大 气 表 


(1968) 中 给 出 。Holland (1967，1968) 也 发 展 了 一 种 特别 的 计算 技术 来 计 


算 w、v'、w' 和 了 四 维 分 布 的 大 量 不 同 统计 特征 ， 以 及 几 个 数字 滤波 器 相应 


的 滤波 后 的 变量 。 其 中 包括 很 多 对 变量 的 二 维 联合 概率 密度 函数 、 联 合 矩 


量 和 在 一 对 其 他 变量 固定 值 时 不 同 变 量 的 条 件 平均 值 。 


然而 ， 在 分 层 流 体 


中 汪 流 一 般 相 似 性 理论 的 框架 下 分 析 所 有 这 些 结果 的 希望 还 很 渺 范 。 


有 一 些 方法 确定 变量 zs: 和 NN 的 值 ， 但 它们 将 在 本 书 第 2 卷 第 8 章 中 讨论 。 


然而 ， 现 在 ， 几 乎 没有 大 气 表面 层 中 N 值 和 相应 的 普 适 函数 pn(C) 的 数据 。 
有 大 量 表面 层 中 z 和 普 适 函数 ye(C) 的 数据 [例如 R. J. Taylor (1952)、Takeuchi 


(1962)、Panofsky (1962)、Lumley, Panofsky (1964)、Hess, Panofsky (1966). 


Cramer (1966)、Zubkovskiy (1967)、Myrup (1967), Panofsky, Busch et al. 


(1967). Busch, Panofsky (1968). and Fichtl (1968)]. 


然而 ， 所 有 %e(G) 的 


经 验 估计 都 显示 出 巨大 的 弥散 。 此 外 ， 一 些 最 广泛 的 测量 时 在 不 足够 均 
匀 的 地 点 《布鲁克 海 文 、 圆 山 和 肯尼迪 角 ) 和 相对 高 的 高 度 进行 的 。 所 


以 ， 所 有 验证 濡 流 能 量 平衡 方程 (7.102)〉 的 尝试 目前 都 是 不 确定 的 ， 得 
出 互相 矛盾 的 结果 。 我 们 也 必须 记 住 ， 所 有 已 有 的 满 流 能 量 扩散 以 及 
相应 普 适 函数 广 o(O 〇 和 (Ho(G) 的 直接 测量 [Record，Cramer (1966), Myrup 


(1967)、Panofsky et al.(1967)] 是 极端 粗糙 的 ， 没 有 包含 压强 项 (通常 


假设 很 小 ， 但 没有 证 明 〉， 弥 散 极 大 ， 几 乎 不 可 能 使 用 。 不 同 作者 以 
及 建议 (和 倡导 ) 了 平衡 方程 (7.102) 的 两 个 主要 的 简化 假设 : 1) 能 


量 耗 散 率 e 和 极限 能 产生 率 -wwv(6z/0z) 近 似 平衡 的 假设 ， 例 如， 近似 


Record, 
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RAC) = 9(C) = 5CJM(O， 这 表明 对 于 非 中 性 条 件 ， 汕 流 能 量 扩散 
在 绝对 值 上 近似 等 于 浮力 能 量 产生 率 或 吸收 率 wT'(g/To)， 但 符号 相 
反 ， 故 而 C + («/2)Cfi9(¢) ~ 0[[Lumley, Panofsky (1964)、Hess, Panofsky 
(1966)、Record，Cramer (1966)、Fichtl (1968)]; 2) 假 设 能 量 扩散 项 小 得 
可 以 忽略 ， 以 及 《7.103) 形式 的 近似 方程 pe(C) ~ pl) 一 LC 成 立 [Takeuchi 
(1962)、Panofsky, Busch et al. (1967)、Busch, Panofsky (1968)]。 这 两 个 
想法 之 间 的 矛盾 还 没有 得 到 满意 的 解释 。 同 样 值得 注意 的 是 ，Myrup 
(1967) 发 现 一 些 初步 迹象 ， 在 极端 强 对 流 中 ， 机 械 能 产生 不 起 重要 作用 ， 方 
程 (7.102〉 中 fr(0) 项 可 以 忽略 ， 能 量 扩散 是 重要 的 ， 不 能 忽略 (也 就 是 
说 ， 这 里 的 方程 (7.103) 是 不 对 的 ，o 关 1) 。 然 而 ， 这 个 结果 也 需要 进 


Ei ae ay. 
PP UESK o 


第 5 草 im PAIRS TB 


9. 灌流 的 拉 格 朗 日 描述 
9.1 “不 可 压缩 黏 沿 流体 的 拉 格 朗 日 动力 学 方程 
在 前 面 的 章节 中 通 篇 使 用 了 流体 运动 的 欧 拉 描述 。 在 这 


描述 中 ， 


不 可 压缩 流体 的 运动 (本章 中 我 们 限于 讨论 这 种 情况 ) 由 时 间 t 的 速度 
场 u(X,t) 表 征 ， 也 就 是 所 有 可 能 的 空间 点 的 速度 矢量 X = (X1, Xo, X3)。 


这 里 ， 由 于 下 面 将 要 阐明 的 原因 ， 通 常 把 坐标 写 为 Xi 而 不 


是 前 面 章节 


的 zi 是 方便 的 。 在 此 情形 ， 动 力学 方程 (其 中 压强 可 以 借助 方 


程 (1.9) 消 


去 ) 至 少 原则 上 可 以 确定 用 给 定 的 初始 值 u( 关 ,to) = u (X) RR WKAR 


现象 〈 即 消 流 中 外 加 物 的 扩散 ， 或 由 固定 流体 元 组 成 的 满 流 
和 流 线 的 变形 ) 是 不 方便 的 。 更 方便 的 是 使 用 流动 的 拉 格 朗 


mu( Xt) TEEN Zit > 如 的 值 。 然 而 ， 用 欧 拉 变量 去 研究 这 种 消 流 输 运 


中 物质 表面 
HHR, iB 


BEER MERAT” ARAINA = to 开始 的 运动 ， 而 不 是 固定 空 


间 点 承 的 流体 速度 。 对 于 流体 粒子 ， 我 们 指 的 是 一 团 线 尺度 和 分 子 间 平均 


距离 相 比 非常 大 的 流体 。 所 以 ， 对 于 这 样 一 团 流体 ， 合 理 的 
速度 ， 仍 然 保 存在 连续 介质 力学 的 框架 中 。 然 而 ， 这 个 小 尺 
一 团 中 的 速度 和 压强 可 以 认为 实际 上 是 常量 ， 在 所 讨论 的 时 
流体 团 可 以 认为 是 “整体 ”运动 的 ， 也 就 是 说 ， 没 有 可 观测 


是 谈 它 们 的 
度 很 小 ， 这 
间 内 ， 这 些 


变形 。 换 句 


话说 ，“ 流 体 粒 子 ” 是 流体 中 可 以 辨认 的 “点 ”， 根 据 流 体力 学 方程 在 空 
间 中 运动 。 拉 格 朗 日 描述 最 直接 地 和 单个 流体 元 (总 和 产生 了 流体 流动 ) 


的 运动 相 联系 。 所 以 ， 它 在 物理 上 比 欧 拉 描述 更 自然 。 同 时 ， 
日 变量 (是 关于 单个 流体 粒子 的 ) 比 使 用 欧 拉 变 量 u( 叉 , 妨 进 


使 用 拉 格 朗 
行 分 析 要 复 


杂 得 多 。 于 是 ， 拉 格 朗 日 形式 的 流体 动力 学 方程 对 于 具体 计算 很 少 使 用 。 
尽管 对 于 理想 非 粘 性 流体 ， 这 些 方程 在 茶 些 著名 的 教科 书 中 给 出 [ 见 ， 例 
如 Lamb (1932)]， 但 对 于 秋 性 流体 ， 相 应 的 方程 现在 是 相对 未 知 的 。 使 得 这 
些 方程 可 以 写 为 相对 紧凑 形式 的 推导 最 近 才 首次 被 Gerber (1949) 报道 [也 参 
见 Monin (1962c)]。 尽 管 在 注 流 理论 中 使 用 黏 滞 拉 格 朗 日 方程 仍然 是 未 来 的 
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工作 [参见 Lyupimov (1969)]， 但 我 们 现在 在 这 里 推导 这 些 方程 ， 同 时 引入 
一 些 本 章 后 面 经 常 使 用 的 概念 和 符号 。 
不 可 压缩 流体 流动 的 完整 拉 格 朗 日 特征 量 是 函数 入 (x,t)， 它 给 出 了 
任意 时 间 t， 所 有 可 能 的 由 某 个 参数 x 标记 的 “流体 粒子 ”的 坐标 入 。 原 则 
上 ， 流 体 理想 方程 使 得 入 (zt 可 以 在 任意 t > to 用 给 定 的 “流体 粒子 ” 速 
REV (x,t) = XLA 初始 值 给 出 ， 也 就 是 说 ， 用 


viet) = || 


值 给 出 。 朗 格 朗 日 特征 量 和 欧 拉 特征 量 之 间 的 关系 由 这 个 表达 式 给 出 : 
OX (x,t) 
ot 
从 欧 拉 动力 学 方程 到 拉 格 朗 日 方程 的 变换 包括 把 自 变量 (x,t) 换 为 (入 ,t)， 以 
及 把 未 知 函数 wu( 义 ,t) 换 为 和 (zx,t)， 它 和 ww( 叉 ,通过 方程 (9.1〉 相 联系 。 
此 外 ， 在 本 节 中 ， 我 们 将 总 是 使 用 流体 粒子 的 拉 格 朗 日 参数 z， 它 们 空 
间 华 标 入 在 t = 如 时 刻 的 初始 值 。 也 就 是 说 ， 我 们 假设 


= u[X (a, t), t]. (9.1) 


x = X(x, to). (9.2) 


在 此 情形 ， 两 个 变量 的 函数 X(z, 必 描述 了 一 族 “ 流 体 粒 子 ” 的 轨迹 ， 这 些 
粒子 在 初始 时 刻 二 加 在 流体 所 占据 的 空间 中 所 有 可 有 EE 的 点 z。 所 以 在 任 
意 t > to 时 刻 ， 对 应 于 所 有 可 能 x 值 的 点 入 = 六 (zx,t) 连 续 填 充 了 流体 占据 的 
ante 所 以 ， 拉 格 明 日 描述 包括 为 流体 流动 指定 一 组 轨迹 ， 用 z 区 分 彼 

， 时 间 在 每 条 轨迹 中 起 到 了 参数 的 作用 。 人 对 应 于 这 些 轨 
a 实际 上 是 跟随 流体 的 数学 

现在 让 我 们 推导 拉 格 天 日 动力 学 方程 。 我 们 将 使 用 矢量 对 和 zx 的 笛 卡 尔 
ay, ZY ANS A(X, X2, XX3) 和 (zx1, x2,23)。 如 上 所 述 ， 从 欧 拉动 力学 方程 
变换 到 拉 格 天 日 方程 包括 首先 用 (zx1, vo, 3, t) IRA REX, Xo, X3,t)。 在 
进行 这 种 变量 丛 换 时 ， 我 们 强调 从 第 卡 尔 坐 标 变换 为 跟随 流体 运动 的 非 稳 
态 曲 线 坐标 和 非 正 交 坐标 。 实 际 上 ， 在 所 有 时 刻 ， 每 个 坐标 面 x; = 常量 
同样 的 “流体 粒子 ”组 成 。 最 初 这 些 面 是 平面 ， 但 随时 间 流 逝 ， 它 们 由 于 
流体 混合 而 变形 。 

此 外 ， 对 于 变量 (zt za,z3)， 我 们 使 用 雅 可 比 行列 式 的 简写 形式 


0(4, B,C) 


T A = [A, B,C] (9.3) 


9. 9. 满 流 的 拉 格 朗 日 描述 


无 需 进一步 说 明 ，[4, B, Cl 在 变量 4, B,C 的 偶数 次 交换 下 不 变 ， 在 奇数 次 
交换 下 改变 符号 。 


在 从 欧 拉 坐标 Xa 到 拉 格 明日 坐标 zs 的 变换 中 ， 和 矩阵 


OXa 


M = 
xg |’ 


detM = |M] = [X1, X2, X3] (9.4) 


EET SEA. REDT (9.2, EINA Ze = 64g， 也 就 是 说 ， 逢 
阵 MM 是 单位 矩阵，|M| = 1。 变 量 史 是 着 矩阵 M- 的 元 素 ， 或 者 矩阵 M 中 
a 
的 公式 : 

of 
aX; =a 
这 里 以 及 往 后 ， 对 于 (i, j,k)， 我 们 指 的 是 指标 (1, 2, 3) 的 偶 交 换 。 把 左边 写 
gt Se, BAUMAK (9.5) 是 对 的 ， 其 中 重复 指标 a 和 往常 一 样 表 示 
求 和 。 公 式 右边 通过 行列 式 对 / 列 元 素 的 展开 得 到 同样 的 表达 式 。 


由 方程 9.1) 和 (9.5) 得 到 下 面 速度 散 度 的 表达 式 : 


Oua ð Xa 
aX, OX, ðt 


1 (fax, OX» OX; 1 olMI| 
IM]| |S „Xa Xo] + 28) ba at =I} = IM] Or 


Xi (9.5) 


divu = 


其 中 wu 是 速度 场 的 笛 卡 尔 分 量 。 对 于 不 可 压缩 流体 ， 速 度 散 度 严格 等 于 
Z. MUM = 0， 于 是 |M| 不 随时 间 变 化 。 因 为 在 初始 时 刻 |M| = 1， 这 个 
方程 在 任意 时 刻 仍然 成 立 。 回 忆 |M| 的 表达 式 (9.4) ， 我 们 有 


[X1, Xo, X3] = 1. (9.6) 


TON Ty He te Rim FS Ba BEA) 不 可 压缩 流体 的 连续 性 方程 的 拉 格 朗 日 
形式 。 

此 外 ， 我 们 将 使 用 方程 〈9.5) ， 在 其 右边 设 |M| = 1。 使 用 两 次 这 个 公 
式 ， 我 们 得 到 对 欧 拉 左边 X。 的 拉 普 拉 斯 算 符 的 表达 式 : 


2, 0 of | 
Vil = ox ax, ~ 
[X2, X3, [X2, X3, f]] + [X3, X1, [X3, X1, f]] + [X1, X2, [X1, X2, fl]. 


(9.7) 
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现在 我 们 容易 得 到 纳 维 -斯 托 死 斯 方程 


du; 1 ðp 2 
a Om UV xX Ui (9.8) 


的 拉 格 朗 日 形式 。 使 用 方程 (9.1) 、 (9.5) 和 (9.7) 我 们 得 到 


OX; 1 
Ot p 


OX; OX; 
X Xento f [xs [xs aal + bs bs | + [xa Xa, Lx 


Ot 
(9.9) 
REX, (a, t), i = 1,2,3 和 p(x,t) 的 方程 (9.6) FL (9.9) 构成 了 不 可 压缩 
笑 灌 流体 完整 的 拉 格 朗 日 动力 学 方程 组 。 
存在 与 运动 方程 中 非 线 性 项 对 应 的 力 。 这 些 力 描述 了 一 个 力学 系统 
各 个 分 量 之 间 的 相互 作用 。 所 以 ， 在 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 9.8， 中， 加 速 
度 哩 的 表达 式 中 出 现 了 变量 必 的 二 次 非 线 性 项 。 这 代表 了 速度 场 w( 瑟 ,性 空 
间 不 均匀 性 之 间 的 惯性 相互 作用 ， 其 中 压强 梯度 可 以 借助 方程 (1.9') 表 
示 。《 让 我 们 强调 ， 黏 清 力 在 方程 〈9.8) 中 由 一 个 线性 表达 式 描述 。) 
然而 ， 初 始 相互 作用 是 相对 的 ， 它 们 在 变换 到 附着 在 粒子 上 的 参考 系 中 被 
消除 了 。 在 拉 格 朗 日 运动 方程 (9.9) 中 ， 变 量 X; 的 非 线 性 表达 式 仅 描 述 
了 流体 粒子 之 间 真 实 的 相互 作用 力 ， 也 就 是 说 压强 和 黏 滞 力 。 黏 沿 相 互 作 
用 这 里 由 变量 X; 的 五 阶 非 线性 项 描述 。 运 动 方程 中 非 线 性 项 和 线性 项 的 典 
型 值 之 比 可 以 称 为 相互 作用 常量 。 所 以 对 于 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 〈9.8) ， 
惯性 相互 作用 常量 是 惯性 力 和 克 湿 力 典 型 值 之 比 ， 也 就 是 雷诺 数 ，Re。 
对 于 足够 大 的 Re《〈 充 分 发 展 的 汕 流 的 特征 ) ， 人 惯性 相互 作用 非常 强 。 在 拉 
格 朗 日 描述 中 ， 黏 滞 相 互 作 用 常量 是 黏 滞 力 典型 值 和 典型 加 速度 之 比 ， 例 
如 ，1/Re。 对 于 大 的 Re， 黏 滞 相 互 作 用 非常 弱 。 
现在 让 我 们 写 出 二 维 平面 平行 流动 的 拉 格 朗 日 动力 学 方程 。 令 流体 运 
动 仅 发 生 在 平面 z3 = 常量 中 ， 故 而 Xs 三 za， 其 中 XI 和 Xo 不 依赖 于 za。 然 
后 使 用 下 面 对 (zx1, x2) 的 雅 可 比 行列 式 : 


= [4, B], (9.10) 


方程 (9.6) M (9.9) 容易 简化 为 


[X1, X2] =1, 


OX, 1 OX, OX, 
gir ~~ piel {pe [an Gel + [ae [xe el} 


Xz 1 OX» IX» 
per esol +f | e | 
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=F 


这 


x E a dit 7 Ea Ae 


[==] 


Xi 的 三 阶 非 线 性 表达 式 描 述 。 


(9.11) 


在 结束 本 小 节 时 ， 让 我 们 注意 到 ， 


一 种 方法 


把 流体 流动 的 拉 个 明 


日 描述 和 


除了 使 用 表达 式 (9.1) ， 存 在 另 
欧 拉 描述 联系 起 来 。 这 是 通过 研 


究 


“流体 粒子 ”的 人 


E 意 守恒 特 


征 量 来 实现 的 ， 也 就 是 ， 对 于 


固定 流体 粒 


子 ， 在 其 运动 过 程 中 不 变 的 特征 量 。 在 拉 格 朗 日 描述 中 ， 每 个 这 种 特征 量 
都 可 以 写 为 V(z) 的 形式 ， 因 为 对 于 固定 的 z 它 不 依赖 于 时 间 t。 然 而 ， 在 欧 
拉 描述 中 ， 这 样 一 个 特征 量 在 固定 空间 点 天 的 值 # 可 能 随时 间 t 变 化 ， 也 就 
是 = 区 ( 瑟 ,。 拉 格 朗 日 描述 和 欧 拉 描 述 之 间 的 关系 由 这 个 表达 式 给 出 : 
T(x) = Y|X(z,t),t]. (9.12) 
yO) = 0， 所 以 右边 对 时 间 的 全 微分 必须 也 等 于 零 ， 也 就 是 
dy _ Oh | Ob Xa _ Ob, 3V o 
dt Ot OXa Ot Ot "OXa 
其 中 我 们 使 用 了 方程 9.1) 。 再 使 用 不 可 压缩 流体 的 连续 性 方程 号 < ， 我 
们 得 到 Ga es 
Uap 
Bt Ox, = (9.13) 
这 个 方程 是 表达 式 (9.12) 的 微分 版 本 的 类 比 。 所 以 ， 流 体 粒 子 任意 守恒 特 


量 的 欧 拉 场 满足 平移 方程 (advection equation) (9.13) 。 


tee, RMR (a) = 5(z 一 x0) 仪 对 一 个 流体 粒子 (也 就 是 对 于 初 
始 坐 标 zo) 不 等 于 0， 而 等 于 无 穷 大 ， 对 应 于 欧 拉 场 


征 


U(X, t) = [x os X (x0, t)], (9.14) 
这 是 平移 方程 (9.13) 对 初始 条 件 
W(X, to) = 6(X — x0). (9.15) 
的 解 。 
“守恒 特征 量 ” 的 一 般 概念 当然 代表 了 一 种 数学 上 的 理想 化 情形 。 为 
了 能 够 真正 追 踩 流体 粒子 的 运动 ， 必 须 对 其 进行 “标记 ”， 也 就 是 它 必 
须 有 某 些 性 质 区 别 于 周围 的 介质 。 这 种 标记 最 简单 的 实现 是 添加 某 种 独 
特 的 由 流体 运动 输 运 又 不 影响 流动 的 被 动 外 加 物 。 在 这 种 情形 ， 外 加 物 浓 


度 9( 久 ,tt) 表 现 为 欧 拉 守恒 特征 量 y(X,t)。 


然而 ， 真 实 的 浓度 场 也 受到 分 子 
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扩散 影响 ， 于 是 ， 它 满足 扩散 方程 


Ov uav 
一 十 


= 2 / 
T xV“. (9.13 ) 


这 个 方程 和 平移 方程 (9.13) 的 不 同 之 处 在 于 右边 理想 化 守恒 特征 量 y( 关 ,与 
分 子 扩散 系数 成 比例 。 现 在 ， 扩 散 方程 的 拉 格 朗 日 形式 可 以 以 非常 类 似 于 
拉 格 朗 日 动力 学 方程 推导 的 方式 推导 出 来 [Corrsin (1962)， 也 参见 Okubo 
(1967)]。 这 里 拉 格 朗 日 浓度 场 


V(x, t) = VX (x,t) 


可 能 是 主要 的 变量 ， 这 个 变量 依赖 于 t 并 且 满 足 方程 
OU (a, t) _ 
Ot 
这 意味 着 9 在 x = 0 时 不 依赖 于 上 HPXi(a,t),¢ = 1,2,3 是 动力 学 方程 

(9.6) Fl (9.9) 的 解 。 


x {[X2, X3, [Xs, X3, v|] + X3, Xı, [X3, X1, v] T [X1, X2, [X1, X2, 9]]]} ) 


9.2 FLAS BA A ima tt 正 量 


对 于 消 流 的 统计 描述 ， 首 先 必 须 指明 假设 哪个 特征 量 有 概率 分 别 ， 也 
就 是 说 ， 是 茶 个 随机 场 的 实现 。 在 前 面 章节 对 洱 流 的 讨论 中 ， 我 们 总 是 假 
设 随 机 场 是 欧 拉 速 度 场 u( 关 ,t+)。 然 而 ， 在 此 情形 ， 拉 格 朗 日 变量 


V(a,t) = ulX (x,t), AX (x,t) =£ + f V (a, t')dt’ 


to 


也 是 宗 量 z 和 t 的 随机 函数 。 此 外 ， 对 于 仍 以 有 限 数量 "个 流体 粒子 〈 由 时 
Alt = 0 它们 处 于 点 zi,…,zn 的 事实 来 辨认 ) » WEEN ZI th, tmh 
坐标 入 和 速度 六 ， 多 维 联合 概率 密度 存在 。 这 些 多 维 密度 是 3m + mm 个 变 
量 zil,zZl2,zZl13) «+ Ens Tn2; Cn3, 1, .tm 的 函数 (其 中 zil, ti, tig tR Erh 
a= » FeV AY AE AS Hi H H Se RES. RITE, RAM 

率 分 布 对 变量 集合 〈 也 就 是 固定 流体 粒子 的 拉 格 明日 坐标 或 速度 以 及 固定 
SRANIE 也 存在 。 这 些 “ 混 合 概率 ”分 布 有 时 也 很 有 趣 。 

我 们 用 下 面 这 类 符号 表示 概率 密度 : 


p(X, V, -. (01,02, ..5 C1, ta, ger) 


9. 满 流 的 拉 格 朗 日 描述 


其 中 括号 中 竖 线 坐标 的 值 表示 所 研究 的 随机 变量 ， 字 母 和 相应 的 变量 本 入 
相同 ， 竖 线 后 面 的 值 是 这 些 变量 依赖 的 参数 。 如 果 对 应 于 几 个 变量 的 参数 
一 致 ， 并 且 没 有 混 痛 的 危险 ， 那 么 我 们 只 在 竖 线 后 面 写 一 遍 。 

汕 流 的 各 种 拉 格 明日 量 和 混合 统计 特征 量 满足 很 多 一 般 关 系 ， 其 中 一 
些 在 这 里 指出 。 我 们 从 “平移 方程 ” (9.13) 得 出 的 那些 关系 式 开始 。 取 表 
达 式 (9.14) 为 这 个 方程 的 解 ， 根 据 方程 〈9.1) 


Ua(X,t)6[X — X(z,t)] = 
aX (a, t)]5[X — X(a,t)] = Vala, t)dLX — X(x,t)] 
我 们 得 到 


IX — X(w,t)] , AVa(w,t)6[X — X(a,1)] 
Ot DOX。 


然而 ， 由 概率 平均 的 定义 [见方 程 (3.12) ] 


=0. 


xX — Xæ] = p(Xle,t) 


Va(a, t)d[X — X(x,t)] = J V(X: Vie, ay. 


Fit, XOX — X(x, t AEFI, RITA 


Op(X |x, t) 
ot 


a 
ara f Vap(X,V|ax,t)dV = 0, (9.16) 


这 是 平移 方程 《9.13) 的 统计 类 比 。 

统计 特征 量 之 间 的 男 一 类 关系 可 以 由 拉 格 天 日 速度 V(x,t) (代表 了 
BE DL es Blu(X, t)fE REAL AA X (a, tE ， 通 过 引入 依赖 于 固定 点 X1 = 
外 (x, 的 随机 变量 V(Xi1, x,t) 得 到 。 这 个 变量 的 值 是 时 刻 t = 加 在 点 z， 
时 刻 t 在 固定 点 及 1 的 那些 流体 粒子 的 速度 。 其 概率 密度 p(V|X1, zz, 是 
TEV (x, t) ERX (x,t) = X 下 的 条 件 概率 密度 。 所 以 ， 严 格 来 
Ub, V(X1, 2 四 的 概率 分 布 既 不 是 纯 拉 格 朗 日 的 ， 也 不 是 纯 欧 拉 的 。 然 
而 ， 可 以 预期 ， 随 着 t — to 增 大 ， 这 个 概率 分 布 对 x 一 般 会 变 得 越 来 越 不 重 
要 。 对 于 足够 大 的 t = to， 通 过 比较 拉 格 朗 日 关联 时 间或 者 拉 格 朗 日 积分 时 
标 ， 


7 We DV) 
T= 1 | 


J VEV, toy]? 
0 


这 个 依赖 关系 通常 可 以 完全 忽略 。 所 以 ， 通 常 可 以 认为 对 于 这 个 ! 一 to， 
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外 将 看 到 ， 在 沿 zx3 = 


而 us(X1,t) t) = 一 0。 


不 难看 到 ， 流 体 粒 子 在 不 同时 间 妈 ，… 


随机 变量 V(X1, zw,t) 等 价 于 
把 V(X1, x, t)RNu(X 1, tA 


OF E A tat 


联合 概率 密度 可 以 写 为 这 种 形式 


p(Vı, Valtis Bate 


tv GE LAR (Xt). PA, ERNIE , 
FE 意 t 一 to 值 不 总 是 合适 的 。 例 如 ， 我 们 后 


界 层 中 ， 对 于 所 有 1 和 t,，V3(X1,z,t) > 


0, PET FETE BUR PV3(X 1, a, t) = 常量 ~ bus 


Tn,) ty, tn) = 


其 中 b 是 一 个 普 适 常数 ， 


tn 的 n 个 速度 V (x1, tı), V (£n, ta) 的 


| of oe Vadis ae Sent Se) x 


p(X, si Xn|z1, bi, sony 


其 中 积分 号 下 的 第 一 


度 : 假设 它们 在 相应 时 间 的 坐标 为 


tn)dX1..dXp, 


(9.17) 


个 因子 是 流体 粒子 速度 在 这 个 条 件 下 的 条 件 概 率 密 


fel KE (HX (x, ti) = Xi, X (Ln; tn) = 


Xn。 如 果 所 有 流体 粒子 都 不 同 ， 也 就 是 说 ， 初 始点 zl …,zn 没 有 两 个 是 相 
同 的 ， 那 么 这 第 一 个 因子 是 上 面 引入 的 随机 变量 V(X1, 21, t1),.., W(Xn, tn, tn) 
的 联合 概率 密度 。 方 程 (9.17) 积分 号 下 第 二 个 因子 是 拉 格 朗 日 随机 变 


取 自 Monin (1960)， 


沦 的 所 有 流体 粒 了 部 不 同 并 且 所 有 关 to, -tn 一 to 都 足够 大 ， 那 么 方程 


=X (z1, to),.…, o 


n) 的 联合 概率 密度 。 方 程 (9.17) 和 它 的 推论 一 样 


是 概率 论 中 “全 概率 定理 ”的 一 般 形式 。 如 果 所 讨 


(9.17) 积分 号 下 第 


于 是 这 个 因子 可 以 被 认为 是 


个 因子 对 宗 量 zl, …， 


之 间 的 一 个 近似 关系 。 


ERIRE EL £2 


= En(= 2) 时 方程 (9.17) 的 特殊 情 
有 ， 这 个 公式 含有 单个 流体 粒子 在 不 同时 刻 坐 标 和 速度 的 概率 密 ) 


zn 的 依赖 在 一 些 情形 可 以 忽略 。 
回 定 点 速度 V1 一 u(Xı, tı), saa Vn = U(Xn, tn) 
的 概率 密度 ， 故 而 这 里 方程 (9.17)〉 变 为 满 流 的 拉 格 朗 日 和 欧 拉 统计 特征 量 


E 


ix H Eo 
当 n = 1， 我 们 得 到 
pVle,) = | p(VIX, æ, tp Xle, t)AX. (9.18) 


如 已 经 注意 到 的 ， 对 


(9.18) 可 以 认为 时 ] 


联系 拉 格 朗 日 


统计 类 比 。 现 在 把 方程 (9.18) 带 入 平均 值 V(z, 妨 〈 从 一 般 方程 (3.12) HE 


于 足够 大 的 ! 一 to， 函数 p(V|z,t) 有 时 可 以 作为 固定 
IN 25 R(X, CR REV = wu( 关 ,tt) 的 概率 密度 。 从 这 个 意义 上 说 ,方程 


速度 和 欧 拉 速 度 


的 基本 表达 式 (9.1) 的 


9. 9. 满 流 的 拉 格 朗 日 描述 


导出 来 ) ， 我 们 得 到 


重 写 为 这 种 形式 


Væ i = | VX æ p(X|x,)ax (9.19) 
当 t 一 t0 > oo V(X, a, t) PRM Fae, WEEBAKME 一 to， 这 个 方程 可 以 
V(t = | UX Dp(X le, aX. (9.20) 


对 于 单个 流体 粒子 在 连续 两 


个 时 刻 t0 和 t > to 的 速度 V1 = V(x, to) AV 2 = 


V(x, HKKK, FRE 9.17) 得 出 表达 式 


P(V1, Va|x, to, t) = J pV ValX; æ, to, tX e, ax, 


其 中 积分 号 下 第 一 个 因子 时 变量 Y1 = 


联合 概率 密度 。 所 以 由 此 ， 对 于 拉 格 朗 日 速度 关联 函数 


布 (9.21) 的 混合 三 阶 和 矩 ViiV2;， 其 中 下 标 i 和 ;时 矢量 V1 和 Vo 的 分 量 指 


bx) ， 我 们 得 到 下 面 的 关系 : 


Vile, to) Valet) = 有 RD x,t)dx. 


V(X, to) = ulz, to) FIV 2 = 


(9.21) 


V(X,2,t) fy 
(也 就 是 分 


(9.22) 


对 于 和 拉 个 朗 日 关联 时 间 相 比 足够 大 的 t 一 如 0 值 ， 基 于 上 面 的 论证 ， 可 以 


而 ， 对 于 这 些 t 一 to ’ 实 


(9.22) 坐标 不 是 最 一 
即 如 ， 相 应 “流体 粒子 


AV; (x, t1)V; (a, t2) (其 中 t。 > tı > to) 更 一 般 ， 使 用 方程 (9. 


可 以 将 其 表示 为 


是 不 相关 的 。 所 以 ， 在 此 情 


认为 积分 号 下 的 速度 关联 函数 就 是 欧 拉 时 空 关联 函数 wi(z,to)uj( 关 ,tj。 然 


BEBA WAV; (a, to) FIV; (x, tA Rui (a, to) Mu; (X, tE 


形 ， 这 个 方程 的 渐 近 形式 没有 太 大 意义 。 方 程 


股 的 拉 格 朗 日 速度 关联 函数 ， 因 为 在 其 中 一 个 时 刻 ， 


” Al 


“ 标 具 有 等 于 z 的 固定 值 。 拉 格 明 日 


速度 关联 函 
17) ， 我 们 


Vi (a, tı) Vj (a, t2) = | [Re I Kaw Heli, Xle, ty to)dXrdXo, 


FEV (X1, Xo, x, ty, to) KRN Alta TERK PAE PAE AY LE: 在 
INZllto. t1Altg, IRD OTT AE a, XY FIX. 
to V(X1, x, ti A Ai whe Pu(X1,t1). DNA, HFE 
够 大 的 刀 — tio W(X1, X2, a, th, to) (A 


对 于 足够 大 的 万 一 


(9.23) 


AS AY VA Wi eh F(X 9, te) 
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9.3 ”单个 流体 粒子 的 位 移 特征 量 ; 均匀 泣 流 的 情 开 


时 刻 t = 加 处 于 点 z 的 流体 粒子 的 运动 完全 由 矢量 函数 和 (z, 昌 描述 ， 它 
给 出 了 这 个 粒子 在 任意 时 刻 ! 的 位 置 。 也 可 以 使 用 粒子 在 时 间 间 隔 r 内 的 位 
BREE (2,1): 


t0 十 了 
Y(r)=X(#,tp4+7)-2= / V (a, t)dt, (9.24) 


to 


这 通常 是 非常 方便 的 。 在 这 一 小 节 中 ， 我 们 将 研究 随机 矢量 Y(7) 的 统计 特 
征 


变量 Y (7) 的 完整 描述 需要 给 出 其 三 维 概率 密度 p(Y|7; x, to) IRT 
参数 r-、z 和 to。 容 易 看 到 ， 对 于 和 典型 拉 格 天 日 相关 时 间 给 出 的 时 标 T 相 
比 足够 小 的 r， 这 个 概率 密度 可 以 用 满 流 的 欧 拉 统计 特征 量 表示 。 实 际 上 ， 
当 7 < 饼 了 了 ， 拉 格 朗 日 速度 在 时 间 r 内 不 变 ， 所 以 这 里 方程 《9.24) 可 以 重 写 
为 


Y(T) = V(x,to)r = u(x, to)r. 


所 以 这 个 情形 中 YY(7) 的 概率 密度 可 以 变换 为 


Y 
P(Y |T; x, to) &T “(= 


x vt), (9.25) 


FE P(ula, to) Ætt Alto FE E EK ac HY BR i RE we (ae, to) HY BER PE. WR i 
流 是 稳 态 的 ， 那 么 密度 P(w|z,to) 容 易 通 过 分 析 长 时 间 内 点 x 的 速度 观测 来 
确定 。 所 以 ， 例 如 ， 在 开口 处 有 方形 网 格 《〈 从 而 在 下 游 产 生 强 满 流 ) 的 风 
洞 的 满 流 中 ，Simmons, Salter (1938) 和 Townsend (1947) 的 测量 数据 令 人 信 
服 地 表明 ， 当 7 之 TT， 分 布 P(w|zx) 以 及 p(Y|7, x) 非常 接近 正 态 分 布 。 


对 于 不 非常 小 的 -， 分 布 p(Y|7; zx,to) 不 一 定 可 以 用 欧 拉 统计 特征 量 表 
Io Am, WRT 六 TT， 那么 可 以 使 用 这 个 事实 ， 这 里 方程 (9.24) 右边 
可 以 表示 为 长 度 为 T 的 非 相 交 时 间 间 隔 的 积分 的 和 ， 是 弱 依 赖 随机 变量 。 
所 以 ， 有 可 能 对 这 个 求 和 使 用 所 谓 弱 依 赖 随机 变量 的 中 心 极限 定理 ， 据 
此 ， 大 量 这 变量 求 和 的 概率 分 布 在 茶 些 一 般 条 件 下 非常 接近 正 态 分 布 。 
最 近 ， 中 心 极限 定理 也 被 直接 证 明了 ， 尽 管 对 于 (9.24〉 类 型 的 积分 有 一 
些 温 和 的 限制 。 例 如 ， 见 Rozanov (1967)， 那 里 考虑 了 一 个 稳 态 随机 函数 
的 积分 。 对 于 一 些 非 稳 态 随机 函数 的 积分 也 有 类 似 的 定理 。 不 幸 的 是 ， 仍 
然 不 可 能 直接 使 用 这 些 证 明 ， 因 为 对 随机 函数 的 这 些 温和 的 限制 条 件 不 能 
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直接 在 实际 过 程 中 验证 。! 然而 ， 这 些 条 件 非常 自然 ， 如 果 位 移 Y(r) 的 概 
率 分 布 在 r > T 时 和 正 态 分 布 有 本 质 不 同 ， 那 么 这 会 非常 显著 。 在 某 些 情 

形 ，Y(r) 的 分 布 ， 或 者 至 少 对 于 这 个 矢量 的 某 些 分 量 ， 可 以 近似 通过 测量 
流动 中 一 个 外 加 物 源 产生 的 污染 流体 的 “ 慢 ” 的 各 个 截面 的 浓度 分 布 来 确 
定 ， 例 如 ， 一 个 热 物体 后 方 热 尾 流 的 各 个 截面 中 的 温度 分 布 。 所 以 ， 实 验 
成 功 证 明了 ， 在 很 多 满 流 中 ， 大 7 的 (7) 分 布 实际 上 非常 接近 正 态 分 布 ， 

而 在 网 格 后 的 风 洞 满 流 的 特殊 情形 ， 对 于 所 有 7 值 都 几乎 是 正 态 分 布 [ 见 ， 

例如 ，Collis (1948)、Townsend (1951), Uberoi, Corrsin (1953)|]。Y(7) 分 
布 对 于 所 有 7 值 都 几乎 是 正 态 分 布 的 事实 并 不 令 人 恢 讶 ， 因 为 如 我 们 已 经 看 
到 的 ， 它 对 于 小 的 和 大 的 7 都 一 定 是 正 态 分 布 。 它 对 于 所 有 7 值 都 接近 正 态 
仅仅 表明 ， 最 有 中 间 的 7 值 ， 分 布 的 形式 没有 剧烈 变化 。 然 而 ， 一 般 来 说 ， 

没有 理由 预期 YY (7) 的 分 布 对 于 适中 的 7 值 也 接近 正 态 分 布 。 


现在 让 我 们 研究 随机 矢量 Y(7) 最 重要 的 数值 特征 量 
和 矩 。 这 个 矢量 的 平均 值 等 于 
to+T 
2 f Vend. (9.26) 
to 


据 此 可 以 证 明 ， 在 一 些 重要 的 特殊 情形 Y(7) = UT， 其 中 U 是 适当 定义 的 
平均 流动 速度 〈 见 下 面 的 例子 ) 。 然 后 只 剩 下 研究 位 移 涨 落 
totrt 
Y'(-)=Y(7)- YC) = / V' (a, t)dt 


mh 


其 一 阶 和 二 阶 


的 特征 量 。 这 个 随机 矢量 的 二 阶 矩 张 量 由 这 个 方程 给 出 : 
totrt totr 
Di;(7) = Y} (r)¥}(r) = f / Vi (ax, t1)V; (x, t2)dtidta, (9.27) 


to to 


它 被 称 为 流体 粒子 位 移 协 方差 〈 或 方差 ) 张 量 。 让 我 们 注意 到 当 Y(7) 的 概 
率 分 布 可 以 认为 是 正 态 分 布 时 ， 矢 量 (9.26) 和 张 量 (9.27) 完全 表征 了 这 
个 分 布 。 


1 所 以 ， 例 如 ， 很 多 证 明 使 用 了 所 谓 强 混合 条 件 。 J BPAY (x, t), ABA 
要 求 存 在 一 个 正 的 函数 a(7)， 在 7 一 peste ) 一 0， aye t), —0 < t < 加 的 任意 泛 
KAV (æ, t”), to +T <t” < co 的 任意 泛 函 之 间 的 相关 系数 的 模 小 于 a(7)。 
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对 于 足够 小 的 r《〈 使 得 8 (r) ~ u(x, tor), BAFE (9.2 我 们 得 到 


Dij(7) ~ uj (a, toju; (a, to) «7? = Bijt’. (9.28) 


对 于 稳 态 流 ， 系 数 Bi = lw tua, 只 依赖 于 p， 并 且 在 额外 的 随 
机 场 u(x, 如 均匀 的 假设 下 ， 是 严格 恒定 的 。 对 于 不 太 小 的 7 可 以 得 到 函 
数 Dij(7) 形 式 的 具体 信息 ， 但 仅 对 某 些 特殊 灌流。 

我 们 首先 考虑 稳 态 均匀 满 流 的 理想 化 情形 ， 其 中 所 有 流动 变量 都 是 同 
一 时 刻 三 维 空间 中 的 均匀 随机 场 ，t 的 稳 态 随机 函数 。 在 此 情形 ， 平 均 束 
度 w 对 空间 和 时 间 都 是 不 变 的 ， 于 是 


V (x,t) = ulX (7,t),t =u, Y(T) = UT. 


Hm 


此 外 ， 这 里 流体 粒子 的 涨 落 速 度 V'(z, 如 对 于 所 有 z 具 有 同样 的 统计 特征 时 
并 且 是 t 的 稳 态 随机 函数 ， 故 而 


a 
Væ, t1) V(t) = BO (ta — t1) = (WPu?) RE? (t2— t1), (9-29) 


其 中 字母 了 表示 相应 的 函数 是 拉 格 朗 日 关联 函数 。 限 制 变 换 为 新 的 变 
Bs = t2 — h Alt = 452, Te (9.27) 可 以 重 写 为 


lt 


‘AID 


T to+T—5 


Dim = | | BP) + BD (ds 


© 

=œ 
S] 

NI“ 


(9.30) 


或 者 对 t 积 分 后 得 到 


DTE J (T — 5)[B{P (8) + BP (8)]ds 
(0) 


S (uu?) " : i (r = s)[RP (8) + RP (s)]ds. (9.30) 
0 


G. I. Taylor (1921) 的 经 典 工 作 中 首次 得 到 了 V(7) 一 个 成 分 方差 的 类 似 方 
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差 〈9.30) 的 结果 。Kampé de Fériet (1939) 在 i = 7 的 情形 以 及 Batchelor 
(1949b) 在 一 般 情形 把 它 写 成 了 方程 9.30) 的 形式 。 当 i = j WE 
(9.30) 变 为 


T 


DeG) = / (7 — s)B(s)ds = 2a? l (r= s)R®(s)ds. (9.31) 
0 0 


(这 里 ， 正 如 下 文 ， 不 假设 对 i 求 和 ! ) 现在 让 我 们 采用 这 个 自然 的 假设 ， 
拉 格 朗 日 关联 函数 RO(s) 在 s -oo 时 趋向 于 零 ， 并 且 速 度 快 到 使 得 存在 下 
面 的 关联 时 间 : 


OO 


= f RP ou. (9.32) 


0 


Limite SiR BART, APRS SAR ET), i= 1,2,3 的 最 大 值 或 平均 
值 。 同 样 假 设 积分 


sh (de SS: (9.33) 


有 限 ， 对 于 足够 大 的 r《〈 也 就 是 说 ， 当 r > T) 有 可 能 的 把 方程 (9.31) & 
换 为 渐 近 表达 式 


OO 
x 2u: uP fi T—8) ds = Qui? (Tyr 一 Sj). (9.34) 
0 


对 于 非常 大 的 r，r 的 线性 项 扮演 了 方程 (9.34) 右边 的 基本 角色 。 所 以 ， 
方程 (9.34) 可 以 重 写 为 


Dult) = 2u2 Ti, (9.35) 


容易 看 到 ， 这 也 可 以 不 假设 积分 〈9.33) 有 限 而 得 到 。 类 似 地 ， 对 于 足够 大 
的 7 可 以 得 到 下 面 Dij(7) 的 表达 式 : 


Dole) Sea ne T= / [RY (s) + RY (s)]ds. (9.36) 
0 


方程 (9.35) 表明 ， 粒 子 位移 的 方差 在 足够 场 的 时 间 r 后 变 得 正比 
于 r。 这 个 结果 完全 类 似 于 布朗 运动 的 基本 规律 ， 根 据 这 个 规律 ， 布 朗 
运动 粒子 或 任何 参与 分 子 扩散 的 粒子 位 移 的 平方 平均 ， 正 比 于 运动 〈 扩 
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BO 时 间 。 对 于 非常 小 的 r， 根 据 方程 (9.28) ， 位 移 方程 对 7 的 依赖 是 
二 次 方 的 ， 对 于 具有 有 限 速度 的 任意 运动 一 定 都 是 这 样 的 。 对 于 中 等 
的 r 值 ，Dia(r) 对 7 的 依赖 更 复杂 ， 依 赖 于 关联 函数 RO(s) 的 形式 。 见 ， 


| (1952，1953) 和 Pasquill (1926b) 画 的 对 应 于 一 些 特殊 形式 的 
函数 RY e 同 
fr AVR Bm BL )(s) 可 以 取 负 值 并 且 随 宗 量 的 增 大 而 频繁 改变 符号 ， 


样 ， 根 据 Frenkiel 和 Pasquill 的 数据 ， 只 


BR (s ) 才 会 有 大 的 方差 Dii(7 ) 值 。 对 于 在 任何 地 方 都 保持 为 正 的 函 


aR” (8), 


28) 被 很 好 地 满足 ， 


Di(7) 对 函数 RWO(s) 具 体形 式 的 依赖 非常 弱 ， 这 里 对 于 所 有 7 < 
元 渐 近 公式 (9. 
很 好 地 满足 。 所 以 ， 对 


对 于 所 有 T > 5T; HEAT (9.35) 被 


FERRARO (s), 方差 Di(7) 强 烈 依赖 于 涨 流 强 


度 邓 及 其 时 标 了 ， 但 只 是 弱 依赖 于 关联 函数 尽 汶 (s) 的 具体 形式 。 


可 以 假设 ， 由 稳 态 均匀 湛 流 模型 得 到 的 结果 没有 实际 意义 。 这 是 因为 


无 界 空间 中 的 均匀 满 流 一 


般 仅 仅 是 数学 上 的 理想 化 情形 ， 稳 态 假 设 令 情况 


更 糟 ， 因 为 能 量 耗 散 暗示 狐 清流 体 的 稳 态 流 必 须 有 外 部 能 量 源 ， 所 以 不 会 


是 均匀 的 。 然 而 ， 实 际 上 容易 看 到 ， 上 面 公 式 (9.31) 的 推导 只 需要 流动 


对 于 Ozi 轴 是 均匀 的 。 于 是 ， 我 们 可 以 指出 几 种 完全 现实 的 流动 ， 其 中 可 
以 使 用 上 面 得 到 的 结果 。 特 别 地 ， 按 照 G. T. Taylor (1954a)[ 他 的 工作 在 


后 面 详细 讨论 ]， 


Batchelor 注 意 到 这 些 结果 可 以 直接 用 于 任意 不 变 截 面 的 


足够 长 的 直 管 道中 最 简单 的 汕 流 [[Batchelor，Townsend (1956)、Batchelor 
(1957)]。 实 际 上 ， 如 果 管 道 的 方向 和 Oxzi 轴 一 致 ， 那 么 沿 这 个 方向 ， 流 动 是 


均匀 的 ， 尽 管 这 里 平均 速度 下 (za， 


现在 让 我 们 研究 流 


的 拉 格 朗 日 速 
子 z 在 Ozoz3s 平 


em) = = Vila; to 


开始 时 刻 如 之 后 某 个 时 间 几 乎 感受 
KAV (L, to + 7) 不 依赖 于 z， 并 且 是 稳 态 的 。 这 里 ， 对 于 足够 大 的 r， 平 


HA TA ALB EV (x, to + 7) = U 
时 间 不 变 ， 对 在 时 刻 to 或 更 早 占 据 


23) 在 Ozaz3 平 面 上 的 分 布 会 非常 复杂 。 


体 粒子 在 r 时 刻 位 移 的 Ozi 分 量 克 (r)。 一 般 来 次， 相应 


+ rerh IES MLR, T 


面 上 的 初始 条 件 。 然 而 ， 自 然 可 以 预期 所 讨论 的 流体 粒子 在 


不 到 初始 位 置 z 的 影响 。 所 以 可 以 认为 


既 不 依赖 于 r 也 不 依赖 于 z， 也 就 是 说 对 


本 定位 置 的 所 有 流体 粒子 相同 。 显 然 ， 


并 且 可 以 借助 9.5 节 的 论证 严格 证 明 ， 矿 也 与 〈 通 过 管道 的 固定 截面 的 ) 所 


有 流体 在 给 定 


度 Uave《〈 定 义 为 单位 时 间 来 自 管道 


村 间 间 隔 的 平均 纵向 


速度 相同 ， 也 就 是 说 ， 和 平均 的 整体 速 


同 。 所 以 对 于 足够 大 的 7， 


Y(7) 


的 流体 的 体积 和 管道 模 截面 面积 的 比 》 相 


~ Usve T. (9.37) 
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此 外 ， 基 于 方程 (9.35) ， 对 于 足够 大 的 r， 


[Yi (T) — Vi(r)]? 2u277， (9.38) 


对 于 稍微 小 一 些 的 r， 有 可 能 使 用 ; = 1 的 更 精确 的 方程 09.34) 。 方 程 
(9.38) 中 的 特征 量 w 糙 和 下 必须 由 《管道 中 消 流 统计 状态 依赖 的 ) 参数 确 
定 。 因 为 在 圆 管 中 ， 对 于 足够 大 的 雷诺 数 ， 黏 消 亚 层 填 满 了 截面 的 很 大 
部 分 〈 见 上 面 的 5.5 节 ) ， 于 是 在 此 情形 2 和 于 仅 依赖 于 管 的 半径 R 和 摩擦 
速度 w = V70/p， 其 中 o 是 壁面 上 的 甬 切 应 力 。 基 于 量 纲 分 析 ， 


WPT, = cRus, (9.39) 


其 中 c 是 一 个 普 适 常数 ， 可 以 由 数据 佑 计 《 见 下 面 10.4 节 ) 。 这 种 类 型 的 公 
式 对 非 圆 堆 面 的 直 管 或 渠 中 足够 大 Re 的 满 流 也 成 立 。 这 里 ， 对 于 尺 ， 只 需 
要 使 用 管 或 渠 截 面 的 典型 线 太 度 ， 必 用 壁面 剪 切 应 力 的 平均 值 确定 。 


9.4 网 格 满 流 和 满 动 剪 切 流 中 的 流体 粒子 位 移 


A Fy LAD Ao RA H A 

方程 〈9.37) - (9.39) 的 推导 相当 依赖 于 这 个 事实 ， 在 管 流 中 ， 流 体 
粒子 在 横向 平面 Dzzz3s 中 的 运动 在 任何 时 候 都 只 在 固定 的 有 界 部 分 内 进行 。 
很 明细 这 后 一 个 条 件 仅 对 某 些 特殊 的 汝 流 满足 。 例 如 ， 在 沿 平面 壁面 的 湛 
流 边界 层 的 情形 或 满 动 射流 的 情形 ， 一 个 粒子 距离 壁面 的 平均 距离 或 距离 
射流 轴 的 平均 距离 会 无 极限 地 随 r 的 增 大 而 增 大 。 所 以 ， 在 这 样 的 流动 中 ， 
拉 格 朗 日 速度 虹 吕 不 能 认为 对 任意 7 是 时 间 的 稳 态 随机 函数 。 所 以 ， 方 程 
(9.30) - (9.36) 可 以 直接 应 用 的 实际 流动 的 种 类 非常 少 。 

然而 ，Batchelor (1957) 注 意 到 ， 还 有 一 类 流动 ， 包 括 一 些 实际 中 重要 
的 那些 流动 ， 上 面 的 公式 在 一 些 修改 后 可 以 应 用 。 这 类 流动 包括 稳 态 自 守 
流动 ， 其 中 平均 速度 主要 沿 Ozi 轴 方向 ， 并 且 坐标 值 w1 的 淇 流 结构 相 
似 ， 也 就 是 说 ， 差 别 仅 在 于 特征 长 度 标 度 L(x1) 和 速度 标 度 U(z1)。 换 句 话 
说 ， 在 这 样 的 流动 中 ， 汕 流 在 平面 zl = 常量 内 的 所 有 网 拉 统 计 特征 量 通 过 
除 以 相应 的 标 度 L 和 UU 组合 化 简 为 无 量 纲 形式 ， 不 依赖 于 x1。 在 这 个 情形 ， 
一 个 特定 流体 粒子 在 任何 时 候 都 处 于 实际 上 相同 的 条 件 ， 但 是 具有 变化 的 
速度 标 度 U(7) = U[X1(z,to 十 7)] 和 变化 的 时 标 


LIXi(z, to + T)| 


LON S 
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所 以 ， ee et ee 可 取 的 是 用 标 度 T(7) 度 量 时 间 (也 就 是 
说 ， 用 和 7 的 关系 为 dn = TE 的 变量 7(r) 代 蔡 时 间 r) ， 用 标 度 V(7) 度 量 
速度 。 这 里 ， 自 然 的 是 假设 对 于 足够 大 的 7 值 〈 初 始 位置 z 不 再 有 影响 ) ， 
无 量 纲 拉 格 妆 日 速度 涨 落 V'(z,t 如 十 7)/U(r) 是 变量 7 的 一 个 稳 态 随机 函 
RLF (n): 


V' (a, to + T) 


U(r) = F(ņn), dn= ; (9.40) 


ME, EA KP wed VA A i it R E A KS A SF ERRE A H PE 
的 自 守 性 这 个 一 般 事实 的 严格 证 明 。 然 而 ， 这 是 一 个 非常 可 信 的 假设 ， 其 
结果 在 许多 情况 下 与 现 有 关于 拉 格 朗 日 统计 特征 的 (尽管 仍然 非 第 不 完备 
的 ) 数据 一 致 。 此 外 ， 在 借助 量 纲 分 析 确 立 欧 拉 消 流 特 征 量 的 自 守 性 时 ， 

通常 会 使 用 同样 的 考虑 形成 拉 格 明 日 特征 量 自 守 性 的 基础 。 这 样 得 到 的 这 
些 结果 在 所 有 情形 和 和 斜体 字 假 设 得 出 的 结论 一 致 。 


这 里 提出 的 假设 可 以 应 用 的 最 简单 的 例子 之 一 是 产生 消 流 的 网 格 后 方 
风 洞 中 心 部 分 的 满 流 。 在 此 情形 ， 平 均 速 度 志 = Uoi, 《其 中 人 是 沿 Oz1 轴 的 
单位 矢量 ) 严格 恒定 ， 因 此 


Yı(T) = Uor, Ya(r) = Y3(r) = 0. 


ORT, SCHLTR ARE SEI SI, TE BERN, PRL cH BSA, 
E RE YT PREG EB PO EB IN TH IE EIRA o AR SRR A 
示 [ 本 书 第 2 卷 第 7 章 |， 在 衰减 初期 ， 具 体 来 说 ， 在 距离 网 格 相对 小 的 距 
离 ， 网 格 后 的 满 流 通常 在 z1 = 常量 平面 是 近似 均匀 的 ， 对 于 各 个 z1 值 仅 
相差 正比 于 (zl — z9)-1/2 的 速度 标 度 和 正比 于 (zl — z9)1/2 的 长 度 标 度 ， 其 
中 z9 是 Ozi 轴 上 的 某 个 虚拟 初始 参考 点 。 因 为 这 个 流动 中 的 平均 速度 [0 和 
速度 涨 落 相 比 总 是 大 的 ， 所 以 可 以 假设 Xi(r) — z = Uor， 其 中 7 是 虚拟 时 
间 0 处 于 平面 z1 = z9 的 流体 例子 的 运动 时 间 。 可 以 假设 平面 z1 = z9 + Uor 
内 的 速度 标 度 U(7) 为 任意 恒定 速度 乘 以 7-12。 例 如 ， 为 了 研究 初始 时 刻 位 
于 平面 z1 = a 的 流体 粒子 的 运动 ， 方 便 的 是 假设 


U(r) =U; Ew 


T 


出 


SU ar = a 以 及 ts = 与 时 速度 涨 落 的 特征 值 。 在 此 情形 ， 方 入 
(940) 的 变量 等 于 nr + 常量 ， 所 以 ， 可 以 取 / 二 In 工 。 由 此 得 到 ， 命 题 


9. 9. MAIA BA 日 描述 


《9.40) 这 里 简化 为 这 个 假设 ， 拉 格 明 日 速度 关联 函数 具有 这 种 形式 


V! (a, to 十 71) V; (æ, to 十 T2) = U2 ta(t1T2) Si (mn D In 2) ; (9.41) 
Ta Ta 


其 中 59i; 是 平稳 六 过 程 


sh Vi (a, ti +7) fetes Vi (x, ti +7) 
Fi(n) = pay ra = Un 
的 交叉 相关 函数 。 把 方程 (9.41) 带 入 一 般 方程 〈9.27) 并 把 对 妇 和 to 的 积 
分 从 换 为 对 1 和 元 在 积分 限 元 和 7 之 间 的 积分 ， 通 过 和 方程 9.30 类 似 的 
推导 我 们 得 到 


DU I (Zet - eb) 1840) + S(O. (9.42) 
0 


如 果 我 们 自然 地 假设 ， 关 联 函 数 (9.41) 随 — 疡 增 加 足够 快速 地 减 小 ， 那 
么 由 方程 〈9.42) ， 对 于 足够 大 的 7 值 


OO 
1 6 
Det) =20 Regt. ES 5 | [Sule ) + Sji(0)]e 2 d0. (9.43) 
0 


同时 ， 我 们 已 经 证 明了 ， 渐 近 规 律 Di;j(7) ~ 7 也 可 以 近似 用 于 风 洞 中 网 格 后 
的 衰减 清流 。 

对 速度 均匀 的 自由 流动 中 沿 Oz? 轴 的 任意 截面 的 长 圆柱 或 中 心 在 原点 
的 某 个 有 界 固 体 产 生 的 满 动 尾 流 可 以 进行 类 似 的 论证 。 如 在 5.9 节 中 已 经 看 
到 的 ， 在 距离 产生 尾 流 的 物体 足够 远 的 距离 ， 在 那里 ， 尾 流 中 的 清流 速度 
变 得 和 自由 流动 速度 Uo 相 比 为 小 ， 这 个 尾 流 中 的 满 流 结构 可 以 认为 是 自 守 
的 ， 并 且 对 于 各 个 纵向 坐标 zi 值 的 不 同 ， 仅 在 于 长 度 标 度 Z(zi) 和 速度 标 
度 V(zl)。 此 外 对 于 圆柱 后 方 的 二 维 尾 流 


L(x) ~ a}, U(t) ~ 2", 


对 于 有 界 物 体 后 方 的 三 维 尾 流 


L(a1) ~ zl3, U(r1) ~ 2, 


在 所 讨论 的 情形 ， 对 于 合适 的 时 间 坐 标 原 点 和 足够 大 的 r，Xr) & Upto F 
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是 对 于 二 维和 三 维 尾 流 ， 


ae n=In—. 
T Ta 


A Alin iit AS SIF eit. EER, MAT AB SS E E h HR y a TA] 
中 游荡 ， 不 离开 其 边界 。 所 以 ， 自 然 可 以 预期 对 于 足够 大 的 r， 这 里 的 假 
设 (9.40) 也 是 对 的 (分 别 有 U(7) = Ua (=) PRU (rT) = Ua (=) 。 然 
而 ， 这 表明 对 于 二 维 满 动 尾 流 中 的 流体 粒子 


Dij (T) = U272 f (Ze =< et) [Sij (0) 十 Sii(0)]d0 (9 44) 
对 于 三 维 尾 流 
3 及 T ae g 6 
utr) = Sure f (E) fel] [sul0) + SHONA (9.45) 
0 


其 中 两 种 情形 的 Sij(9) 都 有 和 方程 〈9.42) 中 相同 的 意义 。 所 以 对 于 足够 大 


的 7 
as a 对 于 二 维 尾 流 (9.46) 
ij 72/3， 对 于 三 维 尾 流 . | 


在 沿 0zx2 轴 的 圆柱 后 的 二 维 尾 流 的 情形 ， 访 (7) = 0。 对 于 二 维 尾 流 的 变 
量 X3(7) 和 三 维 尾 流 的 变量 Xo(7) 和 X3(7)， 在 距离 产生 尾 流 的 物体 很 远 的 距 
离 ， 二 维 尾 流 实际 上 变 为 对 平面 Oz1z2 对 称 ， 三 维 尾 流 实际 上 变 为 轴 对 称 
的 。 所 以 ， 可 以 预期 对 于 足够 大 的 -， 它 们 对 于 给 定 流体 粒子 的 任意 初始 位 
置 都 接近 于 零 。 

我 们 现在 研究 流体 粒子 在 平面 中 或 充满 流体 的 空间 中 沿 Oz1 轴 的 圆 形 
满 动 射流 中 的 运动 。 这 里 ， 同 样 对 于 足够 大 的 zl1， 可 以 认为 统计 状态 像 上 
用 5.9 节 一 样 完 全 由 长 度 标 度 L(z1) 和 速度 标 度 U(z1) 表 征 ， 其 中 对 于 二 维 平 
外 射流 


L(x1) ~ z1, U (a1) ~ r, 


对 于 三 维 轴 对 称 射流 


L(x1) ~ z1, U (z1) ~ 27. 


A. Mima FETA TIE AS A], maA FEE REU. > wi 的 基本 


9. 满 流 的 拉 格 朗 日 描述 


运动 。 所 以 这 里 不 可 能 假设 Xi(r)  Vor。 然 而 ， 因 为 射流 中 的 平均 流动 也 
是 自 守 的 ， 可 以 期 望 在 此 情形 ， 具 有 


的 假设 (9.40) 对 于 足够 大 的 r 不 仅 适 用 于 拉 格 朗 日 速度 涨 落 ， 也 适用 于 拉 
格 朗 日 速度 V(x,to 十 7) 本 身 。 于 是 


dx; (T) 
dr 


= Vi = F -U[Xi(7)], 


RERA = Fi(n) = 常量 ， 因 为 让 (m) 是 一 个 稳 态 随机 过 程 。 考 虑 到 U(x1) ~ 
ZI Pa = 1/2 或 1， 我 们 由 此 得 到 ， 对 于 合适 地 选择 的 时 间 原 点 ， 


X(T) ~v 723,U(T) ~ Tt, E(t) ~ 7203 对 于 二 维 射流 
X(t) ~ T, U(r) ~ rT’, L(t) ~ TY? 对 于 三 维 射流 


(9.47) 


于 是 在 两 个 情形 ，d7 = £, = In 诺 。 此 外 ， 通 过 类 似 方 程 (9.42) 、 
(9.44) 和 “9.45) 的 推导 ， 我 们 发 现 对 于 二 维 射流 


ln 一 
a 4/3 2 2 
Dy(r) = ŠU I 全) oie [Sij(0) + 5yi(0)]d0, (9.48) 
0 a 
对 于 三 维 射流 
mn 元 
Dyl) =U f [Zes -e$ [Si;(0) + Sji(0)]do, (9.49) 


中 jy(0) = 轧 (9 二 四 到 0)。 对 于 非常 大 的 7 值 ， 这 些 方程 变 为 渐 近 表达 式 


N 
4 


(9.50) 


Di(7) | T ， 对 于 二 维 射流 
É tT, ”对 于 三 维 射 流 . 


用 于 研究 滑动 射流 中 流体 粒子 运动 的 推理 也 适用 于 被 加 热 的 物体 上 方 
的 二 维 平面 和 三 维 对流 射 流 ， 以 及 不 同 速度 0 和 U2 的 两 个 平面 平行 流动 之 
间 漠 流 混合 层 。 正 如 从 5.9 节 所 知 ， 对 于 足够 大 的 z1， 对 流 射 流 中 和 混合 层 
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中 的 洪流 运动 都 是 自 守 的 ， 其 中 Oz1 轴 对 于 对 流 射流 垂直 于 速度 ， 对 于 混 
合 层 中 的 流动 平行 于 速度 。 长 度 标 度 L = Z(zi) 在 所 有 情形 都 正比 于 zl， 速 
度 标 度 对 于 被 加 热 的 圆柱 上 方 的 二 维 对 流 射 流 和 混合 层 ， 在 所 有 截面 z1 = 
常量 相同 ， 对 于 三 维 对 流 射流 ，U(z 1) ae A — IAL 
射流 中 ， 平 均 纵向 拉 格 朗 日 速度 页 = 中， 在 灌流 混合 层 中 为 常量 。 在 
混合 层 的 情形 ， 它 等 于 (U7 十 必 )/2， 在 宇 维 对 流 射流 中 正比 于 天 一。 所 
以 ， 具 有 U(7T) = UX (TMEL) = L[X1(7)] 的 假设 (9.40) 对 于 二 维 对 流 
射流 和 混合 层 简 化 为 简单 的 陈述 ，V'(z,to + 7) 是 变量 n = In 二 的 一 个 稳 态 
随机 函数 。 在 三 维 对 流 射 流 的 情形 ， 其 中 Sa, 也 就 是 说 


Mite) rye MG) a Gee, 
这 个 假设 表明 ， 变 量 


a(t 1/4 
V' (x, to +7)U, -> 
T 


a 


是 7 三 卫 蕊 的 稳 态 随机 函数 。 用 通常 的 方法 ， 我 们 由 此 发 现 对 于 二 维 对 流 射 
流 和 混合 层 ， 


2 
Di;(7) = 3U272 f (3) eve “| [Si;(0) + S;:(0)]d9, (9.51) 


0 
对 于 三 维 对 流 射流 ， 


In 一 
Ta 


3/2 | 
Di;(7) = SU272 I (=) eae cl [Si;(0)+ Sji(0)]d0. (9.52) 
0 


2 十 于 LAY /N/a 
Dilt) ae 对 于 二 维 对 流 射 流 和 混合 层 (9.53) 


73/2， 对 于 三 维 对 流 射流 . 


[ 渐 近 方程 (9.43) . (9.46) 、 (9.50) 和 (9.53) 首先 出 现在 Batchelor 和 Townsend 
(1956)、Batchelor (1957) 和 Yaglom (1965) 中 。|] 
现在 让 我 们 证 明 ， 如 果 我 们 接受 拉 格 朗 日 相似 性 假设 ( 它 说 的 是 汝 
流 的 欧 拉 统计 特征 量 所 依赖 的 物理 参数 也 决定 了 拉 格 朗 日 特征 量 ， 换 句 
话说 ， 它 们 完全 决定 了 整个 江 流 状态 ) » WE (9.50) 和 “9.53) 也 可 以 


9. 满 流 的 拉 格 朗 日 描述 


从 纯 量 纲 分 析 不 适用 特殊 假设 推导 出 来 。 实 际 上 ， 根 据 5.9 节 ， 对 于 动力 
学 起 源 的 三 维 射流 ， 决 定性 的 物理 参数 是 流体 密度 p 和 单位 时 间 注 入 的 
流体 总 动量 2rpoM， 对 于 二 维 动力 学 射流 是 密度 和 单位 时 间 从 单位 长 度 
狭 缝 注入 的 流体 动量 pcMi， 对 于 两 个 平面 平行 流动 自 建 的 混合 层 是 p 和 速 
Uo = 殉 一 矿 ， 对 于 三 维 对 流 射流 是 po、c、 沿 射流 的 总 热流 CQ 和 译 力 
参数 g/T0， 对 于 二 维 对 流 射 流 是 p、c。、g/To 和 单位 长 度 加 热 圆 柱 的 比 热 
流 Q1。 如 果 ， 例 如 ， 流 体 粒子 在 时 间 7 的 位 移 Y(7) 的 概率 分 布 对 于 足够 大 
的 -， 仪 依赖 于 这 些 参数 ， 并 且 如 拉 格 朗 日 相似 性 假设 所 表明 的 那样 依赖 
于 +， 于 是 ， 仅 有 量 岗 论证 ， 相 应 的 概率 密度 p(Y) = pY, Yo, Y3)fE= AES) 
力学 财 流 的 情形 上 共有 这 种 形式 .: 


= (1) 1 2 3 
PY) = Tapp? (se MEA yes} (9.54) 


在 二 维 动力 学 射流 情形 


1 了 y: y: 
= —— (2) 1 2 3 )/ 
pY) ae (spate M1/372/3° rss) (9.54 ) 
在 平面 混合 层 的 情形 
1 Y Y: Y- 
Y) = (3) 1 2 3 5A! 
p( ) UBT3 (5 Ur’ Uot (9 5 ) 


在 三 维 对 流 射 流 的 情形 


jo 


= 1 (4) Yı Yz 7 
pY) ep Ton f g) n (SA) rd (9.54) 


cpp To 


对 于 二 维 对 流 射流 


Y)= 一 一 (5) 3 2 3 m 
PEIE Qı J 73 | e aa a (9.54) 
ee (Z4) 4 (24) j (2 可 A 


HPO, PG5) 是 五 个 表征 所 述 五 种 自 守 满 流 的 普 适 函 数 。 表 达 式 (9.50) 
和 (9.53) 可 以 立即 从 方程 (9.54) - (9.54*”) 得 到 。 一 般 来 说 ， 随 机 矢 
mY (rT) = (Y1, ,总 ) 的 任意 矩 量 的 渐 近 表达 式 容易 从 它们 得 到 。 对 于 拉 
格 朗 日 速度 V7 = 党 中 和 其 他 拉 格 朗 日 变量 的 概率 密度 可 以 写 出 类 似 于 
(9.54) - (9.54””) 的 方程 。 然 而 ， 我 们 在 这 里 不 讨论 。 
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具有 恒定 速度 梯度 的 剪 切 流 种 的 粒子 分 分 散 


在 整个 无 界 三 维 空间 种 理想 化 的 满 流 (其 欧 拉 速 度 涨 落 w (x, t) ee aS 
和 统计 均匀 的 ， 平 均 速 度 &(z) 不 随时 间 变 化 ， 但 线性 依赖 于 空间 坐标 ) 
中 可 以 确定 方差 和 协 方差 Dii(7) 的 渐 近 行为 。 后 一 个 条 件 是 必要 的 ， 以 
便 可 以 把 速度 涨 落 看 作 均匀 的 ， 因 为 平均 速度 梯度 对 汕 流 结构 有 根本 的 
影响 。 然 而 ， 在 均匀 湛 流 中 ， 速 度 梯度 一 定 是 恒定 的 。 让 我 们 假设 平均 
速度 沿 Oz1 轴 ， 3 Oma EI, 例如 而 = Tx3, w2 — uz = 0, $ 
HY = 和 常量。 不 失 一 般 性 ， 可 以 假设 在 t = 0 时 刻 流 体 粒 子 处 于 zx = 0 点 。 我 
们 把 这 个 粒子 在 时 间 t 的 速度 指定 为 V(t)。 在 此 情形 ， 


V(t) = ulX(d)] +W [X(t),d] (9.55) 


或 者 用 坐标 轴 上 的 投影 写 出 为 


Vilt) = TXs(t) + V(t), 
W(t) = V(t), V3(t) = V3(t), 


以 及 


(9.56) 
使 用 这 些 方程 ， 不 难 把 Diy(7) 也 用 场 w (zx,t) 的 统计 特征 量 表示 出 来 ， 其 中 
和 上 面 研究 的 情形 不 同 ， 关 于 拉 格 朗 日 自 守 性 没有 特殊 假设 。 
因为 w(x,t) = 0， 于 是 也 有 V(t) 三 0。 于 是 ， 基 于 方程 (9.56) 也 


) = 
AX(t) 三 0。 因 为 欧 拉 速度 w(x, 引 是 均匀 和 稳 态 的 ， 所 以 拉 格 朗 日 
度 V'() 也 是 稳 态 随机 函数 ， 其 关联 张 量具 有 这 种 形式 


[Sat 


WW) = BY (tı — tə). 


现在 让 我 们 研究 协 方差 张 量 Dij(r) = Xi(7)Xj(T7)。 沿 Ox1 轴 的 平均 速度 不 
影响 粒子 在 Ox。 和 Ow 方 同 的 位 移 。 所 以 ， 这 里 方差 D22(7)、D33(T7) 和 D23(7) 具 
A 9.30) 的 形式 ， 这 对 于 均匀 注 流 是 很 平常 的 ， 它 们 对 于 小 和 大 7 值 


9. 9. MAIA BA 日 描述 


的 渐 近 行为 由 方差 (9.28) 和 (9.35) 描述 。 最 有 趣 的 协 方差 张 量 的 分 
量 和 的。 对 于 前 者 ， 我 们 可 以 从 方程 (9.56) 第 一 个 


=D (r) MDT) PERR 


公式 得 到 这 个 表达 式 
Di1(7) X2(7) ie t1) Xs(t2) 
+ T 


X3(t1) Vj (ta) + X3(t2)Vi(t1)] + BY? (th — te) }dtrdty. 


基于 方程 (9.56) 第 三 个 方程 ， 大 括号 中 第 


一 项 可 以 变换 为 下 面 的 形式 ; 
ty te 
X3(t1)X3(t2) = V3 (01) V3 (02)d01d02 
0 0 
ty t2 ty 
= f f BY (6, — 02)d91d02 = / (tı — 0) BY? (0)d0 + 
0 0 0 
t2 |t1—ta| 


[ta 9BY Oa- f(t t- 0) BY Oae. 
0 0 


大 括号 里 第 二 项 可 以 类 似 地 计算 : 


X3(t1)Vi{(t2) + X3(t2) VI (t1) 


t2 
= f BD) (ta — 0)d0 + / BD(t — 0)do 


0 


tı |t1 —te| 


= f af BY 6 onan f )db + / (Bo? (0) — BY (0)]a0. 
0 0 


使 用 这 些 表达 式 ， 重 复 分 部 积分 后 ， 公 式 Di1(7) 可 以 简化 为 
Duii(r - fe — 3720 + 6°) BM (6)dd +T T (r — 0)? BY (0)a0 
0 
+r ji T? — 9?) BX) (9)do +2 j (r — 0) BY (8)d0. 
0 


0 


(9.57) 
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非常 类 似 的 计算 得 到 下 面 Di3 的 公式 : 


Dia(7) = IT7 f (r — 0) BY (0)ad + / (r —0) [BY (0) + BS (6)|d0. (9.57) 


由 方程 (9.57) 和 (9.57) 得 到 下 面 大 r 时 的 渐 近 方程 ; 


EER _ 
Du(r) TT UT T°, Dis(r) = Pugs: 7°. (9.58) 


所 以 ， 流 体 粒 子 沿 Ozi 轴 在 平均 流动 方向 位 移 的 方程 对 于 大 的 7 渐 近 正 
比 于 3。 也 就 是 ， 它 随时 间 的 增长 显著 快 于 横向 位 移 方差 的 增长 (正比 
Fr) 。 此 外 ， 沿 Oz1 和 Ozxs 轴 的 位 移 是 互相 关联 的 。 使 用 D33(7) 的 渐 近 方 
FE (9.35) ， 我 们 得 到 下 面 变量 Xi(r) 和 Xs(r) 之 间 的 相关 系数 值 : 


rx = Dia(r)[Du (7) Dsl]? + YS = 0.866... (9.59) 


这 个 极限 值 是 普 适 的 ， 也 就 是 说 ， 它 不 依赖 于 参数 T、w33 和 Ts。 

Corrsin (1959b) 首 先 报告 了 渐 近 方程 (9.58) 和 “9.59) o Am. Hii 
动 扩散 的 半 经 验 理论 (使 用 了 抛物 性 偏 微分 方程 描述 流体 粒子 分 散 〉 更 容 
易 得 到 等 价 的 表达 式 。 我 们 将 在 后 面 的 章节 《〈 见 10.4 节 ) 考虑 这 个 问题 。 

Högström (1964) 的 结果 非常 类 似 于 第 一 个 方程 (9.58) 。 他 描述 了 具 
有 沿 OX。 轴 严格 恒定 速度 wu。( 这 使 得 可 以 使 用 化 标 X2 = wa7 代 蔡 时 间 r) ， 
ay Btu, 具有 线性 分 布 ui = 下 Xs， 汕 动 速度 涨 落 邮 仅 沿 OXs 轴 方向 的 流动 中 
的 流体 分 散 。 此 外 ， 假 设 D33(X2) = CX", Högström IN 


Dii(X2) = T’ D33(X2)X3/2(a + 1), 


这 和 方程 (9.58) 一 致 ， 如 果 a = 1/2。 他 随后 使 用 这 个 关系 式 尝试 解释 
一 些 大 气 扩散 现象 。 后 来 ，Smith (1965)[ 也 参见 这 篇 文章 的 讨论 ] 研 究 了 同 
样 的 问题 。 他 考虑 了 速度 涨 沙 的 所 有 三 个 分 量 并 特别 注意 了 粒子 在 给 定时 
间 r(= XX2/wi) 到 达 特 定 高 度 久 3 的 条 件 。 然 而 ， 这 里 不 讨论 他 的 结 
滋 流 边界 层 的 拉 格 朗 日 特征 量 
现在 让 我 们 考虑 湛 流 边界 层 中 流体 粒子 位 移 的 问题 。 如 第 3 章 和 
第 4 章 ， 考 虑 流动 充满 > > 0 的 半空 间 ， 上 有 具体 来 说 ， 壁 面 z = 0 取 为 动力 学 
完全 粗糙 的 ， 粗 糙 度 参数 为 z。Oz 轴 取 为 沿 平均 流动 方向 。 不 失 一 般 性 ， 
可 以 假设 给 定 的 流体 粒子 在 初始 时 刻 t = 如 位 于 坐标 z = (0,0, 五 ) 的 点 。 
令 [ 久 (7),Y(7),2Z(7)] 为 这 个 粒子 在 时 刻 厂 十 7 的 坐标 ，V(7) = [0(7),V(7), W(7)] 为 


9. 满 流 的 拉 格 朗 日 描述 


它 在 这 个 时 刻 的 速度 。 随 机 函数 V(r) 显 然 不 是 稳 态 的 。 所 以 ， 例 如 ， 对 


于 足够 大 的 时 间 间 隔 r， 这 个 粒子 最 有 可 能 升 到 入 
烈 增 大 其 水 平 速度 U(7)。 一 般 来 说 ， 没 有 
新 的 长 度 和 时 间 标 度 变 换 为 稳 态 函数 。 然 而 ， 可 以 自然 地 假设 ， 


的 
参数 r 和 瓦 ， 边 界 层 吕 


了 满 流 状态 的 “外 部 ”参数 《〈 也 就 是 进入 欧 拉 统计 特 生 


P dm dit PS ti BA H 


E h PHH PR ZV 


高 的 高 度 Z(7)， 从 而 强 
(7) 可 以 借助 简单 


除了 
统计 特征 量 仅 依赖 于 一 个 小 的 决定 
F 量 表达 式 的 那些 参 


ŽO o Kazanskiy, Monin (1957)[ 也 参见 Monin (1959a)] 使 用 了 这 个 从 根本 上 


简化 了 拉 格 朗 日 特征 量 研究 的 假设 的 隐 式 
面 层 中 烟 羽 的 形式 。 后 来 Ellison (1959) 和 Batchelor (1959)[ 也 参见 Batchelor 


BT 


分 层 条 件 下 大 气 表 


(1964) 和 Chatwin (1968)] 对 中 性 分 层 或 无 分 层 边界 层 的 特殊 情形 精确 写 出 


并 详细 和 


究 了 这 个 假设 。 了 
半 经 验 假 设 ，Yaglom (1965) 由 此 推导 出 
的 推论 。Gifford 自 己 、Malhotra, Cermak (1963) 和 Cermak (1963)4 


论 和 


作 。 


因为 之 前 讲述 的 
在 使 用 它 时 ， 宜 将 我 们 PB 
+ 


rN 


= 
[==] 


中 7 = pu? = % 


命题 


已 有 数据 进行 了 比较 。 还 需要 提 到 Panofsky, Prasad (1965). Pasqui 
(1966), E. E. O’Brien (1966)、Mandell, O’Brien (1967) 和 Klug (1968) 的 工 
这 些 工 作 都 致力 于 边界 层 流 动 的 拉 格 朗 日 相似 性 处 到 
在 大 气 表面 层 中 扩散 问题 中 的 应 用 。 这 些 应 


将 在 10.5 节 中 考虑 。 


HK, Gifford (1962) 为 这 个 假设 补充 了 一 些 
系列 关于 热 分 层 流体 一 般 情 


形 
SHAY aa 
Il 


后 来 的 发 展 及 其 


包括 边界 层 流 体 


PH ES 


三 


是 量 


中 7 是 应 力 张 


| 少量 参数 描述 的 陈述 ， 因 上 


U 


制 于 流体 粒子 运动 不 超过 恒定 应 力 区 域 (其 
) 上 边界 的 情形 ， 或 者 1 


百 定 热流 区 域 


的 热 分 层 流体 〈 其 中 r = 第 量 ，9 = 和 常量， 其 中 g 是 垂 向 热流 ) 的 情形 。 接 


着 Ellison (19 
形 
面 层 。 在 此 情 


E, HAY 


` 


EN 


EMT GEEA 
作用 。 


on 


zof 


=N 


的 额外 水 平 位移 ， 其 中 As 0.4 是 von Kaman 


20 同 量 级 ， 紧 靠 > = 


Ux zo 
| 
K Zo 


59) 和 Batchelor (1959; 1964)， 我 们 从 g = OF 
开始 。 具 体 来 说 ， 例 如 ， 可 以 认为 我 们 在 处 理 
| 参数 ,和 zo 确定。 


0 壁面 


的 变化 ， 也 就 是 其 位 移动 ， 仅 导致 流体 整体 沿 Oz 


N 
rt 
N 


we 


生 边 界 层 的 情 


H 


6 中 | 
全 下 的 大 气 表 


分 层 条 

然而 ， 重 要 的 是 ， 在 非常 
) 外 只 有 一 个 参数 心 起 重要 
以 恒定 速度 


中 性 


数 〈 见 上 面 第 3 章 5.4 节 ) 。 


此 外 ， 很 明显 在 足够 长 的 时 间 7 之 后 ， 粒 子 必须 “ 雯 记 ”其 初始 高 度 环 ， 
也 就 是 说 ， 对 于 足够 大 的 -， 高 度 瑟 几乎 不 再 影响 流体 粒子 运动 的 统计 特 
征 量 。 由 此 得 到 ， 尽 管 随机 矢量 V(7) 的 统计 特征 量 一 般 会 依赖 于 四 个 参 
量 "7、 甩 、wW 和 z0， 但 第 二 个 参量 和 第 四 个 参量 的 影响 非常 有 限 。 初 始 高 
度 五 的 影响 仅 在 有 限 的 时 间 内 可 以 感受 到 ， 这 段 时 间 的 长 度 基 于 量 纲 分 
析 ， 一 定 是 五 /w; 的 量 级 。 同 样 ， 粗 糖度 参数 zo 的 值 也 仪 在 及 < oe, 
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并 且 在 此 情形 仅 在 zw. 的 时 间 间 隅 内 重要 。 如 果 瓦 六 20 或 万 < 20 但 7 > 
20, BA 2p DOR- E In zo 形式 的 U(7) 的 表达 式 作为 一 个 额外 的 附加 常数 
影响 V (r ) 的 统计 特征 。 


现在 让 我 们 研究 流体 粒子 在 时 刻 to + 的 平均 速度 


边界 层 对 OXz 平 面 的 对 称 性 表明 ， 对 于 所 有 r，Y(r) = 0， 于 是 V(7) = 
OO = 0。 对 于 分 量 UV(7) 和 到 (7)， 根 据 上 面 ， 当 7 > 有 /us， 或 当 7 > 
pe WRH = ORR, AS so， 第 二 个 分 量 仅 依 赖 于 和 kw， 第 
一 个 一 定 等 于 某 个 ws 和 7 的 函数 以 及 常 速度 -从 In zo 之 和 。 基 于 量 纲 考虑 ， 
我 们 得 到 


2 dX(T) ux UxT 加 CUxT 
DH)= -* (in = +a) =t =n (9.60) 
WE = ÉD = bu, (9.61) 
T 


其 中 b 和 c = ed 是 无 量 纲 普 适 常数 。 这 些 方程 对 7r 积 分， 我 们 发 现 对 于 足够 大 
的 7， 


XG) (me 1) =n, (9.60') 


Z(T) & bust. (9.61") 


haa wea me AIA, FRE (9.60’) 和 (9.61’) 随后 变 得 适用 ， 但 参 
数 b 和 c 对 任意 互 保持 不 变 。 尽 管 在 流动 的 所 有 空间 点 ， 平 均 垂 向 欧 拉 
速度 w( 瑟 ) 等 于 零 ， 粒 子 有 渐 近 不 变 的 平均 重 向 速度 全 (7)， 故 而 ， 特 别 
HEW (0) = w(0,0, 五 )， 这 个 事实 和 粒子 无 法 下 降 到 壁面 z = 0 以 下 ， 但 没 
有 什么 阻止 它 无 限 上 升 有 关 。 所 以 ，2G(r) 的 概率 分 布 随 r 越 来 越 向 上 扩 
展 。 于 是 ， 粒 子 的 平均 位 移 2(7) 增 大 ， 这 意味 着 b > 0。 由 此 得 到 ， 对 于 
固定 厚度 h 的 0 < z < h 的 任意 层 ， 我 们 有 一 个 向 考 上 流体 层 的 恒定 质量 
外 流 。 这 一 定 被 从 上 层 向 下 的 相等 的 质量 内 流 所 补偿 。【〔 让 我 们 回忆 一 
下 ， 对 于 欧 拉 速度 w(X)， 不 等 式 w( 怀 ) 4 0 意味 着 质量 守恒 被 破坏 ! ) 
然而 ， 似 乎 自然 的 是 假设 速度 W(7) 小 于 欧 拉 垂 向 速度 涨 落 的 特征 值 ， 例 
如 ， 小 于 ow = (w2)12。 所 以 常数 pb 明 显 小 于 1， 实 际 上 很 多 研究 者 提出 了 很 
多 0.1 到 1 之 间 的 值 ， 见 下 文 。 可 以 努力 从 近似 方程 


U(r) = ulZ(7)] (9.62) 
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开始 计算 常数 ce:， 其 中 (2) 是 高 度 Z 处 的 平均 水 平 欧 拉 速 度 。 让 我 们 强调 ， 
在 方程 (9.62) 中， 不 可 能 蔡 换 严格 的 等 号 。 这 是 因为 左边 的 平均 是 对 时 
žir = 0 处 于 给 定 高 度 且 的 一 组 流体 粒子 进行 的 ， 而 在 右边 ， 是 对 无 论 时 
间 ， 处 于 固定 高 度 2(r) 的 另 一 组 流体 粒子 进行 的 。 如 果 所 讨论 的 流体 粒子 
起 始 于 一 个 给 定 高 度 万 ， 但 7 > E, WAHU TEKH. Ri, 
即使 在 此 情形 ， 平 均 拉 格 朗 日 水 平 速 度 也 不 会 严格 等 于 高 度 Z(7) 处 的 平均 
欧 拉 水 平 速度 ， 因 为 W(7) > 0。 于 是 在 表达 式 


> 


(其 中 对 于 X(7)、Y(7) 和 2(7) 的 固定 值 ， 右 边 对 4 值 的 平均 是 通常 对 欧 拉 
速度 值 的 平均 )， 方程 (9.62〉 也 仍然 不 是 严格 的 。 实 际 上 ，z(2) 增 长 得 
KZE, TE 


u[Z(r)| # ulZ(7)]. 


让 我 们 同时 注意 到 ， 这 两 个 原因 一 定 会 导致 方程 〈9.62) 左边 小 于 右边 。 然 
而 ， 我 们 希望 在 r > Ai, FA (9.62) 两 边 的 差 相 对 较 小 ， 使 得 从 方程 
(9.62) 、 (9.60) 和 “9.61) 推导 出 来 的 表达 式 c x 5 可 以 用 作 一 个 可 接受 
的 或 者 至 少时 粗略 的 一 级 近似 。 然 而 ， 在 某 些 情形 ， 认 为 c 比 小 可 能 是 合适 
的 。〔 见 10.5 节 ， 那 里 给 出 了 c 的 半 经 验 估计 ， 根 据 这 个 估计 ，c ~ 0.66。) 


使 用 量 纲 分 析 ， 也 有 可 能 推导 矢量 


和 
X'(r) = X(T) - X(T) = (X"(7), ¥"(7), 2"(7)) 


Nbr Alte. SRT, E f FLAN DBS PIKE RK EN A 
方程 ， 由 此 得 到 它们 所 有 统计 特征 量 的 表达 式 。 如 我 们 已 经 看 到 的 ， 
当 7 > Hfr > 2, VT RREKIN RRT Situ Mr. Ti, AW 
概率 密度 一 定 具 有 这 种 形式 


(9.63) 


U' Vv’ z) 


2 = 
Ux Ux Ux 


5 1 
ov’) = Pi ( 
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ati +E 
上 JE 


是 三 个 变量 的 
类 型 的 公式 确定 : 


1 


适 函 数 。 以 类 似 的 方式 ， 


Sie dame 


p(X’) = 


HP Po (ar, Y, z Zz) 是 男 一 
界 层 中 ， Dit )~ 72 ’ a, 


a 


ur 


UT? UxT UxT 


a (LZ) 


aX 
E 


矢量 


普 适 函数 。 特 别 地 ， 可 以 立即 由 此 得 到 ， 
Die) = diju?T?, 其 中 di 是 


。 根 据 方程 〈9.61) ， 方 程 (9.64) 中 的 长 度 wsr 可 以 替换 为 正比 于 它 的 


X“(r) 的 概率 


(9.64) 


在 对 数 边 
普 适 无 量 


岗 党 


KEZ =Z). MA Pi, REX KRERET NSN 
1 X-X Ý Z-Z 
(x)= aR (2) (9.65) 
JEP RPA MA Paf EE coe ee 
ee es 运动 的 情形 ， 例 
如 ， 非 中 性 分 层 的 大 气 表 面 层 。 这 里 ， 除 了 ws， 我 们 必须 考虑 这 个 问题 的 
“外 参数 ”， eae | 这 三 个 变量 有 可 能 组 成 具有 长 度量 纲 的 
组 合 
EEE 
AE "Ty Gpo 
这 在 第 4 章 的 推导 中 起 了 重要 作用 。 粗 糖度 参数 :0 在 此 情形 仅 当 吾 < 20 同 


时 7 < 所 时 是 必要 的 。 如 4 


KA > zok H < 20 但 7 > 2, 


J 


BA Ezo tA 


导致 空气 整体 沿 Oz 以 恒定 速度 


Ux zl 20 
K 1 (3 f ( L ))] 
WA, JL f(C) ALS 4 ee RASA Eo R PE, “4 > 
HFilr > 2, Ri 定 有 这 些 表达 式 
dX * x 
o- e O (9.68) 
dZ 了 
W(r) 2 = up (=) (9.67) 
FE Pye eee = STA. MLS PRIA TU TFS E] 
Z(r) B UT Ta Z(r) 
T vs (=), -0 (72), (9.68) 
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其 


ZN 


EH 


E 
TOE I bo(n)dn, 


亚 是 加 的 反 函 数 。 借 助 方程 〈9.68) , 方程 (9.66) - (9.67) 可 以 重 写 为 


-th 2 ic) em 
dZ(r) _ 2(7) 
dae ono L ， (9.70) 


FLA Ald ce Pe PL, 5 A TEE AANO) = 1。 在 这 个 条 件 
下 ，5 的 值 和 方程 〈9.61) 中 相同 。 基 于 近似 方程 (9.62) ， 我 们 也 可 以 预 


期 加 (6) sj6)。 所 以 ， 作 为 一 级 近似 ， 我 们 可 以 假设 
dX(7) ux 2(7) 20 
dr ~ k r( L ) /9)| (9.71) 
然而 ， 如 果 需 要 更 高 精度 ， 必 须 认 为 对 所 有 6 有 内 (6) < f(C)。 但 到 目前 为 
Ik, WAKF F(C) 一 b1(C)IN BH. Gifford (1962) 以 及 后 来 Malhotra，Cer- 
mak (1963) 和 Cermak (1963) 使 用 了 表达 式 9.70) 和 (9.71) 。 此 外 ， 他 们 
都 提出 但 没有 严格 证 明 ， 函 数 g(C) 和 方程 (7.85)〉 的 函数 后 (C) (描述 了 欧 拉 


重 向 速度 的 方 均 根 值 ) 仅 相 差 一 个 常数 因子 。 于 是 根据 Kazanskiy 和 Monin 的 
半 经 验 公 式 〈7.95) ,假设 函数 gp(C) 满 足 方程 


rol 


当然 ， 这 个 方程 不 是 严格 的 ， 但 其 使 用 的 正当 性 可 以 由 这 个 事实 说 明 ， 这 
里 满足 条 件 8(0) = 1， 以 及 描述 |5| 一 co 时 %(G) 行 为 的 渐 近 规律 。 
对 于 三 维 矢量 


xsO=|- 


X(r) 


(XC) YO, 2) Hr > Vir > F, 


ABR BEE p(X), SEP BAS ERI EA XIRENA 


(9.72) 


CX = X(r)AIZ = 2Z(7) 由 方程 (9.69) BK (9.71) 和 (9.70) 确定 ，P(z,y z; OO) 时 
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一 个 四 变量 的 普 适 函数 ， 最 后 一 个 变量 为 确定 概率 分 布 形式 的 参数 。 代 将 
这 个 公式 ， 上 面 引用 的 Giford, Malhotra 和 Cermak 的 文章 使 用 了 较 简 单 的 
公式 : 


p(X)= = 


X-X Y Z=Z2). 
Z Z Z J’ 


也 就 是 说 ， 它 隐 仿 地 给 出 了 ， 概 率 分 布 形式 对 分 层 参 数 5 = 和 的 依赖 较 弱 ， 
对 于 一 级 近似 ， 可 以 忽略 。 然 而 ， 这 个 假设 不 是 从 量 纲 分 析 得 到 的 。 它 仅 
仅 被 一 些 非 常 初 步 的 实验 结果 证 实 [ 见 Cermak (1963)]. 


Hq > 0， 也 就 是 对 于 不 稳定 分 层 ， 也 可 以 基于 自由 汕 流 状态 的 极限 定 
律 得 到 变量 W(7) 和 2Z(7) 的 一 些 简单 的 渐 近 结果 [参见 Yaglom (1965)]。 实 际 
上 ， 当 7 > Hir > 芋 ， 甚 至 很 有 可 能 当 r > SE 〈 由 第 4 章 第 8 节 的 一 些 
经 验 结果 得 到 ) ， 不 仅 初 和 高度 瓦 不 再 影响 流体 粒子 的 牌 向 运动 ， 而 且 也 
不 再 影响 变量 ws。 实 际 上 ， 在 这 些 条 件 下 ， 粒 子 会 花费 大 部 分 时 间 在 满足 
“ 纯 ” 自 由 对 流 主导 条 件 的 流动 区 域 中 ， 这 个 条 件 不 依赖 于 摩擦 速度 。 所 
Lh, Wig > OL < 0， 那 么 对 于 足够 大 的 -上 <， 或 许 甚 至 对 于 -< > 0.1, 
方程 (9.67) 和 《9.68) 的 函数 yo(&) 和 wa(&) 一 定 有 下 面 的 渐 近 形式 : 


wa(é) ~ (—€)/? Alls (E) ~ (—6)3/. 


以 完全 相同 的 方式 ， 方 程 〈9.70) 的 函数 (6) 可 能 甚至 对 于 -5 > 0.1 也 和 渐 
近 表 达 式 yp(C) ~ (-G)Y3 相 差 无 几 。 在 此 情形 ， 当 


A 
T > 0.1|L|/u: 和 7 > aa 


下 面 的 关系 式 成 立 : 


1/2 
Zyj~a(— 2) 73/2, (9.73) 


dZ(r) _3 q 9 ua 1/2 32/3 q 9 ue F713 
= z x 一 二 Z 
WO dr z” (£ To g 2" cppo To Zn)", 
(9.74) 


其 中 a 是 一 个 普 适 常数 ， 其 值 原则 上 可 以 由 实验 确定 。 方 程 (9.73) 和 
(9.74) 非常 类 似 于 上 面 对 于 二 维和 三 维 对 流 射流 得 到 的 XX1(7) 和 (7) 的 方 
程 。 方 程 (9.74) 右边 非常 类 似 于 cu 的 方程 〈7.87) 右边 ， 这 是 简单 地 由 
这 个 事实 解释 的 ， 变 量 ow, 和 W(7) 有 相同 的 量 纲 ， 几 乎 依赖 于 相同 的 有 量 纲 
参量 ， 除 了 坐标 z 的 位 移 由 2Z(r) 解 释 。 于 是 ， 方 程 (9.74) 和 “7.87?) 的 类 


9. 满 流 的 拉 格 朗 日 描述 


比 不 意味 着 系数 C5 和 (3/2)a2/3 在 数值 上 接近 。 相 反 ， 自 然 地 是 预期 第 二 个 
系数 明显 小 于 第 一 个 ， 也 就 是 ，a 的 值 为 十 分 之 几 。 
关于 自由 对 流 条 件 下 平均 的 水 平 朗 格 朗 日 速度 


5 


情况 更 复杂 。 这 是 因为 这 个 速度 可 能 依赖 于 参数 的 ， 当 a = 0， 显 然 也 


AU(r) = 0。 然 而 ， 显 然 方程 〈9.69) 中 的 函数 


在 此 情形 会 随 C 增 大 〈 也 就 是 随 r 增 大 ) 接近 常数 值 f( 一 00)。 这 由 这 个 事实 
解释 ， 随 着 时 间 推 移 ， 粒 子 上 升 到 水 平 速 度 实际 上 恒定 的 流体 层 。 为 了 更 
精确 地 计算 U(7)， 可 以 使 用 f(C) = CG 十 常数 的 近似 公式 (9.71) 。 
也 有 可 能 在 某 些 情形 可 以 假设 pi1(C) = CLT + 常数， 其 中 假设 C3 比方 
FE (7.39) 中 的 系数 Cs 小 。 然 而 ， 可 以 自然 地 假设 在 Z(7) > 0.1|LI 时 ， 参 
数 羽 仅 影 响 流体 粒子 的 平均 水 平 位 移 速 度 ， 不 影响 满 流 速度 涨 落 。 所 以 ， 
我 们 可 以 预期 ， 对 于 足够 大 的 -， 对 于 不 稳定 热 分 层 ， 我 们 有 这 个 表达 式 : 


SS” 


p(U"', vV’, Ww’) 
7 1 U' Vv’ W’ 
q g aa q g 1/2 q4 g 1/23 q g 1/2 
(5 47) (5 47) (4 47) (5 47) 
_ 1 p U' V’ Ww’ 
Ei q a7 4 7 JA F JAN ; JA , 
G (5 42) (587) (542) 
(9.75) 
和 


De ZA 

X M yan ST TN i AEA ETA (9.54) 和 9.54") 有关。 特别 地 ， 
| 方程 (9.73) 和 (9.750 fe Bl, Brith, 4r 一 co， 对 于 不 稳定 分 
层 ， Di;(7) ~ 73 或 者 更 精确 地 ， Di;(7) = 6ij(gg/cpporo)73， 其 中 6;; 是 普 
适 常数 。( 很 明显 ， 所 有 这 些 结论 都 假设 了 “1/3 窜 律 规律 ”对 欧 拉 平均 速 


度 和 温度 成 立 的 条 件 至 少 保持 到 高 度 Z(7)。) 


1 XY 
WXYZ) = B(S. | 
Z 
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9.5 ” 拉 格 朗 日 速度 关联 函数 及 其 与 欧 拉 统 计 特征 量 的 关系 


在 前 面 一 章 ， 我 们 看 到 ， 在 研究 一 个 给 定 流体 粒子 的 运动 时 ， 拉 格 朗 
日 速度 关联 函数 


ee 


起 到 了 非常 重要 的 作用 。 在 下 会 讨论 和 这 个 函数 有 关 的 数据 。 同 时 ， 
让 我 们 仅 注 意 到 ， erent ， 并 且 不 精确 ， 因 为 缺少 可 靠 的 方法 
测量 消 流 的 拉 格 朗 日 统计 特征 量 。 于 是 ， 值 得 至 少 简单 在 讨论 一 下 理论 上 
(或 者 直接 地 ， 或 者 从 它们 与 研究 得 更 充分 的 随机 场 w( 关 ,四 的 欧 拉 统计 特 
征 量 的 关系 开始 ) 确定 这 些 特征 量 可 能 的 方法 的 问题 。 


本 小 节 的 相似 性 考虑 也 可 以 应 用 于 在 初始 时 刻 如 具有 固定 坐标 z1 和 zs? 的 
两 个 流体 粒子 相对 运动 的 统计 特征 量 。 相 对 的 二 -粒子 统计 特征 量 和 汕 流 
中 一 团 有 标记 的 粒子 相对 一 个 粒子 或 相对 这 团 粒 子 质 心 的 相对 扩散 过 程 
紧密 相关 ， 这 将 在 本 书 第 2 卷 第 24 节 详细 讨论 。 这 里 ， 我 们 将 仅 讨 论 关 于 
粒子 相对 位 移 矢 量 !(r) = X(x, to +7) 一 六 1(z1,to 十 7) 的 特 
征 量 。 随 机 矢量 !(r) 的 概率 分 布依 赖 于 汕 流 状态 的 参数 ， 时 间 r 和 初始 坐 
ifr, Hla, 或 者 更 准确 地 ， 仅 依赖 于 10 = LQ — xı Mlz 0 然而 ， 可 以 自然 
地 预期 ， 如 果 7 足 够 大 ， 不 再 对 粒子 初始 为 止 的 细节 【《〈 即 1 和 2) 有 统计 
上 的 依赖 。 所 以 ， 渐 近 概 率 密度 函数 和 矢量 1(7) 的 矩 量 在 7 一 co 时 满足 和 
量 XX'(7) = [X(T7), Y(T), 2 (7)] 同 样 的 方程 。 特 别 地 ， 在 无 分 层 边 界 层 
中 ，L(7)4(7) ~ 如 7?， 在 不 稳定 边界 层 中 ，6l; ~ (q9/cppoT0)73[ 参 见 E. E. 
O’Brien (1966) 和 Mandell, O’Brien (1967)]。 


Mandell, O’Brien (1967) 也 借助 本 小 节 引 入 的 普 适 函数 的 泰勒 级 数 表达 
式 考虑 了 一 些 对 渐 近 结果 的 更 高 阶 近 似 。 然 而 ， 普 适 函 数 对 宗 量 零 值 的 泰 
勒 展开 不 是 从 量 纲 考 虑 出 发 的 ， 而 是 取决 于 宗 量 特定 形式 的 选择 。 所 以 ， 
不 能 认为 这 些 结 果 和 纯 量 纲 推导 有 同样 的 严格 性 。 


1 欧 拉 统计 特征 量 确定 拉 格 朗 日 统计 特征 量 的 问题 显然 不 简单 。 实 际 
上 ， 由 基本 方程 


Wl 


V (x,t) = u| X (x,t), t], =g [vee x,t’) (9.76) 


(这 实际 上 是 变量 Y(z, 为 和 天 (2, 才 的 定义 )》， 时 刻 ! 的 拉 格 天 日 变量 依赖 于 
欧 拉 场 w( 瑟 , 力 在 随机 轨迹 壬 (zt 加 科 刀 入 上 所 有 点 的 值 。 这 条 轨迹 定义 


9. 9. MAIA BA 日 描述 


NV SA uX, tR EA 


t! 
Xile t) =at | ulX let), eat" i = 1,2,3 (9.77) 


to 


的 解 。 所 以 ， 一 般 来 说 ， 每 个 拉 格 朗 日 变量 的 概率 分 布依 赖 于 所 有 可 
能 的 矢量 场 的 函数 空间 中 wu( 久 ,tt) 的 整个 无 穷 维 概率 分 布 。 此 外 ， 甚 至 
Yyu(X , HMV (a, t) Ru(X, t) AX (a, t) H PR Be 28 E oy Fei Ta A SE HK tH SE 
常 复杂 ， 对 其 明确 描述 得 到 的 结果 不 能 应 用 于 任何 具体 消 流 [ 见 Lumley 
(1962b)]。 


对 函数 空间 中 概率 分 布 的 研究 可 以 避免 ， 假设 函数 wi(XX,t),i = 
1,2,3 对 所 有 变量 是 解析 的 ， 因 此 可 以 展开 为 泰勒 级 数 。 由 此 可 以 得 到 
结论 ， 所 有 拉 格 朗 日 变量 可 以 用 欧 拉 速度 及 其 在 单个 时 空 点 的 所 有 偏 导 数 
HAN. HEX (x,t) AV (x, tA ARR 


1 0" X(a,t) 


(t — to)” 
1 gr X x,t 


n! ot” 


Il 
iM 


(t — to)” 
t=to 


(t — to)” 


t=to 


Oo 


1 oV (x,t 
Ven = doo cet) 


n=0 


(t — to)” 


t=to 


1 OV (a, t) 
下 west) + Da ot” 


(9.78) 


有 可 能 使 用 方程 〈9.76) 把 这 些 级 数 的 系数 变换 为 这 种 形式 
oO” X (x, t) _ OIV et) 
Ci | Birt 


OV (a, t) 加 (8 Fi (X,t) 9 ) uc ,n= 0,1,2,... 
t=to X =2,t=to 


(9.79) 


也 就 是 把 它们 用 点 (x,to) 的 欧 拉 变量 表示 。 由 方程 (9.78) - (9.79) 可 以 
得 到 一 些 重要 的 一 般 性 结论 。 例 如 ， 如 Lumley (1962a) 注 意 到 的 ， 直 接 得 
$l], to RAMP Bu(X teAit4 AW, RAM MBY (x,t) = X(ax,t) 一 
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和 TVr(z, 四 也 是 统计 均匀 的 。 这 个 事实 实际 上 已 经 在 9.3 节 使 用 。 然 而 ， 如 果 
我 们 使 用 这 些 公式 确定 拉 格 朗 日 统计 特征 量 ， 这 些 结果 没什么 重要 性 。 对 
于 场 Y(z, 四 和 于 (z, 入 的 矩 量 ， 可 以 得 到 作为 无 限 数量 单 点 欧 拉 统计 特征 量 
乘 以 一 如 各 次 宸 求 和 的 非常 复杂 的 表达 式 。 使 用 这 种 表达 式 计算 拉 格 朗 
特征 量 仅 对 于 非常 小 的 t — 如 是 可 能 的 ， 此 时 级 数 (9.78) 中 除了 头 几 项 的 
所 有 项 都 可 以 忽略 。 例 如 ， 在 应 用 到 拉 格 朗 日 速度 关联 函数 时 ， 仅 成 功 计 
算 了 阶 数 不 高 于 (t to)? 的 项 ， 即 使 对 于 (t - 如 )2 的 项 ， 所 得 到 的 估计 也 非 


常 复杂 。 


只 有 在 t 一 to 的 零 阶 项 的 情形 ， 也 就 是 在 t0 时 刻 ， 情 况 简 单 ， 因 为 根据 
定义 ， V (at) = u(x, to)。 所 以 ， 例如 


BY (to, to; x) = ui(a, to) u; (ax, to) = Bi;(to, to; x). 


所 以 ， 对 于 不 可 压缩 流体 和 统计 均匀 的 场 u( 关 ,tj， 以 及 场 V(zx,t， 对 于 拉 
格 朗 日 速度 的 单 点 和 单 时 刻 特征 量 也 可 以 得 到 类 似 的 结果 。 这 里 让 我 们 根 
据 Lumley (1962a) 简 单 给 出 其 证 明 。 在 点 z 的 空间 中 ， 我 们 选择 体积 尺 并 研 
究 这 种 类 型 的 积分 


f eve, ae, 
R 
其 中 
(V) = (Vi, Vo, V3) 
是 某 个 三 变量 函数 。 在 这 个 积分 中 ， 我 们 从 变量 zi, zo,z3s 变 换 为 新 的 变 
量 X1, X2, X3， 其 中 = 对 (x,t)。 在 不 可 压缩 流体 的 情形 ， 并 且 只 有 在 此 
情形 ， 这 样 的 变换 可 以 由 这 个 事实 而 极 大 简化 : 相应 的 雅 可 比 行列 式 
D(X1， XQ, X3) 
(x1, £2, £3) 


= [X1, X2, X3] 
如 我 们 所 知 ， 恒 等 于 1[ 见 方程 9.6) ]。 于 是 ， 在 此 情形 


f AVe nies / o(u(X,t))dX, (9.80) 
R 


Ri 


F P Rez IY Zito tA Wi KX IRRA Dit AB TE T AA W E TA EK Eb, aR 
SAV (x,t) MuX, tE, MAATE (9.80) 两边 积分 号 下 的 函数 
的 概率 平均 值 不 依赖 于 坐标 。 然 而 ， 我 们 不 能 简单 地 对 方程 (9.80〉 两 边 平 
均 并 且 把 函数 2 的 平均 值 从 积分 号 下 拿 出 来 。 这 是 因为 右边 的 积分 区 域 尼 是 


9. 满 流 的 拉 格 朗 日 描述 


随机 的 ， 依 赖 于 场 w( 瑟 ,为 。 然 而 ， 因 为 流体 填 满 的 空间 是 无 界 的 《否则 就 
不 是 均匀 的 ) ， 对 于 任意 固定 时 刻 t+， 我 们 可 以 把 R 选 为 ， 例 如 ， 一 个 所 需 
半径 的 球 。 特 别 地 ， 我 们 可 以 将 其 半径 选 得 足够 大 ， 使 得 及 和 R 仅 在 相对 靠 
近 R 的 相差 不 规则 形状 的 区 域 ， 并 且 体 积 很 大 概率 不 超过 球 hR 总 体积 的 足够 
小 的 一 部 分 。 所 以 ， 很 大 概率 我 们 把 方程 (9.80〉 右 边 对 及 的 积分 换 位 类 似 
的 对 固定 区 域 有 的 积分 仅 引 入 一 个 非常 小 的 误差 。 现 在 ， 对 所 得 到 的 近似 方 
程 两 边 平均 并 除 以 体积 及 ， 我 们 发 现 


o(V (x, t)) = p(u(X,t)), (9.81) 


其 中 我 们 写 了 严格 的 等 号 ， 因 为 这 里 相对 误差 可 以 通过 选择 足够 大 的 有 R 而 
变 得 任意 小 。 特 别 地 ， 如 果 yp(V) = eVa, WAV (xz, 四 ) 是 拉 格 朗 日 速 
FEV (a, ORREK, p(u(X, t)) WRAL X (x,t) 的 特征 函数 。 所 以 ， 
对 于 不 可 压缩 流体 中 的 均匀 涡流 ， 欧 拉 和 拉 格 朗 上 日 速度 的 概率 分 布 在 所 有 
时 刻 都 相同 。 所 以 ， 在 均匀 汕 流 中 ， 不 可 能 有 边界 层 流 动情 形 碰 到 的 那 
悖 论 : 


uz(æ,t) = 0,{AV3(a,t) #0. 


显然 ， 我 们 的 所 有 论证 都 只 针对 一 点 和 一 时 刻 概率 分 布 。 对 于 二 -时 刻 
概率 分 布 ， 楷 体 字 的 叙述 一 般 来 说 是 不 对 的 。 所 以 ， 对 于 拉 格 明 日 速度 关 
KRABO (tte) RIFA MAR AE 


By (t,t; æ) = By(t) = ui(X, thuj(X, ¢), 


TGA RAB (t1, to) Xita — HARA» RT MRE X, 1) 
MEWAN, MARRA, USA RAV (X, tA. RIKERE 
在 上 面 也 使 用 了 这 个 情况 。 实 际 上 ， 用 (9.78) - (9.79) 形式 的 泰勒 级 数 
代表 


V;(#,t +7) = uj[X(x,t+7),t+7] 
Jetty, t+ 7 代 蔡 1， 有 可 能 把 关联 函数 写 为 在 拉 格 朗 日 点 (和 X(z t), tit 
算 的 单 点 欧 拉 特征 量 乘 以 t 的 窜 次 的 和 。 所 以 ， 如 果 由 于 场 u(z,) 为 稳 态 和 
均匀 的 ， 所 有 欧 拉 单 点 特征 量 都 不 依赖 于 t， 那 么 


(L) 3) 
BO GLET = BY (7). 


TADS Fc F428 TA) A AB ASIA So tT A EAS SEB TRE (9.81) , 
FHAREN FRA Aint iE, BLLumley, Panofsky (1964), 142- 
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144 页 。 
所 以 只 需要 把 尺 取 为 玲 


然而 ， 对 于 无 限 长 直 管 道 重 点 注 流 页 可 以 建立 同样 类 型 的 等 式 。 


(Hic, = alla, = 之 间 足 够 长 的 一 段 管道 。 对 于 任 


意 固 定 的 r = t+ 一 to， 我 们 可 以 选择 足够 大 的 5 一 a， 使 得 RR 区 域 和 RR 只 相 
差 边缘 zl = a 和 z1 = ?处 小 的 不 规则 形状 的 区 域 ， 这 个 区 域 的 体积 和 总 体 


BARA LEAF 


个 值 


we 


CITAN 


赖 于 z (709.3 


。 方 程 (9.80) 两边 除 以 体积 RR 并 平均 ， 我 们 在 右边 得 到 一 


， 基 本 上 是 函数 5 (X NWRM = ac 和 zl = 以 及 管 壁 所 包围 体积 
的 平均 。 左 边 是 变量 P(V(z, 加 )， 它 对 于 足够 大 的 ! 一 to 一 般 可 以 认为 不 依 


节 末 比较 ) ° 特别 地 ， HH p(w) = U1» 
Fe (9.37) 之 前 讨论 过 的 V1 = Uw 


这 种 方式 我 们 得 到 方 


让 我 们 再 次 考虑 均 义 稳 态 消 流 的 简单 情形 。 在 此 情形 , 云 =L= 


常量 ， 不 失 一 般 性 ， 甚 至 可 以 考虑 V = 0， 如 我 们 后 面 将 要 做 的 。 这 等 价 于 


简单 变换 至 
的 拉 格 朗 日 


是 时 空 欧 拉 相 关 张 量 ， 那 么 我 们 知道 


Fr > 0, 


CE 


I 一 个 新 的 惯性 系 。 
速度 相关 张 量 ， 并 且 


RB (7) = Vile, DV; (a, t+ 7) ERM 


Bij (£1, £2, 3, T) = Ui(T1, £2, £3, t)ui(£1 + €1, £2 + E2, 03 + &3,¢ +7) 


BY (0) = Bij(0,0,0,0)。 然 而 ， 对 


BY) (r) BER BAK AEM By (61, ez,6s,7) 的 值 表示 。 有 用 缺少 函 


)(7) 的 可 靠 数 据 ， 


一 些 研究 者 尝试 假设 B9 (r) = Bij(0,0,0,7)[ 见 ， 


PAsmBaldwin, Mickelsen (1962)， 他 们 也 将 这 个 假设 的 结果 和 实验 进行 了 比 
这 个 假设 没有 理论 基础 。 更 自然 的 是 假设 拉 格 朗 日 速度 相关 系 


较 ]。 
数 


然而 ， 


22 


RY (7) = Bw 


DA 


2 


不 对 i 求 和 ]| 它 描述 了 给 定 流体 粒子 在 时 刻 t 的 第 i 个 速度 分 量 之 间 的 相关 ， 并 
HEt 十 7 随 r 的 增 大 的 减 小 比 


于 同一 空间 点 的 哪些 流体 粒子 


EP 


Rii(7) = 


欧 拉 相关 系数 〔 描 述 了 在 时 刻 t 和 时 刻 t 十 7 处 
的 速度 之 间 的 相关 ) 


Bii (0, 0, 0, T) 


Py 
u; 


如 果 是 这 样 的 ， 那 么 当 7 > 0， 下 面 的 不 等 式 对 所 有 i = 1,2, 3R: 


RY (7) > Ris(r). 


1 这 个 不 等 式 ， 特 别 地 可 以 得 到 ， 拉 格 朗 日 相关 时 间 、 拉 格 朗 日 宏观 


9. 满 流 的 拉 格 朗 日 描述 


时 标 或 拉 格 朗 日 积分 时 标 


Oo 


Ti = [Roa 
0 


一 定 大 于 欧 拉 相关 时 间 、 宏 观 时 标 或 积分 时 标 


一 定 大 于 欧 拉 微观 时 标 或 微分 时 标 


b = [-2/ R40)". 


不 笠 的 是 ， 有 用 缺少 在 接近 均匀 稳 态 条 件 下 同时 测量 


欧 拉 和 拉 格 朗 日 时 标 


的 数据 ， 还 不 可 能 直接 检验 这 些 结论 。 然 而 ， 如 Corrsin (1963) 注 意 到 的 ， 
比较 Favre, Gavigho, Dumas (1953) ÆT” Æ Jm Wit KY PX FA JE BI AUE E X} K F T 
空 速度 关联 的 测量 和 Uberoi, Corrsin (1953) 在 类 似 条 件 下 进行 的 扩散 实验 ， 
使 得 假设 在 这 些 条 件 下 各 s 0.7 是 合理 的 。 当 平均 速度 | 可 | = 可 不 等 于 零 ， 


并 且 相 对 较 大 ， 可 以 预期 欧 拉 相关 系数 


Ri(7) = Bu(0,0, 0,7) /ul2 


随 r 的 增 大 而 减 小 ， 比 V = 0 时 快 得 多 。 这 个 相关 系数 描 


很 大 速度 经 过 一 个 给 定 空间 点 的 流体 粒子 (也 就 是 它们 实际 上 相距 很 大 距 


离 ) 的 速度 之 间 的 关系 。 实 际 上 ， 假 设 


R22(7) = RY (87T) 


述 了 时 刻 t 和 和 t 十 7 以 


(9.82) 


《其 中 Oza 轴 的 方向 沿 垂直 于 平均 风 的 水 平方 向 ) ，Hay, Pasquill (1959) 从 
大 气 中 水 平 扩 散 的 数据 发 现 ， 在 非常 粗略 的 一 级 近似 下 ，8 a 4。 很 
多 研究 者 接 下 来 在 这 个 领域 的 研究 [ 见 ， 例 如 ，Lumley，Panofsky (1964) 
197 一 201 页 N. Thompson (1965) 和 Haugen(1966)| 表 明 ，6 的 经 验 估计 弥 
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散 异 常 大 ， 但 是 证 实 了 其 平均 值 [ 见 下 文 ， 方 程 (10.11) 后面 |。 由 方程 
(9.82) 得 到 


To = DT 和 0 = 865, 


所 以 ，B = 4 的 值 对 应 于 拉 格 朗 日 时 标 显著 超过 欧 拉 时 标 。 

关于 拉 格 朗 日 和 欧 拉 时 间 相关 函数 形式 一 致 性 的 方程 〈9.82) 经 常 
用 于 满 流 扩散 的 研究 中 。 这 可 以 认为 是 可 接受 的 ， 因 为 在 很 多 情形 下 函 
KRY (7) 的 精确 形式 不 特别 重要 ， 见 ， 例 如 方程 (9.36) 后 的 讨论 。 实 际 
上 ， 这 个 命题 没有 理论 基础 。 此 外 ， 在 本 书 第 2 卷 第 8 章 中 会 证 明 ， 对 应 足 
够 大 的 雷诺 数 ， 


RP (T) = 1- C7 对 O/T <T < T, 


而 对 于 非常 大 的 Re 和 > (W2) (Hay 和 Pasquill 的 实验 满足 这 些 条 件 ) ， 
欧 拉 时 间 相关 函数 Ri(7) 对 于 你 些 7 具有 这 种 形式 


Rii(7) 1 — Clr?’ 


Wu = 0 它 对 7 还 是 线性 的 ， 比 较 Corrsin (1963)， 那 里 由 各 种 时 标 比 对 
雷诺 数 的 依赖 对 相关 函数 进行 了 近似 计算 。 所 以 ， 当 5 > (P), y 
(9.82) 不 能 对 所 有 7 满足 。 一 般 来 说 ， 对 于 和 相应 相关 时 间 相 当 的 7 值 ， 
拉 格 朗 日 和 欧 拉 相关 函数 的 行为 是 未 知 的 。 所 以 ， 仅 在 特别 的 纯 经 验 或 半 
经 验 假设 下 ， 由 可 能 在 理论 上 确定 函数 RI (7) 的 形式 。 

Saffman (1963) 对 于 一 个 特殊 形式 的 欧 拉 时 刻 关联 画 数 Rij(&1,&2,£3,7) 假设 表 
达 式 (9.22) P AAt EEV (X, x,t) 可 以 蔡 换 为 欧 拉 速 度 wj( 久 ,t)) 近似 计算 了 函 
数 R( 了 (7)。 然 而 ， 因 为 我 们 已 经 注意 到 ， 这 个 假设 是 没有 根据 的 ， 所 以 我 们 不 进一步 
讨论 。Inoue (1950-1951) 和 Ogura (1952b) 研 究 了 一 组 各 种 尺度 速度 场 扰 动情 形 的 湛 流 运动 
模型 ， 其 中 拉 格 朗 日 关联 函数 R(T),i = 1,2, 3 都 由 下 面 的 普 适 公式 给 出 : 


AS 


RP (7) = 1 - SOM FO < r < MRG (r) = 0 对 于 r > 2M. 


然而 ，Inoue (1952, 1959) 后 来 得 到 结论 ， 另 一 个 模型 更 方便 ， 殿 HRY) (7) =e77/Ti, Grant 
CTEM VERA A KBR RR (7), EBT AS BN 


RP (7) =1 a + 下 -In 下 -对 于 0 < r < AT AIRY (1) = 0 对 于 r > AT, 


后 来 Matsuoka (1960) 略 微 修 改 了 上 面 提 到 的 Inoue 的 第 一 个 模型 ， 得 到 了 同样 的 结果 。VWandel， 
Kofoed-Hansen (1962, 1967) 提 出 了 另 一 个 满 流 模型 。 在 他 们 的 模型 中 ， 对 于 拉 格 朗 日 关 
联 函 数 没有 得 到 一 个 普 适 公式 ， 但 是 这 个 函数 可 以 非常 简单 地 用 欧 拉 时 间 关 联 函 数 表 
Zo Philip (1967) 还 提出 了 欧 拉 和 拉 格 朗 日 特征 量 之 间 关 系 的 另 一 个 假设 。 由 一 个 简化 的 涡 
旋 模 型 〈 消 流 是 到 加 在 平均 流动 上 的 圆 形 涡 旋 系统 ) 也 可 以 得 到 其 他 关系 式 。 然 而 ， 实 际 


10. Wai Bx 


E, Bae BAA SERRA BOR ECE TA SD aii tPA PE AS EF Baa RE 
关联 函数 唯一 表达 。 所 以 ， 这 里 列举 的 所 有 结果 只 能 认为 式 对 实际 情形 的 近似 ， 其 精度 由 于 
缺乏 可 靠 的 数据 ， 还 没 法 估计 。 


10. mai BA 
10.1 满 动 扩 散 描述 的 问题 


在 上 一 节 中 研究 了 满 流 中 单个 “流体 粒子 ”的 运动 。 对 于 “流体 粒 
子 ”， 我 们 这 里 指 的 就 是 一 团 很 小 的 流体 ， 在 连续 理论 的 框架 内 可 以 认为 
是 和 周围 流体 一 起 运动 的 一 个 点 。 然 而 ， 很 明显 ， 如 果 流 体 中 没有 粒子 以 
某 种 方式 被 “标记 ”以 便 跟踪 流体 的 运动 ， 那 么 所 得 到 的 结果 就 无 法 和 观 
测 结果 相 比 较 。 换 句 话说， 前 一 节 发 展 的 理论 仅 当 某 些 流体 元 有 标记 《也 
就 是 说 ， 有 具有 某 些 性 质 可 以 和 周围 流体 区 分 开 ) 的 时 候 是 适用 的 。 这 种 性 
质 的 不 同 最 经 常 是 由 于 化 学 组 成 的 差异 ， 或 者 在 单个 体积 元 中 存在 和 流体 
本 身 不 同 的 “外 来 物质 ”。 人 然而 ， 它 可 能 和 温度 差异 一 样 简 单 。 在 任何 情 
形 ， 为 了 提供 “被 标记 的 ”例子 ， 我 们 应 该 说 在 流动 中 有 一 些 外 加 物 。 这 
里 ， 关 于 外 加 物 ， 我 们 指 的 是 具有 特殊 性 质 、 运 动 可 以 追 踊 的 流体 粒子 。 

如 果 我 们 仅 在 添 流 的 特定 部 分 引入 外 加 物 ， 那 么 由 于 它 在 构成 流动 的 
无 序 混杂 细 丝 中 输 运 ， 它 迅速 分 散 到 流体 占据 的 整个 体积 。 这 个 称 为 党 
动 扩 散 的 线性 是 满 流 的 明确 特性 。 在 雷 诡 的 经 典 实验 中 ， 满 流 的 发 生 被 
精确 定义 为 这 样 一 种 现象 ， 即 在 加 入 少量 染料 后 ， 整 个 流体 快速 着 色 。 
很 明显 ， 除 了 满 动 扩散 ， 外 加 物 通常 也 参与 和 消 流 无 关 的 分 子 扩 散 。 然 
而 ， 这 个 过 程 相 对 要 慢 得 多 ， 所 以 在 汕 流 中 它 只 起 到 相对 小 的 作用 。 满 动 
扩散 主导 了 重要 和 著名 的 现象 ， 例 如 花粉 在 大 气 中 的 分 散 、 细 菌 和 病毒 、 
放射 性 物质 、 火 山 灰 和 海盐 的 分 散 、 特 别 是 在 城市 中 由 于 工业 和 交通 烟 
筋 和 气体 造成 的 空气 污染 、 从 地 球 表 面 和 所 有 类 型 的 水 库 蒸 发 的 水 汽 的 输 
运 、 水 库 表 面 漂浮 物 的 分 散 等 等 。 所 以 水 动 扩 散 得 到 广泛 研究 并 不 奇怪 ， 
见 ， 例 如 ，Sutton (1953). Frenkiel, Sheppard (1959) 和 Pasquill (1962b) 以 
及 Batchelor andTownsend (1956)、Ellison (1959)、Monin (1959c) 和 其 他 人 
的 综述 文章 。 

为 了 使 被 标记 的 流体 粒子 可 以 以 上 面 第 9 节 的 意义 视 为 “流体 粒子 ”， 
只 需要 标记 的 外 加 物 是 被 动 的 ， 或 者 对 流体 运动 没有 影响 ， 并 且 以 与 相应 
点 的 瞬时 速度 几乎 一 致 的 速度 运动 。 特 别 地 ， 外 加 物 粒 子 必须 足够 细 ， 或 
线 尺度 小 于 速度 u( 久 ,) 发 生 显著 改变 的 距离 ， 密 度 和 周围 流体 非常 接近 ， 
外 加 物 的 重力 沉降 或 浮力 上 身 都 不 显著 。 甚 至 在 这 里 ， 外 加 粒子 仍然 不 
能 完全 等 同 于 理想 的 “流体 粒子 ”。 实 际 上 ， 任 何 外 加 物 也 可 以 由 分 子 扩 
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散 或 流体 分 子 热 运 动 导致 的 布朗 运动 而 扩散 ， 而 分 子 运动 对 “流体 粒子 ” 
没有 有 影响， 流体 粒 子 实际 上 是 连续 介质 中 服从 流体 动力 学 方程 的 “数学 
点 ”。 尽 管 在 10.2 节 进行 了 更 详细 的 讨论 ， 但 它 不 是 特别 重要 ， 在 大 部 分 情 
可 以 完全 忽略 。 

如 果 外 加 粒子 可 以 单独 观测 ， 那 么 有 可 能 通过 追踪 它们 的 运动 来 确定 
单独 的 拉 格 朗 日 轨迹 入 = 外 (tj。 于 是 可 以 尝试 通过 对 一 系列 这 种 轨迹 得 
到 的 数据 进行 平均 来 计算 淇 流 的 拉 格 朗 日 统计 特征 量 。 这 个 方法 在 气象 
学 中 广泛 运用 ， 因 为 使 用 了 所 谓 无 升力 气球 (具有 特别 选择 的 重量 使 得 它 
们 漂浮 在 空气 中 既 不 网 上 也 不 往 下 ) 和 通常 的 空气 球 。[ 见 例如 ，Pasquill 
(1962b)， 那 里 可 以 也 可 以 找到 原始 工作 的 参考 文献 。 也 进行 了 使 用 其 他 示 
踪 物 ， 例 如 肥 虹 泡 、 葡 种 子 冠 毛 等 的 实验 ， 参 见 Pasquill (1962b) 和 Lumley, 
Panofsky (1964) 的 综述 。] 然 而 ， 这 样 得 到 的 结果 只 能 非常 初步 地 估计 拉 格 
朗 日 速度 关联 函数 和 大 气 满 流 的 其 他 拉 格 朗 日 特征 量 。 这 是 因为 示 踪 物 通 
常 只 能 追踪 一 小 段 时 间 ， 通 常 不 能 精确 跟随 空气 运动 。 在 最 后 这 方面 ， 气 
球 是 最 可 疑 的 。 
通常 ， 外 加 物 以 流体 或 气体 添加 剂 或 大 量 细 的 固体 颗粒 的 形式 的 方式 
引入 流动 中 。 通 常 ， 可 以 完全 放心 地 认为 外 加 物 在 空间 中 连续 分 布 ， 并 
且 由 体积 浓度 的 欧 拉 场 %( 瑟 , 力 表 征 。 (在 可 压缩 流体 中 ， 更 方便 的 特征 量 
是 质量 比 深度/p， 但 这 里 我 们 仅 考 虑 不 可 压缩 流体 中 的 扩散 。) 对 于 描 
述 满 动 扩散 ， 我 们 要 了 解 给 定 初始 条 件 和 边界 条 件 〈 包 括 外 外 加 物 所 有 来 
源 的 分 配 ) 的 场 的 统计 描述 。 在 存在 外 加 物 源 的 情况 下 ， 一 般 来 说 ， 浓 度 
BOX, tI, HAE, FIR ROX, t) EXMA. 
XPS PRAY AE ET EE ee ECS ETT) 的 问题 。 

AY fem A, FTA SSSR oR, FEN AR SSCL, AN 
EP INU EX IR EGO (X , thw EAE IDFA IN TI TE 


ð oOua 2 
A ee (10.1) 


因为 外 加 物 是 被 动 的 ， 也 就 是 场 u 不 依赖 于 变量 93， 所 以 方程 (10.1) 对 "是 
线性 的 。 通 常 ， 边 界 条 件 也 对 3 是 线性 的 ， 通 常 它们 有 这 种 形式 


~ 


xZ + Bd = FO), (10.2) 


其 中 nn 垂直 于 边界 ，6 是 菜 个 常数 。 对 于 限制 了 流动 的 固体 壁面 ， 边 界 
条 件 是 均匀 的 ， 即 f(t) = 0. KBB = co 对 应 于 壁面 完全 吸收 了 外 加 
W, B = 0 对 应 于 外 加 物 完全 不 能 穿 透 壁面 ，0 < 6 < co 对 应 于 外 加 物 在 
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边界 被 部 分 吸收 和 部 分 排斥 的 情形 。 在 W. Feller, A. D. Wentzel 最 近 的 工 
作 和 一 些 其 他 数学 家 在 马尔 可 夫 随 机 过 程 一 般 理论 中 的 工作 中 ， 研 究 了 
更 一 般 或 者 在 某 种 意义 上 最 一 般 的 边界 条 件 。 这 些 条 件 考虑 了 外 加 物 到 
达 边 界 暂时 停止 及 其 沿边 界 扩散 的 可 能 性 [ 见 ， 例 如 ，Dynkin (1965)]。 然 
而 ， 因 为 这 类 效应 在 外 加 物 分 散 中 几乎 没有 实际 的 重要 性 ， 我 们 不 讨论 相 
应 的 同样 为 线性 的 边界 条 件 。 对 应 在 任何 方向 不 受 限制 的 流动 ， 无 穷 远 出 
的 边界 条 件 通 常 取 为 要 求 9 一 0 的 形式 。 也 就 是 ， 它 们 也 有 方程 (10.2) 
的 形式 ， 有 f(t = 0) 和 6 = co。 外 加 物 的 瞬时 源 通 常用 3( 久 ,初始 条 件 描 
Re f) ZOR 0.2) 类 似 的 非 均匀 边界 条 件 对 应 于 连续 的 活动 源 。 (各 
类 型 的 源 的 这 些 条 件 的 更 多 细节 在 下 面 给 出 。) 

对 于 均匀 边界 条 件 ， 给 定 区 域 中 场 %(X, 娘 的 演化 完全 由 外 加 物 的 输 
运 、 速 度 场 w( 环 ,加 和 分 子 扩散 决定 。 原 则 上 ， 借 助 流体 动力 学 方程 ， 
速度 场 由 初始 场 u( 久 ,to) = wuo( 久 ) 唯 一 确定 。 于 是 ， 对 于 给 定 初始 浓度 
OX, to) = 加 ( 马 ) 方 程 (10.1) 的 解 可 以 写 为 


V(X, t) = Aluo(X), t]Vo(X), (10.3) 


FER ARE AT HP 8 We FRE uX) BRUM A PEI NR TE 
符 。 让 我 们 强调 ， 由 于 方程 10.1) 和 边界 条 件 为 线性 ， 这 个 算 符 是 线性 
的 。 

对 于 满 流 的 统计 描述 ， 把 初始 速度 场 wo( 怀 ) 考 虑 为 随机 的 ， 也 就 是 假 
设 在 满 流 的 实现 (所 有 可 能 的 无 散 度 矢量 场 ) 的 函数 空间 中 存在 茶 个 相应 
的 概率 分 布 。 然 而 ， 在 此 情形 ， 依 赖 于 随机 场 wo( 关 ) 的 算 符 Alwo( 叉 ), 引 也 
是 一 个 随机 算 符 ， 由 线性 算 符 《〈 算 符 4 所 人 允许 的 实现 ) 空间 的 某 个 概率 分 布 
确定 。 于 是 ， 对 于 固定 的 go(X)， 浓 度 场 9( 瑟 , 力 在 上 > to 是 随机 的 ， 因 为 它 
依赖 于 4， 也 就 是 说 ， 依 赖 于 uo( 关 )。 这 里 场 9( 针 ,tt) 的 平均 值 由 这 个 方程 定 
义 : 


O(X,t) = Aluo(X), tvo (X) = Alt)vo(X), (10.4) 


其 中 算 符 A(t) = Aluo(X), tÆ MBE DLE FFA [uo (X), tH EOF YE 
或 对 在 场 uo( 义 ) 的 工具 的 概率 测度 积分 得 到 的 。 因 为 算 符 Aluo( 六 ), 相 对 任 
意 uo( 关 ) 是 线性 的 ， 并 且 平 均 是 一 个 线性 操作 ， 所 以 得 到 的 平均 算 符 A(t) 也 
是 线性 的 。 所 以 ， 对 于 固定 的 初始 浓度 场 4(t)， 平 均 浓 度 9( 关 ,满足 某 个 
线性 方程 。 使 用 方程 (10.3) 也 可 以 得 到 关联 函数 以 及 场 90( 久 ) 的 高 阶 逢 的 
方程 。 然 而 ， 这 些 方程 是 非 线 性 的 ， 并 且 复 杂 得 多 ， 此 外 ， 对 它们 的 研究 
很 少 [但 是 可 以 参见 Csznady (1967a,b), MOS OX OWT). GAN 
大 部 分 描述 汪 流 扩散 的 方法 简化 为 仅 构 建 平均 浓度 9?( 夭 ,t) 的 线性 方程 ， 或 


394 


者 等 价 地 ， 找 到 理论 的 、 半 经 验 的 或 纯 经 验 的 线性 算 符 A(t)。 


假设 为 了 确定 平均 浓度 ， 和 汕 动 扩散 相 比 我 


门 可 以 忽略 分 子 扩散 (这 


个 假设 正确 的 条 件 将 在 下 一 小 节 研究 ) ， 那 么 算 符 4A(t) 可 以 用 比 之 前 具体 


得 多 的 形式 代表 。 实 际 上 ， 让 我 们 首 4 


Et 研究 这 个 情形 ， 在 初始 时 刻 t = to, 


整个 外 加 物 〈 物 理 量 @Q) 集中 在 一 个 位 于 点 zZ 的 “流体 粒子 ”。 在 此 情 


U(X) =Q 


0(X — a). 


SS 


V(X, t) = Q5[X — X(x,t)]. 


考虑 到 


dX — X(z,t)] = p(X|a,t), 


所 示 “ 流 体 粒 子 ” 在 时 刻 t 坐 标的 概率 密度 ， 我 们 得 至 


AHX — x) 


= 


= p(X |z, t). 


因为 分 子 扩散 可 以 忽略 ， 外 加 物 在 所 有 时 刻 保持 在 同一 个 流体 粒子 中 ， 和 
开始 时 一 样 。 也 就 是 说 ， 在 时 刻 ! 它 会 位 于 点 不 (z, 日 。 


=Í 


THRAERWRE, FESR OXRA Hy DAA 2 RB, F 


由 
是 得 到 


TK = AOX) = | (Xle, tolear. 


FA, AKRITI AL, 3 FIREX, t A 
让 我 们 注意 到 ， 基 于 方程 10.5), K 


T” MERX (x, t) ER E E 
p(X |æ, tA AA AREI EAA 


的 瞬时 外 加 物 点 源 情形 的 ) 浓度 场 9( 瑟 ,加 。 这 样 就 有 可 生 


散 实 验 数 据 经 验 地 确定 p(Xlz,D。 
RADE, MRE, 4 


(10.5) 


定 一 个 “流体 粒 


时 刻 t = to 在 点 zx 独子 一 个 单位 浓度 


EE 从 9.3 节 提 到 的 扩 
1 果 知 道 怎么 计算 对 应 于 给 定 初 始 


场 90( 义 ) 的 平均 浓度 场 9( 针 ,t)， 那 么 也 容易 确定 对 应 于 实际 中 碰 到 的 不 
同类 型 外 加 物 源 的 平均 浓度 。 例 如 ， 让 我 们 再 一 次 研究 方程 (10.5) E 
义 的 “ 纯 湛 动 ”扩散 的 情形 ， 其 中 为 了 简单 ， 速 度 场 u( 久 ,四 考虑 为 稳 态 


的 ， 这 对 应 于 稳 态 清流 。 在 此 情 


流体 粒子 〔 在 时 刻 t0 它 处 于 点 x) 在 时 


Alto + r 的 坐标 的 概率 密度 p(|z,t 十) 可 以 方便 地 记 作 符 号 pi (X|z,7)。 
于 是 ， 和 pi 不 同 ， 函 数 p 不 依赖 于 参数 to。 输 出 为 9 (产生 Q 单 位 质量 的 外 加 


物 ) 的 瞬时 点 源 的 平均 浓度 等 于 Qpi(X|z,t 


一 如 )。 对 于 位 于 点 z 输 出 为 @ 的 


持续 活路 的 稳 态 点 源 ， 也 就 是 单位 时 间 产 生 Q@ 单 位 质量 的 外 加 物 ， 平 均 浓 
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EUX, t) = 9(z) 不 依赖 于 时 间 ， 并 且 由 这 个 方程 给 出 : 


t 


TX} =Q | p(Xlæ,t- tojdto =Q | pr X|e,r)ar. (10.6) 
一 Co 0 


在 实践 中 通常 也 必须 处 理 具 有 恒定 平均 速度 z= U 沿 OX1 轴 方向 流动 中 的 扩 
散 。 在 此 情形 ， 方 便 的 是 首先 变换 到 一 个 随 平均 流 运动 的 坐标 系 。 这 里 来 
9 点 处 持续 活跃 稳 态 点 源 的 平均 浓度 假设 为 这 种 形式 


=Q fp Ur, Xa, Xale, dr (10.6') 
0 


$e hp, (Xi, X2, Xslz,r) 是 没有 平均 运动 的 流体 粒子 坐标 的 概率 密度 
在 沿 Os 轴 的 线 源 的 情形 ， 平 均 浓度 下 通过 (0, arp, 0) 处 的 点 源 浓度 
对 z2 的 积分 得 到 。 于 是 ， 对 于 沿 OX2 轴 方向 均匀 并 且 存 在 沿 OX 轴 的 平均 
流动 速度 U 的 稳 态 满 流 ， 来 自 OXs 轴 瞬时 线 源 的 平均 浓度 有 这 种 形式 


CO 
J(X1, X3,t) =Q f pı(Xı—Ur, Xo, X3|0, t—to)dX2 = Qpi(X1—UT, X3|0, t—to). 
OO 


(10.7) 
这 里 Q 是 单位 长 度 OX2 轴 产生 的 外 加 物 的 量 ， 考 虑 为 常量 ， 也 就 是 不 依赖 
于 X2， 并 且 
pi(X1, X3|0,7) = J rs, xa, Xal0, aXe 


是 〈 零 平均 速度 的 流动 中 在 时 刻 如 位 于 点 z = 0 的 ) 流体 粒子 在 时 刻 如 + 的 
坐标 X1 和 Xs 的 二 维 概率 密度 。 


以 完全 相同 的 方式 ， 对 于 OX。 轴 上 持续 活跃 输出 为 9〔 即 单位 长 度 在 早 
位 时 间 产 生 @ 单 位 质量 的 外 加 物 ) 的 稳 态 线 源 ， 平 均 浓 度 V( Xi , X3) 等 于 


V(X1, X3) = Q pı(Xı = Ur, X30, 7)dr. (10.8) 


EAH 2S AY “TR” AEX AX XGA A, RIN 
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在 可 以 用 满 流 的 拉 格 明日 特征 量 表达 


[xo Hex, | xx ax 


和 其 他 类 似 的 量 。 另 一 方面 ， 这 些 量 也 可 以 用 扩散 实验 得 到 的 平均 浓 
度 9( 关 ,如 确 定 。 这 使 得 有 可 能 得 到 关于 拉 格 朗 日 特征 量 的 明确 经 验 信 息 
作为 一 个 粒子 ， 让 我 们 考虑 最 简单 的 情形 ， 平均 速度 吕 远 远 超过 涨 沙 速 度 
典型 值 的 流动 中 位 于 OX2? 轴 上 持续 活跃 线 源 的 情形 。 在 此 情形 ， 对 方程 
(10.8) 右边 对 dr 积分 的 基本 贡献 来 自 接近 XiVU 的 r 值 。 所 以 ， 这 里 我 们 
可 以 以 很 高 的 精度 假设 


V(X1, X3) — 常数 ‘Pl (xa 7) ’ (10.9) 
其 中 BG 
pi(X3 0,7) = / pi(X1, X3|0, 7) dX 


是 流体 粒子 坐标 Xs 的 一 维 概率 密度 。 特 别 地 ， 基 于 泰勒 的 方程 〈9.31) 我 
们 可 以 得 到 ， 对 于 U > (uP) 的 均匀 灌流 


X1/U 


[ co X20(X Xa) dX. x 
i T CR I (%-+) RY (r)dr, 
V(X1, X3)dX3 


(10.10) 
其 中 ， 和 第 9 节 中 一 样 ， 


WR (r) = Vi(0, VIO, t+ 7). 


是 ， 一 个 稳 态 线性 外 加 物 源 后 面 尾 流 的 平均 宽度 自然 地 认同 为 (X32)W/?) 
在 距离 源 较 小 的 距离 处 正比 于 这 个 距离 而 增加 ， 因 为 


u2 和 2 的 
XB x GFX, < UD =U f RẸ (r)dr 


这 被 Kalinske, Pien (1944), Uberoi, Corrsin (1953), Townsend (1954) 和 其 
他 扩散 实验 的 数据 很 好 地 证 实 。 类 似 地 ， 已 经 证 明 ， 在 同样 的 条 件 下 ， 

稳 态 点 源 后 的 尾 流 一 定 首先 有 上 险 的 形式 ， 然 后 是 旋转 抛物 面 。 这 也 早已 
被 实验 室 实验 和 强风 中 工厂 烟 奥 烟 羽 的 观测 很 好 地 证 实 [参见 G. 1. Taylor 
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(1921) LA ROrlob (1959) 更 近期 的 实验 ]。 


根据 方程 (10.10) ， 


2x2 a2 X 
TA a5 Ma a ( =), (10.11) 


故而 原则 上 也 有 可 能 从 X32(X1) 的 经 验 值得 到 函数 外 Mr )。 然 而 ， 实 际 上 ， 
这 样 确定 的 (7) 的 精度 极 低 。 这 是 因为 必须 对 实验 数据 求 导 两 次 

这 在 实际 中 总 是 非常 不 确定 的 。 然 而 ， 一 些 研 究 者 ， 例 如 ，G. I. Tay- 
lor (1935b)、Collis (1948), Barad (1959) 和 Panofsky (1962) 已 经 党 试用 这 
种 方法 至 少 得 到 了 拉 格 朗 日 速度 关联 函数 的 近似 值 。 其 他 研究 者 ， 特 别 
征 Kalinske，Pien (1944)、Uberoi, Corrsin (1953)、Mickelsen (1955)、Hay, 
Pasquill (1959)、Baldwin, Mickelsen (1962)、Hogstrom (1964)、N. Thomp- 
son (1965) 和 Haugen (1966) 主 要 使 用 稳 态 线 源 或 点 源 后 尾 流 中 变量 X2 的 测 
量 来 得 到 拉 格 朗 日 统计 量 的 更 多 详细 信息 并 估计 拉 格 朗 日 积分 时 标 


Oo 


r= {RBC ja 


0 


所 以 ， 假 设 侧 向 风 分 量 的 欧 拉 和 拉 格 朗 日 关联 函数 彼此 相似 ，Hay 和 Pasquill 月 
这 种 方法 推导 了 大 气 表 面 从 中 相应 的 正比 系数 8 的 粗略 值 = 4[ 见 方程 


(9.32) 后 的 文字 ， 在 那里 已 经 提 到 了 这 一 点 ]。Kalinske, Pien (1944) #llUberoi, 


Corrsin (1953) 进 行 了 实验 室 实 验 ， 测 量 Cen 的 函数 
值 X2(X1)。 1 此 他 们 估计 了 时 标 T 和 函数 R44 iG ) 的 其 他 一 些 参数 ， 然 后 
用 这 些 参数 细 化 了 方程 (10.11) 得 到 的 RY )(7) 值 。 然 而 ， 即 使 这 样 ， 
函数 RA (7) 的 形式 也 很 不 确定 。 让 我 们 也 注意 到 ， 在 所 提 的 的 大 部 分 
实验 中 ， 测 量 是 针对 热 扩 散 (Taylor、Collis、Uberoi 和 Corrsin) 或 空气 
中 外 来 气体 的 扩散 CMickelsen, Barad, Thompson, Hauger) ， 故 而 在 
这 里 忽略 分 子 扩散 需要 特别 证 明 ， 这 在 所 有 这 些 工 作 中 都 没有 。 类 似 
在 Hay 和 Pasquill 的 实验 中 ， 以 及 在 H6gstr5om 的 实验 中 研究 了 石松 孢子 和 烟 
的 大 气 扩散 ， 原 则 上 粒子 的 布衣 运动 有 部 分 贡献 。 在 Kalinske-Pien 实 验 中 
研究 了 小 液 滴 《密度 和 水 相同 ) 在 水 中 的 扩散 ， 分 子 扩散 几乎 没有 任何 影 
响 ， 但 满 流 均匀 性 的 假设 在 每 个 情形 似乎 都 不 是 非常 准确 。 


如 9.3 节 所 示 ， 对 于 均匀 汕 流 ， 有 足够 的 理由 假设 “流体 粒子 ”坐标 的 
概率 分 布 对 任意 扩散 时 间 都 非常 接近 高 斯 分 布 。 换 句 话 说， 如 果 我 们 取 坐 


398 


标 轴 为 流体 粒子 位 移 的 协 方差 张 量 


Di;(7) = [Xi(7) — zillX;(7) — z5], 
的 主轴 ， 那 么 对 于 任意 r 我 们 可 以 取 
1 (X,-21)? (X2- x2) (X; -— z3)? 
mxle) = rl Dp Ga ort 
10.12 


其 中 方程 Dii(r) 借 助 方程 (9.31) 用 赋 范 的 拉 格 朗 日 


速度 关联 函数 RD(r) 表 


示 。 把 这 个 方程 带 入 一 般 表达 式 (10.5) - 10.9) ， 在 不 总 是 被 完全 证 明 


的 假设 (平均 速度 方向 和 张 量 D;j(7) 的 一 个 主轴 
达 式 更 具体 ， 有 可 能 考虑 他 们 对 各 种 极限 情 
些 更 简单 的 近似 公式 ， 并 且 有 可 能 对 于 具体 选择 的 函数 RI (7) 进 行 详细 的 


HG) 下 ， 有 可 能 使 这 些 表 
的 渐 近 行为 ， 有 可 


能 得 到 一 


计算 [Frenkiel (1952, 1953)、Fleischman, Frenkiel (1954)， 也 可 以 比较 Hinze 


(1959) 第 5.5 节 和 本 书 第 10.4 节 开头 
通常 外 加 物 不 仅 可 以 考虑 为 在 空间 连 


有 时 后 一 种 观点 甚至 更 方便 。 
我 们 在 这 里 给 出 


尽管 如 此 ， 
触及 了 分 立 外 加 物 场 的 数学 


o 


续 分 布 的 组 分 ， 也 本 


我 们 在 未 来 不 会 使 


§ 述 的 一 些 结果 


=H AN o 


让 我 们 把 外 加 


以 考虑 为 一 组 分 
这 个 模型 ， 为 了 完整 ， 让 


立 的 粒子 。 


为 粒子 的 总 


数 记 作 N， 总 质量 取 为 1。 我 们 考虑 粒子 之 间 没 


差别 并 且 是 统计 等 价 的 ， 意 


Bk<N, (ERA KM, ..., VIER, 1,1< is < N, WK 


P{Xi, € Vi,..., Xi, € Vk} 


(其 中 入 e V 表 示 点 处 属于 区 域 V) ART Bei, ... 


量 久 ;相同 分 布 的 ， 


KERVI,- Vi 的 对 称 函 数 。 


Hu 


,ZK 。 


P{ Xi € Vi,..., Xi, € Vk} 


已 是 对 vT 任 


此 ， 特 别 地 ， 所 有 随机 矢 


在 固定 时 刻 的 分 立 外 加 物 分 布 将 完全 


区 域 W(V) 的 随机 函数 表征 ， 其 值 等 于 


刻 在 空间 区 域 V 所 含 的 外 加 物质 量 。 
(更 准确 地 说 ，J(V) 是 2 


场 %(X) 相 同 的 作用 


不 重合 


(个 


的 可 加 函数 ， 意 思 是 对 了 


机 场 2%( 瑟 ) 的 多 维 概率 分 布 ， 我 们 现在 得 到 所 有 可 能 的 空间 


Vi) = P {u(Vi) 


这 个 随机 函数 在 这 里 起 至 


又 域 Vi 和 V2， (Vi + V2) = 
KERV,- Vi 的 有 限 集合 的 概率 


vV 


n 


L(V) + w(V2)o 


在 给 定时 


1 了 和 连续 分 布 外 加 物 的 随机 
SE f O(X)dX MAIL) 。 函 数 1(V 


显然 是 区 域 


取代 决定 随 


1 _ nk 


(10.13) 


ERNER FERD OAS TRA, BONIS EE KIVA, ..., Vi 的 概率 (10.13) 。 在 


独立 统计 等 价 外 加 物 粒子 的 特殊 情 


Piroti (Vi, e.. Vi) = Oy R Q 


HL EH 


N 


%, SA (10.13) 退化 为 所 谓 的 多 项 式 分 布 


(Vi)]"*.-[Q1(Ve)]"* x [1 — Qi(Vi) — -.. — Qi(Ve)]"°, 


N! 


= and? = P{X,€V}. 


ny... 


j 
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PRO FEAR AE, PRB (V) SEE TA RV ARQ (VEA. TE ALAA RRA 
计 等 价 粒子 的 一 般 情形 ， 分 布 〈10.13) 代表 多 项 式 分 布 的 某 种 推广 ， 为 了 指定 它 ， 必 须知 
道 所 有 概率 
Qny...ng (Vi, wey We) = P{Xi E Vosa Ming, € Vig Rn tig an © Vee ni Fn € Vi}. 
(10.14) 
可 以 证 明 ， 随 机 变量 4(Vi),.…, (Vi) 的 任意 矩 量 可 以 用 概率 (10.14) 借助 公式 
N! Gp evan 
UCAS SE Qnan (Vis oes Ve), (10.15) 
s=1 nit.. +n sIm o: 
表示 ， 其 中 mm = mit... + mie, a EMAR Stirling, %40 <n < m 时 不 


为 零 ， WELAI Nam =a? = 1 的 差分 方程 a =a +nae*. AOL, BERIT, 
随机 函数 4(V) 的 m 阶 矩 完 全 由 m 个 粒子 坐标 的 联合 概率 分 布 确定 ， 换 句 话说 ，ni 十 .… 十 nx < 
m 的 概率 (10.4〉 以 m 阶 算 量 的 精度 定义 了 随机 函数 (VV)。 

当 m = 1， 由 方程 (10.15) 我 们 得 到 


HV) = Qi(V), (10.16) 


这 和 方程 10.5) 类似， 更 准确 地 说 ， 和 对 方程 10.5 两边 在 区 域 V 对 处 积分 得 到 的 方程 
类 似 。 当 m = 2， 由 方程 (10.15) 和 (10.16) 我 们 得 到 


pV) -pW = Q2(V) — [Qi (V)? + TV) — QV)], (10.17) 


[Vi) — (Vi) | [ee(V2) — u(V2)] = Qu (V1, V2) — Q1(Vi) Qi (V2) 一 Qu (Vi, V2). (10.18) 


第 一 个 方程 表明 ， 在 粒子 之 间 统 计 上 存在 相互 作用 或 @z(V) A [QVP HERV A 
外 加 物 的 量 的 涨 落 (平方 平均 ) 在 N 一 ce 时 也 不 会 无 限 减 小 。 换 名 话说 ， 在 互相 依赖 
的 粒子 的 情形 ， 甚 至 对 于 非常 大 量 的 个 粒子 ，y(V) 值 对 于 不 同 的 实现 也 非常 不 同 。 方 程 
(10.18) 表明 ， 此 外 ， 在 此 情形 两 个 不 后 的 无 重生 区 域 的 外 加 物 的 量 是 相互 关联 的 。 重 要 
的 是 ， 粒 子 之 间 相 关 依 赖 是 汕 动 扩散 的 典型 特征 。 实 际 上 ， 这 里 邻近 粒子 的 运动 显著 受到 速 
度 场 中 同样 扰动 的 影响 ， 因 此 互相 是 统计 相关 的 。 所 以 对 于 滑动 扩散 ， 每 个 体积 中 外 加 物 浓 
度 有 显著 的 涨 落 ， 并 且 对 于 邻近 但 不 重 闪 的 体积 、 对 于 任意 NN 甚至 当 N = oo 都 是 互相 依赖 
的 。 这 最 后 一 个 情形 也 由 浓度 为 9( 兰 )〈 连 续 依 赖 于 竺 〉 的 连续 分 布 外 加 物 的 模型 描述 。 


10.2 ”分 子 扩散 和 满 动 扩散 之 间 的 相互 作用 


满 动 流体 中 运动 的 流体 粒子 输 运 导致 的 外 加 物 传播 ， 也 就 是 满 动 扩 
散 ， 通 常 比分 子 运动 导致 的 扩散 (也 就 是 分 子 扩 散 ) 快 。 所 以 ， 例 如 ， 在 
大 气 表面 层 中 ， 被 动 外 加 物 的 虚拟 “ 涡 扩 散 率 ”， 即 ， 外 加 物 的 淇 动 流量 
和 浓度 梯度 的 比 ， 通 常 具有 量 级 为 104 一 105 cm? sec-! 的 值 。 换 句 话 说 ， 
它 比分 子 扩散 系数 (对 于 大 部 分 气体 为 10-1 cm? sec-! 的 量 级 ) K105 一 10° 
音 。 由 于 濡 动 扩 散 ， 浓 度 足 以 影响 人 类 的 嗅觉 的 香烟 烟 筋 ， 在 数秒 内 分 散 
到 整个 房间 ， 而 如 果 仅 有 分 子 扩散 ， 达 到 同样 的 效果 需要 许多 天 。 然 而 ， 
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是 否 意味 着 描述 消 动 扩散 可 以 完全 忽略 分 子 扩散 ? 


TE 


LAA- 


iF >t, 


XK 


图 77 aH Pim ya BS BC Sb OD a AY 28 TA AS AR HO; pb- 沿 与 这 个 空 
间 相 交 的 一 条 直线 的 外 加 物 浓度 分 布 的 示意 形式 。 


运动 流体 粒子 对 外 加 物 的 输 运 显然 会 导致 外 加 物 首 先 aged 

某 些 方向 上 扩展 ， 而 在 另 一 些 方向 上 被 压缩 ， 扭 曲 得 相当 混乱 。 
在 第 2 卷 第 8 章 中 详细 讨论 。) 然而 ， Ra RON nine. 
Fe, FETED SEE, ALR ASE REN ZERA ARKE, 1) BS 
于 外 加 物 浓度 po， 要 么 等 于 0， 取 决 于 初始 时 刻 t = to 相应 的 流体 粒子 是 否 
含有 外 加 物 。|[ 借 自 Corrsin (1959a) 的 示意 图 ， 见 图 79。] 所 以 湛 动 扩散 导致 
在 流体 中 形成 高 度 变 形 和 扭曲 的 流体 层 ， 有 具有 剧烈 变化 的 外 加 物 浓度 。 相 
邻 流 体 层 中 浓度 的 等 化 (伴随 者 外 加 物 占 据 的 体积 的 增 大 以 及 浓度 场 的 平 
滑 ， 于 是 函数 9( 关 ,的 值 通 常 介 于 po 和 0 之 间 ) 仅仅 是 分 子 扩散 的 结果 ， 较 
慢 ， 扩 散 系数 Xx 较 小 。 很 明显 ， 由 此 ， 对 于 场 3( 关 ,tt) 小 尺度 统计 结构 的 描 
述 ， 不 可 能 忽略 分 子 扩散 。 否 则 当 t 很 大 ， 我 们 得 到 一 个 图 79 右 边 描绘 的 非 
常 不 上 自然 的 浓度 分 布 。 然 而 ， 像 前 一 小 节 方 程 (10.5) 的 推导 中 那样 在 求 平 
均 浓度 (六 ,如 时 ， 分 子 扩散 和 满 动 扩散 相 比 是 否 不 可 能 忽略 的 问题 ， 是 非 
常 复 杂 的 。 显 著 我 们 处 理 这 个 问题 。 

为 了 研究 分 子 扩散 和 消 动 扩散 在 产生 平均 浓度 场 9( 瑟 ,为 时 的 相对 
作用 ， 为 了 简单 ， 我 们 限制 于 平均 速度 为 零 的 均匀 汕 流 场 中 来 自 单位 
输出 的 瞬时 点 源 的 外 加 物 的 扩散 的 问题 。 我 们 考虑 这 个 源 在 时 刻 t = 
to 放置 在 点 入 = 0。 换 句 话 说， 我 们 应 该 考虑 对 应 方程 10.1) 初始 条 件 
A(X, to) = (X)W RED (Xt). LEBEN BE EF y HE SF i TA Ze 
方向 的 外 加 物 扩散 ， 例 如 ， 沿 2 向 轴 方 向 。 作 为 分 子 扩散 角色 的 特征 量 ， 
我 们 使 用 这 种 扩散 对 平均 浓度 分 布 0( 关 ,的 弥散 的 相对 贡献 。 这 里 必须 区 


m 


10. Wai Bx 


ay, Fil, PAKEND HM RAZA KX = 0 的 弥散 


D(t) = [IR Hex. (10.19) 


Ai, KREDPPOX, Ms A PS 


x= | Xd(X,t)dxX 


的 弥散 (也 是 相对 源 的 位 置 和 = 0) ， 也 就 是 方差 


X2(t) = /xc nax| . (10.20) 


ISh KADRO, t) 相对 其 引力 中 心 的 弥散 也 很 有 趣 : 


D2(t) = [es — X.(t)20(X,t)dX. (10.21) 


然而 ， 使 用 归 一 化 条 件 


[x.nax afi 


《这 表达 了 外 加 物质 量 守恒 定律 ) ， 不 难 证 明 


D2(t) = DIG) — X20), (10.22) 


C 


所 以 只 计算 D3(t) 和 X2(t) 就 足够 了 。 


此 外 ， 方便 的 是 从 稳 态 坐标 系 XX 变换 到 非 稳 态 非 惯 性 坐标 系 Y = 
X- 慎 (0, 人 ， 其 参考 原点 在 每 个 时 刻 和 时 刻 fo 位 于 点 于 = 0 的 流体 粒子 所 
在 的 点 重合 。 对 于 这 个 新 参考 系 中 的 浓度 场 ， 我 们 采用 这 种 记号 


OY, t) =v[Y + X(0,t), t] = v(X,t). (10.23) 
OO(Y,t)  OV(X, t) 
oY; OX; X=Y +X (0,t) l 
另 一 方面 ， 
oO0(Y,t) dad _ 09 Ov 
ata oY t X(0,t), t] = J + Vall, Hay (10.24) 
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其 中 V = 4 是 时 刻 t0 位 于 点 入 = 0 的 流体 粒子 的 拉 格 朗 日 速度 。 于 
E, JE (10.1) 在 这 个 移动 坐标 系 中 取 这 种 形式 


+ {ulY + X(0,t),t] — V;(0,t)} Ss = yva, (10.25) 


其 中 V? 是 对 变量 (Yi, Yo, V3) IIE SET, V (0, t) BB OE bn FRAG Bw J 
点 相对 初始 稳 态 坐标 系 的 速度 。 浓 度 0(Y , tE CA ARE 


[ovna = 


我 们 使 用 的 时 候 不 再 进一步 说 明 。 此 外 ， 方 程 〈10.19) 和 (10.20) 在 变换 
到 新 的 坐标 系 后 ， 假 设 分 布 有 这 些 形 式 


D2(t) = / [Yi + X1(0,t)20(¥, HAY = X2(0,)+2%,(0,t) | yoy, nays | v2eay,nay, 
(10.26) 
和 


X2(t) = [fm + x(0,njacav, nay} = = X?(0, t)+2X1(0,t) ) | Yia (Y ,t)dY + [rov t)d3 
(10.27) 


我 们 将 限于 对 小 的 t — to EEDE (t) FLX? (t). BRAM AT E 


H 


= | (10.28) 


CH Hki, ko, hs 是 非 负 指数 ) 可 以 用 t — 如 整数 需 的 泰勒 级 数 表示 。 于 是 
wR BLDG (t) AX 2(t) th A DA Ft 一 to 暴 级 数 的 形式 表示 ， 对 于 级 数 前 几 项 的 计 
算 ， 只 需要 知道 级 数 方程 (10.26) Fl (10.27) FEE Y) 和 (Y2) 级 数 的 前 
儿 项 。 


让 我 们 使 用 方程 10.25) REE 10.28) 。 这 里 我 们 有 wi[ 关 (0,t),4 = 
WW(0,t)， 于 是 ,方程 10.25) 左边 括号 里 的 速度 差 可 以 用 这 种 形式 表示 : 


Ou; Oru; 3u; 
[Y +X (0, t), t]—-V;(0, t) = Ya ly y, 
We DXA Ou © CORK 
(10.29) 


hu (X OW SaREEAX = X(0,)RN, Heh, ENA eH R 
数 。 现 在 让 我 们 把 展开 式 (10.29) 带 入 方程 (10.25) ， 然 后 对 所 有 项 乘 
AYP YS? YR FE MY AAD 7 BB) oe =0, ENS HOY, tl SR 


10. Wai Bx 


项 分 部 积分 后 ， 我 们 得 到 


3 k kə wk 
yH ypy 
(yky Yks) = x >) kil hi Ae 1 2 3 
i=1 1 
3 .Ow [Yo sear D Ou; Ya Ya YE YR Yk 
a OX; “DOXaDX5 Y; 
re. 3 po Di Gee a z 
6 "AX g9Xg9X4 ; EN 
(10.30) 


‘it 


CRAY DRE INTEL 


从 方程 (10.28) 明显 可 以 看 到 ， 
等 于 1， 
以 ， 


t 一 加 的 线性 项 仅 在 方程 (10.30) 


AlAO(Y , to) = O(Y), PAR PAE 一 如 时 接近 于 零 。 


FRIE (ky = ko = kz = 0) 严格 
所 


右边 含有 一 个 零 阶 矩 的 窍 量 表达 式 中 


出 现 。 


不 难看 出 ， 有 具有 这 种 


多 式 的 适量 仅 有 ( 环 )， 它 们 的 领头 项 具有 这 


形式 : 
(YP) = 2x(t — to) +... 


然而 ， 为 零 确 定 我 们 下 面 所 需 的 矩 量 (到 ?的 级 数 的 后 面 


(10.31) 


的 项 ， 我 们 也 必须 


写 出 上 一 to 时 (t — to)? BTA ATA HE 


很 明显 ， 这 些 和 (Y2) 不 同 的 非 
是 二 阶 也 


中 含有 矩 量 (Y2) ) 对 + 一 tod 


ZNE (FFE 10.30) 右边 
>- A AUEW, RAEE 


的 被 加 项 


(Yi), 人 以 及 (人 区 Y ATi A 


是 这 一 类 的 。 此 外 ， 它 们 的 领头 项 具有 这 种 形式 
1 
(Yi) = 5X Aui(t — to)? +.. 
ava = Ou; Ou; 2 
(YA) = 12x?(t- to)? +..., 
(Y7¥?) = 4°(¢-to)? +..., 


(10.32) 


Lo 


u(X, HKA 


TARE EN 2X = 0,t = to 取 的 。 


4 
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让 我 们 考虑 D8(t) 和 X2(t) 的 计算 ， 精 确 到 (t — to)3 阶 。 因 为 


X(0,t) = u(0,to)(t — to) + ..., (10.33) 


Aye BRAT wh 20 0 TE EEY BI (t — to)? BY, (YP) Bt — to) 3B. PAYIN 
= (10.32) 对 于 我 们 的 目的 足够 ， 但 (到 ;必须 改进 。 为 零 确定 缺失 的 项 ， 
让 我 们 对 于 1 = 2, ko = ks = 0 单独 写 出 方程 〈10.30) : 


>88 


0 Ou, 3u: 1 u 
1) = 2X+25 7 OXa Xp (Yo¥e¥a)+ 3 OX,9X,0X, 


va aX, L (Ya¥1)+ 


(Yo¥a¥y¥i)+ 


考虑 这 个 公式 右边 不 高 于 (t — 如 )2 阶 的 项 ， 使 用 方程 10.32) 我 们 得 到 


Oh. au „ðu ðu 
at) = 2x Rate a) a2 ON» ~(Yi¥o) +2 
103 U1 
3 0X3 v4 


a ðu ðu ðu | uz 
K | & | a) 


2 
pou & | 3] (E= to)? + EY L E to)? t n 


+ 


ðX; ðX; OXi 


H 
过 
Q 
~ 
Q 
AE 


(t— to) +.. RIA 
t=to 


Ou, 2 d Ou, 2 
Y2) = 2y(t— oy lq UW 
(Y7) X(t—to)+ Xax lt to)? + afaa +2 (3 -) 


_ ðu Ou, Ou2 Ou1 Ou1 | uz i OV2u1 3 
-3X2 Ge ue a Lary a (Se | a r 2x (t— to) 


其 中 (六 ,四 的 所 有 导数 都 是 t = to 时 在 点 入 = 0 取 的 。 


此 外 ， 我 们 只 需要 算 量 (于 ) 的 平均 值 。 让 我 们 回想 一 下 ， 我 们 在 考虑 
均匀 消 流 ， 其 中 所 有 仅 依 赖 于 单个 空间 点 天 的 变量 都 是 常量 。 特 别 地 ， 
dou ð ðu 9 du 


= Ua = 0. 


dt OX, OX, Ot OX 
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所 以 在 均匀 消 流 中 


= 2 Out 2 ðu Ou i Our Ou, Ou, Ous 35, 
FA = aut) 43x 12 Set) + ox, (党 | ze) t OX, (Fu + Fe) le to)? +... 
大 括号 中 的 表达 式 容 易 变 换 为 下 面 的 形式 : 


Ou /bu ua) 天 -0 Oua os 
aX, (7 £ 5 ) SU 


我 们 最 终 得 到 


(V2) = 2y(t — to) + Vut Si ee (10.35) 


让 我 们 同时 注意 到 ， 根 据 方程 (10.22). (10.26) . (10.27) 和 (10.32) ， 
精确 到 (t 一 to 六 阶 项 的 变量 D2(t) 和 (对) 相同 ， 于 是 


D2(t) = 2x(t — ty) + xv rt ea eee (10.36) 


在 不 运动 的 流体 中 ， 分 子 扩散 把 时 刻 t = to 聚集 在 一 点 的 单位 质量 的 外 
加 物 转变 为 一 团 球 对 称 浓度 分 布 ， 弥 散 为 2x(t 一 to0)。 从 方程 (10.36) 可 以 
明显 看 到 ， 当 t 一 to 非常 小 ， 这 个 方程 右边 第 二 项 和 第 一 项 相 比 可 以 忽略 ， 
外 加 物 分 布 9( 关 ,区 相对 其 引力 中 心 夭 (的 平均 弥散 可 以 假设 为 2x(t 一 t0)。 
换 句 话说 ， 可 以 考虑 (在 任何 情形 ， 在 一 定 程度 上 这 和 弥散 有 关 ) 在 从 
点 源 开始 的 淇 动 扩 散 第 一 阶段 ， 分 子 扩散 作用 下 的 外 加 物 分 散 合 加 在 相 
应 流体 粒子 的 输 运 上 ， 但 和 这 种 输 运 没有 相互 作用 。 人 然而， 对 于 较 大 
的 t 一 to 值 ， 情 况 有 些 不 同 ， 因 为 方程 (10.36) 右边 存在 第 二 项 。 于 是 ， 弥 
散 D2(t) 开 始 比 不 运动 流体 中 的 分 子 扩散 要 快 。 这 里 额外 的 项 不 仅 依赖 于 流 
体 分 子 扩散 系数 X， 也 依赖 于 滑 流 运动 速度 梯度 的 平方 平均 。 所 以 ， 发 生 分 
子 扩 散 和 满 动 扩 散 之 间 的 相互 作用 ， 导 致 分子 扩 散 加 速 。 也 就 是 外 加 物 占 
据 的 体积 快速 脱 胀 ， 并 且 相 应 地 ， 最 大 浓度 更 快速 地 减 小 。 这 个 现象 实际 
的 原因 显然 是 满 流 中 外 加 物 占 据 的 体积 强烈 变形 (如 图 79 所 示 ) ， 本 质 上 
增加 了 分 子 扩散 的 作用 。 所 以 ， 富 不 奇怪 ， 并 没有 立即 感觉 到 “分 子 扩散 
的 加 速 ”， 仪 在 普通 的 分 子 扩散 将 点 质量 外 加 物 转变 为 一 团 云 〈 其 体积 足 
以 在 由 wu( 关 ,的 梯度 表征 的 瞬时 速度 不 均匀 性 的 影响 下 产生 变形 ) 之 后 一 
段 时 间 才 感觉 到 。 

Townsend (1951) 首 先 注意 到 由 于 湛 流 导致 的 分 子 扩 散 加 速 的 效应 。 
他 给 出 了 这 个 效应 初步 的 估计 ， 给 出 了 证 实 其 存在 的 特殊 实验 (测量 
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满 流 中 脉冲 放电 电流 产生 的 热 斑 的 最 大 温度 的 逐渐 降低 ) 的 结果 。 此 
外 ，Townsend 指 出 ，《〈10.36) 这 样 的 展开 给 出 了 在 显著 较 大 的 t — to 值 时 
比 之 前 更 适当 的 描述 。Townsend (1954) 和 Batchelor, Townsend (1956) 后 来 
得 到 了 由 瞬时 线 源 扩散 的 更 完备 的 方程 [数值 系数 有 一 些小 错误 ， 见 Saffman 
(1960)]。 最 后 ， 方 程 (10.35) 右边 第 二 项 和 《具有 恒定 平均 速度 梯度 的 均 
匀 满 动 剪 切 流 中 流体 粒子 的 纵向 坐标 方差 的 ) 方程 〈9.58) 非常 像 。 这 种 相 
似 性 不 是 偶然 的 ， 对 于 小 的 : — 如 ， 所 有 外 加 物 位 于 源 的 小 邻 域 中 ， 其 中 可 
以 假设 速度 w( 瑟 ,改线 性 依赖 于 坐标 尺 ， 限 于 相应 泰勒 级 数 的 第 一 项 ， 方 差 
(10.35) 对 应 速度 场 的 这 个 表示 。 


到 目前 为 止 ， 我 们 仅 考虑 了 分 布 g( 怀 , 奴 相 对 其 引力 中 心 的 弥散 D3 (t) 
进一步 考虑 外 加 物 团 相对 源 的 位 置 〈《 和 平均 引力 中 心 的 位 置 筷 -( 坟 以 及 引力 
中 心 自己 X3( 人 重合) 的 弥散 D3(t)， 我 们 发 现 ， 这 里 ， 分 子 扩散 和 湛 动 扩 
散 之 间 的 相互 作用 导致 相反 的 “减速 扩散 ”效应 。 实 际 上 ， 为 了 根据 方程 
(10.26) 和 (10.27) 计算 D3(t) 和 X2(H)， 只 需要 确定 平均 值 六 (0, (YD)。 
对 应 Xi(0, 加 和 (Y) 使 用 方程 〈10.33) 和 “(10.32〉， 我 们 得 到 


= 
X1(0,t) (Yi) = 3X41 V’u(t _ to)? Fes. 


或 者 ， AA TEL Sit Pu Vu = (Vu), 


X1(0,t)(Yi) = -iVn (t= to)? +. (10.37) 
由 此 以 及 方程 (10.26) 、 (10.27) 、 (10.35) 和 (10.32) 得 到 


Di(t) = X?(0,t) + 2x(t — to) EV] to + (10.38) 


X2 (t) = X2 (0, t) — x(Vui)2(t — to)? + .... (10.39) 


Saffman (1960) 首 先 得 到 了 这 些 方程 ， 也 参见 Okubo (1967)， 他 借助 拉 
格 朗 日 扩散 方程 (9.9) 推导 了 这 些 方程 。 第 二 个 方程 表明 ， 外 加 物 引 
力 中 心 的 方差 对 于 小 的 t 一 to 小 于 流体 粒子 坐标 的 方差 Xf(0,t)〔 对 于 小 
的 t 一 to 几乎 完全 由 流体 粒子 的 初始 速度 Vi(0,t0) = wy t0) 的 方差 决定 ， 即 
接近 tw2(t —to)?) 。 换 句 话 说， 由 于 分 子 扩散 ， 平 均 而 言 
它们 一 开始 重合 的 流体 粒子 ， 因 此 分 子 扩散 减 慢 THAP 减速 的 
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机 制 容易 看 到 ，X?(0 厅 由 “流体 粒子 输 运 的 平均 速率 ” 


的 方差 决定 ， 分 子 扩散 导致 点 状 流体 粒子 分 散 到 整个 外 加 物 团 中 。 所 以 ， 
这 里 ， 输 运 速率 是 速度 ui( 义 ,) 对 某 个 体积 平均 ， 它 通常 小 于 点 入 (0, 坟 的 
瞬时 速度 。 因 为 X2(t) 比 Xf(0,t) 小 ， 总 的 弥散 DPI 的 比 满 流 单 独 的 贡献 和 分 
子 扩散 的 贡献 (不 考虑 它们 的 相互 作用 〉 之 和 X?(0,t) + 2x(t — to) 要 小 。 


分 子 扩散 导致 的 滑动 扩散 减速 也 可 以 借助 Saffiman (1962a) 引 入 的 “外 
加 物 关 联 函数 ”BO 人 一 如) 描述 。 函 数 BtO 人 一 加) 可 以 定义 为 外 加 物 在 # > 
to 和 to 时 刻 占 据 的 点 处 的 流体 速度 的 平均 协 方差 : 


B® (t — to) = (ui(0,tojui[Y + X (0,1), t), (10.40) 


it 


其 中 尖 括 号 和 上 面 一 样 表示 对 以 权重 函数 9( 久 ,平均 。Saffrman 证 明了 ， 
WELDE (EET LME Eh FARIEB O(t 一 如) 表示 : 


t 
Do(t) = 2x(t — to) + 2 i. (t — to — 7) B®) (7) dr. (10.41) 
to 
FRE (10.41) 类 似 于 泰勒 的 方程 9.3D 〈 这 个 方程 具有 这 种 形式 ) : 
t 
X#(0,4) =2 f (t — to — T)B® (r)dr. (10.42) 


to 


此 外 ， 正 如 B(D(t 一 t0) 可 以 表示 为 


BDO(t to) = T n0 Du (Kt tdx (10.43) 


(其 中 % (天 = [X -和 (0 可 是 平移 方程 党 +upe = 0 在 初始 条 
t40p(X, to) = XREF KRO » BO(t— 加) 显然 可 以 写 为 


BO (t= to) = / ui(0, to)uy(X, Y(X, thd X, (10.44) 
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对 于 同样 初始 条 件 %(X,t) = SCX). m RRIR EBO (7) 对 于 所 
有 7 都 是 非 负 的 ， ns ) 的 满 动 扩散 减速 效应 表示 为 ， 
对 于 所 有 T > 0, BO(r) < BD(7)。 换 句 话说 ， 可 以 说 作为 分 子 扩散 的 
结果 ， 外 加 物 粒子 比 流体 粒子 更 快 地 “忘记 ”其 初始 速度 ， 因 为 方程 
(10.40)〉 中 额外 的 对 的 平均 。 基 于 此 ，Hinze (1959) 提 出 了 下 面 的 纯 定性 
的 假设 : 


BO(r) = BO(r) - f(r) 


其 中 f(7) 是 单调 减 小 函数 ， 依 赖 于 参数 x，f(0) = 1。 ap eile 
X, Hinze Fl HF T f(r) = are 模型 (其 中 a = A, ce Rw A 
MX, Lelia) 。 然 而 ， 这 个 假设 没有 理论 基础 ， 处 理 可 能 对 
于 非常 小 Pkclet 数 T 
L yl2 
AE 


X 
a EAI, ILSaffman (1962a)。 对 于 非常 小 的 r = 圭一 如 ， 扩 散 方 
程 的 解 可 以 近似 为 r 肾 级 数 的 线性 项 ， 有 可 能 从 方程 〈10.44) 推导 出 ， 函 
BBO (7) 可 以 写 为 这 种 形式 : 


BO(r) = BO(T) —xX(Vuy)/? +... 


由 此 可 以 直接 得 到 方程 (10.38) 。 可 以 自然 地 预期 ， 随 着 上 一 如 增 大 ， 或 者 
随 着 外 加 物 占据 体积 的 增 大 ， 满 动 扩 散 减 速 的 效应 被 放大 。 也 就 是 ， 比 例 


ee 


随 r 的 增 大 而 增 大 。 假 设 当 r oo0， 这 个 比例 近似 为 某 个 常数 4，Saffman 
(1960, 1962a) 得 到 了 渐 近 公式 


Di(t) = X?(0,t) + 2x(t — to) — AX?(0,t), (10.45) 


这 对 于 大 的 t 一 to 是 对 的 。Saffman 也 给 出 了 一 些 论证 ， 根 据 这 些 论证 ， 


A ~ (Pr: Re)~! = (Pe)! 
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mt 


其 中 Re 是 所 构建 的 清流 的 雷诺 数 ， 例 如 ， 均 方 根 速度 涨 落 (wu2)!2 和 所 谓 泰 
勒 微 尺度 
n= feH 
1 Ox1 


这 个 预言 定性 符合 Mickelsen (1959) 的 数据 ， 其 中 在 网 格 满 流 中 点 源 的 下 游 
测量 了 所 和 二 氧化 碳 平均 浓度 的 分 布 。 然 而 ， 还 没有 在 小 的 ! 一 如 定量 证 
实 Saftman 假 设 的 渐 近 方程 (10.45) 或 定性 证 实 方程 (10.38) 。 

为 了 理解 后 一 种 情形 的 原因 ， 必 须 估 计 分 子 扩散 和 汕 劲 扩散 在 平均 浓 
度 场 (六 ,四 形成 中 的 相对 重要 性 以 及 它们 之 间 的 相互 作用 。 为 此 ， 必 须 
比较 方程 (10.38) 右边 和 (10.45) 中 三 项 的 量 级 。 对 于 非常 小 的 ! 一 to， 
必须 使 用 方程 〈10.38) ， 在 其 右边 ， 最 大 的 项 是 第 二 项 [ 量 级 为 t - tol, 
最 小 的 是 第 三 项 [ 量 级 为 (1 一 如 )3]。 然 而 ， 随 上 一 to 增 大 ， 泣 动 扩散 的 贡献 
增长 比分 子 扩散 的 贡献 快 ， 对 于 超过 某 个 元 值 的 t 一 如 ， 满 动 扩散 的 贡献 超 
过 2x(t 一 to0)。 考 虑 元 和 拉 格 朗 日 积分 时 标 了 〈 即 流体 粒子 速度 显著 变换 的 时 
间 〉 为 小 的 情况 ， 有 可 能 用 Xf?(0, 纪 的 方程 (10.33) 的 方法 计算 1。 在 此 情 
形 ， 我 们 发 现 = 2x/w?。 在 大 部 分 实际 湛 流 中 ， 这 个 nn 值 无 穷 小 。 例 如 ， 
在 大 气 表面 层 中 ， ~ 102 到 103 cm2 . sec-2， 故 而 在 x ~ 107! cm2 . sec 
时 1 ~ 1073 seco WFAA — tot, X2(0, HT LEDARE A sh (9.35) 估 
计 ， 然 而 ， 分 子 扩散 和 灌 动 扩散 贡献 的 比例 量 级 为 


1/2 


换 名 话说 ， 这 个 比例 估计 具有 (Pr . Re?) He, AAA DET, ~ 
和 2/v。 这 两 个 估计 都 表明 ， 在 实际 条 件 下 ， 这 个 比例 总 是 极其 小 的 。 

此 外 ， 对 于 足够 小 的 t 一 to， 分 子 扩散 和 潮 动 扩散 之 间 相 互 作用 得 出 的 
项 对 弥散 DB(t) 的 贡献 可 以 认为 正比 于 (t 一 to0”， 这 个 贡献 比分 子 扩散 的 贡 
献 小 得 多 ， 如 果 


(t— to)? < 6[(Vw)2] 


然而 ， 对 于 稳 态 均匀 消 流 


2 2 
wap- (Y (HA ca 


Ul 


\ 
wt 
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是 拉 格 朗 日 时 间 微 尺度 。 所 以 ， 当 t 一 如 < 六 ， 分 子 运 动 和 注 流 运动 相互 作 
用 对 弥散 的 贡献 和 分 子 扩散 的 贡献 之 比 很 小 [ 量 级 为 ( 与 ) ]。 另 一 方面 ， 
Mt- to > n HEAR (10.45) 可 以 用 于 证 明 这 个 比例 的 量 级 为 


也 就 是 说 ， 它 不 一 定 小 。 然 而 ， 相 互 作用 的 贡献 和 纯 油 动 扩散 的 页 献 之 比 
的 量 级 为 4 ~ (Pe)”!， 也 就 是 ， 对 于 大 的 Re 和 Pr ~ 1， 它 很 小 。 

总 结 起 来 ， 我 们 可 以 说 ， 分 子 扩散 确实 改变 了 扩散 的 外 加 物 团 平均 直 
径 对 t 一 to 的 依赖 关系 ， 故 而 使 得 更 难 在 用 (10.11〉 类 型 的 方程 确定 拉 格 
朗 日 速度 关联 函数 时 使 用 函数 X? = X2(t)。 然 而 ， 这 种 扩散 引起 的 D2(t) 值 
本 身 的 相对 变化 对 于 不 非常 小 的 t — 如 和 足够 大 的 雷诺 数 ， 通 常 小 得 可 
以 忽略 。 所 以 ， 我 们 可 以 得 出 结论 ， 对 于 实用 的 目的 ， 在 计算 平均 浓 
度 9( 叉 ,如 时 ， 分 子 扩散 可 以 忽略 。 所 以 我 们 将 以 这 种 方式 继续 讲述 本 节 剩 
下 的 小 节 。 


10.3 ” 满 动 扩散 的 半 经 验方 程 


现在 让 我 们 回 到 连续 分 布 的 外 加 物 的 油 动 扩散 的 研究 ， 忽 略 分 子 扩 
散 。 这 里 ， 时 刻 的 平均 浓度 %( 瑟 ,办 和 初始 浓度 9%0( 瑟 ) 通 过 方程 〈10.5) 
相 联 系 。 由 此 显然 ， 如 果 流 体 粒 子 坐 标的 概率 密度 p(X|z, 为 满足 某 个 变 
EX, HRED WARO, AWETE E. MERTA AE 
解 这 后 一 个 方程 会 有 什么 形式 。 

忽略 分 子 扩散 ， 外 加 物 浓度 (六 ,四 满足 平移 方程 


DO Duan 


at OX, T 


这 是 令 扩散 方程 (10.1) 右边 等 于 零 得 到 的 。 对 这 个 方程 的 所 有 项 平均 ， 我 
们 得 到 


OD Ouad ISa 
Ot Xa Xa 
其 中 8 = (S1, S2, S) ÆP BCH Wh IAR ERE. Hee ft] Ale LEG. 
L. Taylor (1915) 和 Schmidt (1917, 1925) 提 出 但 基本 属于 Boussinesq (1877, 
1887) 的 满 动 扩散 理论 基于 这 个 假设 ， 流 量 S 正 比 于 平均 浓度 梯度 ， 也 就 是 


Sa = WD, (10.46) 


(10.47) 


10. imi Bx 


其 中 KK 是 第 3、4 章 中 的 涡 扩 散 系数 Kg。【〔 在 本 章 中 我 们 仪 处 理 它 ， 所 以 下 
标 必 可 以 方便 地 去 控 。) 在 更 一 般 的 各 向 异性 情形 ， 亚 代 假 设 (10. 47) ， 假 
WEL SFO 存在 线性 依赖 关系 : 


R 


2 y) 1 A 


Ha ALIKE Kij AEX ACA R Lo 
由 半 经 验 假设 (10.48), SUERA BAY AEA oe 7 Re 


N 
IT 


00 br ð oy 


Ot Oe Xa OXg ae) 


因为 这 个 方程 在 本 节 后 面 发 挥 主要 作用 ， 开 始 时 考察 和 这 个 方程 的 推导 
关 的 一 些 额外 的 考虑 《给 出 了 其 适用 范围 的 更 多 证 据 ) 为 好 。 我 们 以 最 简 
单 的 情形 ， 稳 态 均 匀 汕 流 场 中 的 扩散 开始 ， 其 所 有 统计 特征 量 对 于 时 间 原 
点 的 变化 或 空间 坐标 系 零 点 的 平移 都 不 变 。 在 此 情形 ， 流 体 粒 子 在 时 刻 r 的 
位 移 的 协 方差 矩阵 ， 即 矩阵 


Di(7) = Y; (T)Y; (T) 


| 推广 的 Taylor 公 式 (9.30) 确定 。 此 外 ， 平均 位 移 等 于 六 (7) = ŅTr, 
Hue = (而 ,三 , 码 ) 是 恒定 的 (因为 稳 态 性 和 均匀 性 ) 平均 流动 速度 。 此 
外 ， 如 我 们 从 9.3 节 所 知 ， 在 这 种 情形 ， 有 充分 理由 假设 变量 (六 ,到 ,区 ) 的 
联合 概率 分 布 对 于 和 典型 拉 格 朗 日 时 标 T 相 比 小 的 和 大 的 -， 都 非常 接 
近 高 斯 分 布 ， 并 且 显 然 对 于 所 有 7 值 一 般 不 会 和 高 斯 分 布 有 显著 不 同 。 
所 以 ， 这 里 概率 密度 p( 怀 |z, 妨 可 以 近似 用 (4.23) 形式 的 三 维 高 斯 分 布 
表示 ， 平 均值 oj = rj + U;(t—to), DÒ ŽE EID] (ERAN 
PAE RE g BEO 由 方程 (9.30') 确定 。【〔 特 别 地 ， 在 平均 速度 为 零 以 
Ki # j 时 Di;(7) = 0 的 假设 下 ， 我 们 再 次 得 到 方程 (10.12) 。) 不 难 验 
证 ， 这 样 的 函数 p( 久 |z, 是 系数 Kij 为 


to) =; fey )(7 )+ BY (r )]dr (10.50) 


0 


Kij = 


的 方程 〈10.49) 的 解 [ 见 Batchelor (1949b)]. ÆI, “FISKE U(X, tt 
满足 同样 的 方程 。 所 以 ， 对 于 稳 态 均匀 满 流 场 中 的 扩散 假设 (10.49) 类 
型 的 方程 但 系数 Ki; 由 方程 (10.50) 定义 ， 也 就 是 ， 依 赖 于 外 加 物 传播 时 
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间 7 = t — to] 


完全 等 价 于 假设 任意 时 刻 r 流体 粒子 位 移 矢 量 的 概率 分 布 是 正 


态 aW) 


分 布 。 然 而 ， 如 果 按 照 半 


经 验 假 设 (10.48) ， 我 们 希望 平均 浓 


度 分 布 在 所 有 + = 


to 十 7 由 系数 Ki 不 依赖 于 r 的 〈10.49) 类 型 的 方程 描述 ， 


WKAR 


民 据 方程 (10.50)〉 , AZ BR Hi 


上 于 与 拉 格 半日 


时 标 T 相 比 为 大 的 + 值 。 这 


里 ， 基 于 方程 (10.50) 


Oo 


u= [ee 


0 


1 
Kaa (ues) Tat 


AU VE AY iis it EE os SE AAR BE os 
致 。 


我 们 已 经 看 到 ， 对 于 均匀 稳 态 满 流 场 中 的 扩散 ， 
经 验方 程 (10.49) 仅 在 上 > to 十 ae 对 于 这 上 
高 斯 形式 (基于 中 心 极 限定 理 是 很 5 


(7)]dr (10.51) 


度 乘积 的 涡 扩 散 系数 的 半 经 验 表示 完全 一 


恒定 扩散 系数 Kij 的 半 
些 :， 根 据 Y 概 率 分 布 的 


能 的 ) 可 以 很 有 说 服 力 地 证 明 ， 见 上 


看 的 9.3 节 。 然 而 ， 让 我 们 注意 到 ， 
有 局 B 


情形 ， 


方程 (10.49) 的 使 用 非常 
， 因 为 这 里 3 对 ,t 的 一 般 表 达 式 可 以 不 依赖 于 这 个 方程 直接 写 出 ， 例 


如 ， 从 方程 (10.5) a (10.12) 开始 。 所 以 ， 半 经 验 理论 的 基本 价值 在 于 


它 能 应 用 于 我 们 将 要 考虑 的 更 一 般 的 非 均匀 或 非 平稳 
首先 ， 让 我 们 证 明 ， 
仅 当 扩散 时 间 r = + 一 to 大 大 超过 拉 格 朗 日 时 标 。 


消 流 。 


一 般 地 ， 严 格 来 说 方程 (10.49) 也 是 适用 的 ， 


为 此 ， 我 们 考虑 这 个 


方程 的 统计 意义 。 方 程 (10.49) 是 t 的 一 阶 方程 ， 
ENX, to) = 90( 关 ) 唯 一 确定 ， 其 中 提 


表达 式 (10.5) 可 以 重新 写 为 


前 固定 边界 条 件 。 
密度 p( 关 |z,) 记 作 p( 关 ,tlzx,to) 以 强调 它 对 初始 时 刻 t0 的 依赖 。 


于 是 ， 它 的 解 由 初始 
让 我 们 临时 把 概率 
在 此 情形 ， 


V(X,t) = | TETA, tla, toda 


1% AR KO(X, to) = (X —ax), RNS, 
p(X, t\x, to). 
WORE O(X, ti) = 


TEE 
我 们 将 对 于 上 < t 使 用 这 个 结果 ， 并 对 从 二 到 t 的 时 间 区 间 ， 
D( 环 ,三 |z;,t 如 ) 再 次 求解 方程 (10.49) 。 


我 们 得 到 


(10.52) 


p(X, tla, to) = i p(X, t|X 1, t1)p(X1, tile, to)dX4, 


其 中 to < ti < to PRIM, ILR BCX (t) MY FIRS OF RE p(X, tla, to) MIX 
方程 仅 当 它 为 马尔 可 夫 过 程 时 成 立 。 这 意味 着 这 个 函数 在 时 刻 t 的 值 在 其 值 
在 任意 th <tn-1 <- < to (其 中 to < t) 时 刻 的 值 已 知 的 条 件 下 的 条 件 概率 


10. imi Bx 


ARC HEF EMEX (to), MAKET: < to 的 对 (tf;) 值 。 (在 马尔 可 夫 随 
机 过 程 理论 中 ， 方 程 (10.52) 通常 称 为 Smoluchowski 方 程 。) 实际 上 ， 对 


于 任意 但 不 一 定 为 马尔 可 夫 随 机 函数 的 函数 天 (人 ， 当 加 < ty <t 显然 有 下 
面 的 方程 : 


p(X,tlz, to) = J PHX ti ton tle, to)AX, 


FEARS) S BANS — TAF X (t)4EX (t1) = X MX (to) = zz 固定 的 条 件 
下 的 条 件 概率 密度 。 这 个 方程 是 全 概率 定理 的 特殊 例子 。 后 一 个 公式 可 以 
变换 为 方程 〈10.52) 仅 当 所 示 概 率 密度 不 依赖 于 入 (to) = zx， 这 表明 随机 
KAX (为 是 马尔 可 夫 随 机 函数 。 让 我 们 再 次 强调 ， 我 们 的 结论 不 使 用 方程 
(10.49) 的 明显 形式 ， 而 仅 基 于 这 个 方程 对 1 为 一 阶 的 事实 。 


另 一 方面 ， 如 果 随 机 函数 夭 (zx, 是 马尔 可 夫 随 机 函数 ， 那 么 在 非常 一 
般 的 条 件 下 ， 对 于 概率 密度 


p(X |x, t) = p(X, t|x, to) 


可 以 得 到 一 个 〈10.49) 类 型 的 微分 方程 ， 因 此 ， 根 据 方程 〈10.5) ， 也 可 


以 得 到 平均 浓度 3( 关 ,) 的 微分 方程 。 这 个 重要 的 数学 定理 是 被 Kolmogorov 


(1931, 1933) 证 明 的 [特殊 情形 更 早已 经 由 物理 学 家 A. Einstein, A. D. Fokker 和 M. 


Planck H] RARR, Kolmogorov T, MMFF Mp X |e, t) E 
的 某 些 宽泛 的 正规 性 条 件 保 证 了 所 研究 的 马尔 可 夫 随 机 函数 环 ( 坟 是 连续 
的 ， 使 得 下 面 的 导数 存在 : 


(10.53) 


Sith, ALM — HH, Y(a,t) = X(a,t)-e@U RY’ =Y-Y, WE 


fag 


Op ð 
Saa AR 


D + dX, Vax, | 


(10.54) 


[也 参见 Gendenko (1962) 的 教科 书 。] 这 个 方程 显然 和 方程 〈10.49) 相 
Fl, REAR, -i = 三 。 后 一 个 方程 意味 着 变量 Vi (根据 方程 
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(10.53) 第 一 个 公式 ， 是 外 加 物 例子 的 平均 速度 ) 一 般 等 于 对 流速 度 五 和 
额外 的 速度 如 :之 和 ， 这 和 这 个 事实 有 关 : 在 非 均匀 消 流 场 中 ， 即 使 没有 
平均 流动 ， 外 加 物 粒子 也 可 能 趋向 于 沿 某 个 方向 运动 。 让 我 们 强调 ， 在 这 
里 只 引入 了 平均 粒子 速度 的 概念 ， 没 有 引入 瞬时 粒子 速度 的 概念 。“ 马 尔 
可 夫 模型 ”中 的 瞬时 速度 不 存在 。 实 际 上 ， 基 于 方程 〈10.53) 第 二 个 广 
程 ， 标 记 了 粒子 在 时 刻 的 瞬时 速度 平方 平均 的 极限 


Y (x,t) 2 


t — to 


lim 


toto 


在 Kiai(z,t 如 ) 关 0 时 不 会 是 有 限 的 。 这 是 因为 ， 根 据 方程 (10.53) , HF 
在 如 和 五 = 如 十 7 之 间 穿 过 的 路 径 长 度 的 平方 平均 在 r 一 0 时 是 r 阶 的 ， 不 
是 72。 让 我 们 也 注意 到 ， 方 程 〈10.53) 的 第 二 个 方程 给 出 了 “ 涡 扩 散 系 
数 ” 的 统计 解释 : K;; 和 我 们 在 9.3 节 中 考虑 的 粒子 位 移 方差 的 变化 速率 仅 相 
差 1/2 的 因子 。 

不 存在 瞬时 速度 名 下 (x, 缮 表明 ， 随 机 函数 夭 (zx,t) 是 不 可 微 的 。 所 以 ， 
在 汕 动 扩散 的 半 经 验 理论 中 ， 一 个 给 定 “ 流 体 粒 子 ” 的 轨迹 和 (zz 为 解 释 为 
一 个 随处 不 可 微 的 马尔 可 夫 函 数 。 满 流 中 真实 流体 粒子 的 轨迹 显然 没有 这 
HEME J PRIX (x, t BEAR TERY Hh, LLAMA a AX (ar, t) Xba, VA Rt — 
阶 和 二 阶 导 数 的 拉 格 朗 日 动力 学 方程 (9.6) A (9.9) 。 知 道 导 数 


OX (x,t) 
Ot 


BM Hr A BH H eR EY Sie EME X PR E R F i BY ad pe 7 BE, 
见 ， 例 如 流体 粒子 位 移 协 方差 张 量 的 方程 〈9.27) 。 流 体 粒子 位 移 的 方差 在 
小 的 时 间 r 实 际 上 正比 于 7 而 不 是 7r2?[ 见 方程 (9.28) ] 是 一 个 相关 的 现象 。 最 
fa, KAX (x, t) ENEA RARER. Pl, AEX (t) 
Ep(X, tla, to) p(X, tla, Vo, to) Xt F EE KIX (to) = z 值 和 固定 的 


= V (x,t) 


(它们 对 于 马尔 可 夫 函 数 一 定 是 相等 的 ) 实际 上 是 不 同 的 ， 特 别 对 于 小 
的 7 =t 上 一 加， 其 中 第 二 个 概率 密度 仅 当 天 x 2 十 Yor 时 才 不 等 于 零 ， 而 第 
一 个 概率 密度 没有 这 种 性 质 。 

然而 ， 如 果 我 们 仅 在 分 立 的 时 刻 t = tn = to 十 nT 考虑 函数 处 (x,t) CH 
中 时 间 步 长 + 和 拉 格 朗 日 积分 时 标 T 相 比较 长 ，》， 那 么 实际 中 有 可 能 把 随 
HUF IX (a, tn) ATE BAR ATA «PRX (x, DEKET > TIE A 


10. Wai Bx 


间隔 的 增 量 实际 上 是 没有 关联 的 ， 自 然 可 以 预期 它们 也 几乎 是 独立 的 ， 
具有 独立 增 量 的 随机 序列 当然 是 马尔 可 夫 的 。 让 我 们 也 注意 到 ， 根 据 方 
Fe (9.35) , KAX (x,t) Ær > 工 的 时 间 间 隔 内 增 量 的 方差 正比 于 r， 正 如 
马尔 可 夫 函 数 的 情形 (根据 方程 (10.53) ) 。 所 以 ， 如 果 我 们 不 考虑 微 
分 方程 (10.53) 而 是 考虑 一 个 相关 的 描述 马尔 可 夫 序 列 生 (zz, 如 ) 的 时 间 差 
分 方程 ， 这 会 很 好 地 对 应 于 汕 流 中 流体 粒子 运动 的 实际 性 质 。 因 此 ， 汕 动 
扩散 的 半 经 验方 程 (10.4 可 能 是 重要 的 ， 但 仅 作 为 步 长 r > T 的 时 间 的 
差分 方程 的 微分 类 比 。 所 以 ,方程 10.49) 可 以 用 于 描述 固定 时 刻 : (其 
Ht—to > T) 的 场 9( 久 , 旭 。 换 句 话说 ， 由 方程 (10.49〉 的 解 得 到 的 外 加 
物 平均 浓度 9( 环 ,加 的 方程 可 以 认为 是 渐 近 的 ， 并 且 在 上 一 如 > THRA. fil 
如 ， 在 和 大 气 中 外 加 物 扩 散 有 关 的 实际 问题 中 ， 通 常 对 描述 远 超过 拉 格 明 
日 积分 时 标 T 了 (在 大 气 表面 层 中 的 值 通 常 为 1 秒 的 量 级 〉 的 时 标 上 的 扩散 感 
兴趣 。 所 以 通常 有 可 能 在 这 些 问 题 中 使 用 汕 动 扩散 的 半 经 验 公 式 。 顺 便 说 
Pie 即使 对 于 大 的 t 一 to 值 ， 半 经 验 公 式 在 距离 外 加 物 源 非常 大 的 距离 处 
可 能 导致 错误 的 结果 。 这 是 因为 这 个 理论 实际 上 假设 了 外 加 物 传 播 速 率 


在 下 面 ， 我 们 将 经 常 处 理 在 平面 Xs = 2 = 常量 内 均匀 的 、 平 均 速 
度 = U 每 个 地 方 沿 OX1 = OX 轴 方向 的 稳 态 汕 流 的 情形 。 在 此 情形 ， 涡 
扩散 系数 Ki; 和 所 有 其 他 满 流 特征 量 一 样 ， 只 能 依赖 于 坐标 Z。 此 外 ， 由 对 
这 个 问题 的 粗略 考察 来 看 ， 似 乎 可 以 自然 地 假设 坐标 轴 OX1 = OX, OX = 
OY 和 OXs = O02Z 和 张 量 Ki; 的 主轴 重合 ， 因 为 OX, OY 和 O02 显然 是 流动 的 
首选 轴 。 所 以 可 以 假设 ， 在 此 情形 满 流 扩散 的 半 经 验方 程 (10.49〉 取 下 面 
这 种 形式 : 

7 = ae a 二 

有 十 大 2 So = Kas(2) ory + Kyy(Z) ory + pp Kuel Zoo. 
这 个 形式 非常 标准 。 很 多 教科 书 和 专 关 [| 见 ， 例 如 Sutton (1953). Haltiner, 
Martin (1957) 或 Pasquill (1962b)] 以 及 数 百 篇 文章 对 其 进行 了 阐述 和 应 用 。 
然而 ， 有 一 些 最 近 的 论证 指出 标准 的 和 通常 采用 的 扩散 方程 (10.55〉 形 式 
不 严格 [ 见 ， 例 如 ，Calder(1965) 和 Yaglom (1969)， 那 里 可 以 找到 更 多 参考 
文献 ]。 我 们 将 在 下 面 10.5 节 讨论 这 些 论 证 。 然 而 ， 我 们 将 首先 考虑 借助 方 
RE (10.55) 得 到 的 一 些 结果 。 
如 果 必 须 考虑 相对 较 重 的 扩散 粒子 的 重力 沉降 《以 恒定 速度 沉降 ) ， 
那么 必须 在 方程 (10.55〉 左 边 加 --w 鸳 项 。 以 完全 相同 的 方式 ， 外 加 物 
明 射 或 其 他 方式 衰变 [半衰期 为 (lIn2)/al] 的 可 能 性 导致 左边 产生 额外 的 一 
项 cg。 如 果 流 动 区 域 沿 某 个 方向 延伸 到 无 穷 远 ， 那 么 相应 的 边界 条 件 通 常 


F 


(10.55) 
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是 (六,t) 在 点 入 变 得 距离 所 有 外 加 物 远 无 穷 远 时 减 小 得 足够 快 。 固 体 壁 盏 
上 的 边界 条 件 必须 从 对 这 些 壁 面 上 发 生 的 物理 过 程 的 分 析 中 选择 ， 但 得 到 
的 解 必须 在 任何 情况 下 都 对 应 于 马尔 可 夫 随 机 函数 六 (zx,)[ 方 程 (10.2) 后 
大 提 到 的 Feller 和 Wentzel 的 工作 的 主题 是 列举 所 有 这 些 条 件 |]。 和 10.1 节 开 
头 的 论述 一 致 ， 固 体 壁 面 Z = 0 上 足够 一 般 以 实际 描述 所 过 到 的 所 有 情形 的 
边界 条 件 是 下 面 这 种 条 件 : 


i + wd = 89, 4Z = 0, (10.56) 


其 中 6 是 速度 两 个 的 常量 。 (为 了 一 般 性 ， 这 里 我 们 假设 存在 速度 w 的 重力 
沉降 ， 导 致 在 垂 向 汕 动 外 加 物流 量 - 天 -如 加 上 的 流量 -wZ。) B= 0 的 情 
对 应 于 外 加 物 从 壁面 上 反射 ，8 = co 的 情形 对 于 外 加 物 吸 收 ，0 < 8 < 
co 的 情形 对 应 部 分 反射 部 分 吸收 的 中 间 解 。 关 于 条 件 〈10.56) 更 详细 的 讨 
论 见 Monin (1956a, 1959b) 和 Calder (1961)。 


rt 


10.4 均匀 淇 流 场 和 简单 剪 切 流 中 的 扩散 


来 自 均 匀 满 流 中 源 的 扩散 

FUMES ER IT, FRU ein (AAT FY 
Eu = U， 和 通常 一 样 ， 我 们 假设 这 个 速度 指向 OX1 = OX 轴 方向 ) BE 
型 中 的 扩散 。 令 坐标 轴 OXI = OX, OX = OY 和 OXs = O02 沿 协 方差 张 


量 Dij(7) = Vind, SROX AAI PPE, ABI BOE 


J 
QMS PT i. wa BATRA SSIS SESE, BOR AE p(X Ja, tE 
rE 情形 对 应 所 有 7 = t 一 如 接近 多 维 高 斯 分 布 ， 其 中 ， 这 个 情形 对 于 


大 的 7 值 有 理论 证 明 。 所 以 我 们 可 以 写 出 平均 浓度 场 9( 关 , 妨 的 方程 


= 1 7 
TED = rrp DD | f! J Hena 


ba 


Ls 


= 


三 (X —x-—Ur) (Y uy > p dzdydz, 
2D;x(7) 2Dyy(T) 一 spat 


(10.57) 


对 应 于 初始 值 页 过 ,而 ) = W(X)。 于 是 ， 为 了 在 任意 问题 中 得 到 平均 浓 
度 克 莹 , 放 的 解 ， 只 需要 知道 时 刻 r 流 体 粒子 位 移 分 量 的 方差 Duz(r), Dyy(T)AD22(7)> 
它们 由 方程 (9.31) 用 相应 的 拉 格 朗 日 速度 关联 函数 BCO(r), BY (7) AB (7) 
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示 。 特 别 地 ， 当 
t— to =T >T = max(T,,T,,T,) 


CEPT, Ty MT, =P AG BAA Rat is), BY DBC 


Dig) 5: iP Tr S 2K ar. Dy) Sees SK yr 
Dil) = QwT7r = 2Ky,7. 


于 是 方程 (10.57) 右边 和 抛物 型 偏 微 分 方程 


ð yə ARN 025 O20 
Ot Ox 2 9X2 Way2 ~ “0F2 


(10.58) 


的 解 相同 ， 这 个 方程 是 方程 (10.55〉 对 于 初始 条 件 9( 久 ,to) = V(X) 
殊 情 形 。 如 果 加 (X) = Qd(X) = Q6(X)J6(Y)56(2) 〈 瞬 时 点 源 位 于 天 = 0 点 
的 情形 ) ， 那 么 分 布 〈《10.57) 描述 一 个 椭 球 形 外 加 物 团 ， 浓 度 随 与 中 心 的 
距离 按 高 斯 函数 下 降 。 这 个 外 加 物 团 的 中 心 位 于 点 (U7,0,0)， 也 就 是 说 ， 
它 偏离 流动 平均 速度 ， 中 心 处 的 最 大 浓度 正比 于 


=~ 


[Dax (7) Dyy(7)Dzz Gyre. 


Cth, 47> TT， 它 随 + 增 大 而 减 小， 正比 于 r-32。) WRX) = 
Q6(XZ)6(2)， 沿 OY 轴 的 瞬时 线 源 的 情形 ， 对 于 任意 r 外 加 物 团 是 一 根 
轴 在 X = Ur,Z = 0 上 的 椭圆 截面 的 柱 体 。 在 此 情形 ， 最 大 浓度 正 
比 于 [Dss(7)Dss(7)]-!2， 或 者 对 于 大 的 r 值 ， 它 正比 于 7-! 地 减 小 。 对 于 
AX = 0 处 具有 恒定 输出 Q 的 稳 态 连续 活跃 点 源 ， 必 须 使 用 方程 10.6’) 和 
(10.12) ， 在 此 情形 ， 当 X > QT， 我 们 可 以 在 后 一 个 方程 中 把 Dii(r) 蔡 
换 为 2K5i7 而 不 引入 显著 的 误差 。 进 行 了 这 个 替换 后 ， 方 程 0.6) 对 7 的 
积分 容易 显 式 地 给 出 ， 我 们 得 到 


Q 


WXYZ) ~ 
( ) Ant (KyyKo2X? + Kra KY? + Kon Kyy Z2)" 


aan oe Ge a 
al-z Kaa (E Key Res = 
(10.59) 
方程 (10.59〉 描 述 了 具有 方位 沿 OX 轴 的 椭圆 抛物 面 形式 的 外 加 物 射流 。 
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4X > VY2 十 22， 这 个 公式 可 以 变换 为 


Q U (Y zZ 
| . (0. 
An(Kij Ke, ue P AK (Ky Kz (10:60) 


方程 (10.60) 表明 ， 对 于 固定 的 YY 和 2， 在 距离 源 很 远 处 ， 外 加 物 浓度 近似 
以 X-1! 减 小 ， 对 于 固定 的 X， 它 随 与 轴 距 离 的 增 大 而 指数 减 小 。 以 完全 相同 
的 方式 ， 对 于 OY 轴 上 (单位 长 度 ) 输出 为 8 的 稳 态 线 源 ， 当 XX > UT, th 
就 是 ， 在 可 以 假设 


B(X,Y,Z) ~ 


Dzz = 2K geT, Dzz = 2KzzT 


时 ， 由 方程 10.8) 和 (10.12) 得 到 方程 


Wop tl UX 
UR ee 
(10.61) 


其 中 Ko(z) 是 所 谓 的 Basset (或 Macdonald) 函数 (第 三 类 修正 贝 塞 尔 函 
数 ) 。 当 UX > Kzzs 且 2Z & X, AiE 10.61) 可 以 简化 为 这 种 形式 


-=r Q 
PAT TNA ARTE 


Q Uz? 
OX, Z) & 2 RLU XI exp ( i) y (10.62) 
由 此 很 明显 ， 对 于 稳 态 线 源 ， 上 有 具有 恒定 平均 速度 的 均匀 满 流 场 中 的 外 加 物 


浓度 在 X 一 co 时 〈 对 于 固定 的 Z) 近似 正比 于 和 -12。 
直 管 或 渠 中 的 纵向 外 加 物 分 散 

现在 让 我 们 考虑 复杂 得 多 的 具有 速度 梯度 的 流动 中 的 水 动 扩散 的 问 
题 。 这 里 只 能 对 少数 特定 类 型 的 流动 得 到 有 趣 的 结果 。 我 们 从 实践 中 习 
要 的 长 的 直 管 〈 或 直 汇 ) 中 外 加 物 的 纵向 扩散 的 问题 开始 。 这 种 扩散 的 重 
要 性 特别 地 和 这 个 事实 有 关 ， 管 中 外 加 物 的 纵向 输 运 速度 的 测量 通常 是 测 
量 汕 流 甚至 层 流 平均 流动 速度 最 可 接受 的 方法 。 因 此 纵向 分 散在 很 久 以 前 
就 受到 了 关注 。 例 如 ，G. I Taylor (1953) 研 究 了 血管 和 玻璃 毛细 管 中 层 流 
阶段 的 分 散 ，Allen, E. A. Taylor (1923) 相 对 较 早 的 工作 研究 了 滑动 管 流 
中 的 分 散 。 这 些 工作 中 描述 的 实验 是 在 某 个 时 刻 如 ， 某 个 质量 的 外 加 物 被 
引入 到 管 中 某 点 ， 或 者 换 名 话说， 激发 了 一 个 瞬时 点 源 。 然 后 在 这 点 下 游 
某 个 距离 和 ， 测 量 管 的 某 个 截面 上 平均 外 加 物 浓 度 随 时 间 的 变化 9 (£) © 
自然 地 ， 在 把 外 加 物 引 入 管 中 一 段 时 间 后 ， 其 在 点 处 的 浓度 会 等 于 零 。 
Sth = tot mW ATERX 首次 探测 到 外 加 物 的 时 刻 。 于 是 比例 wmax = 关 /T0 等 
于 管 中 流 动 的 最 大 速率 ， 或 者 在 轴 对 称 管 的 情形 ， 等 于 管 轴 处 的 流动 速 
度 。 平 均 流 动 速率 wav 可 以 用 wav = X/ne XM, KPto+ 7 = eM A 


pan 
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数 9%(t) 首 选 点 的 时 刻 。 


根据 直 圆 管 中 得 到 的 数据 ， 纵 向 外 加 物 分 散 具 有 下 面 的 独特 特 
征 : 1) 对 应 于 和 管 半径 RR 相 比 足够 大 距离 X 的 曲线 9m(t) 近似 对 于 它们 的 
极 大 值 对 称 ， 尽 管 纵向 流动 速度 在 管 截面 上 的 空间 分 布 w(7)[ 其 中 7 是 径 向 
坐标 ] 对 于 平均 速度 wavy 不 对 称 ，2) 如 果 时 刻 所 = to + 半 对 应 于 曲线 5(t) 的 
极 大 值 ， 那 么 way 和 整体 平均 速度 Us (定义 为 单位 时 间 从 流出 管道 的 流体 
的 体积 和 横 截 面积 的 比 ) 相同 。 换 名 话说 ， 纵 向 浓度 分 布 的 重心 向 下 游 位 
移 的 速度 等 于 平均 整体 速度 Usy; 3) ROm 的 的 宽度 定义 为 


> i, ” (t= to)20m(t)dt/ | badi 


to 


ICP AT AR, GEC X HAA, RASA, ETT}, = X/Dav 的 
增 大 而 增 大 ， 正 比 于 X12 (R) . hei, JŽ 具有 o3 = 
2Ki7n 的 形式 ， 其 中 反 是 某 个 常量 ; 4) 交 量 K = 有 102 显然 扮演 了 “等 
效 纵向 涡 扩 散 系数 ”的 角色 ， 其 值 超 过 外 加 物 的 径 向 《 汕 动 或 分 子 ) 扩散 
系数 很 多 倍 。 第 二 个 特征 特别 有 趣 ， 因 为 它 展示 了 ， 曲 线 5%,(t) 极 大 值 的 定 
义 使 得 可 以 测量 整体 平均 速度 Rav， 这 对 于 大 部 分 液压 和 其 他 工程 应 用 是 
最 重要 的 ; 第 三 个 特征 也 重要 ， 因 为 它 展示 了 ， 对 点 X = Uwn E 
有 例如 90% R% 或 99%) 扩散 外 加 物 的 管道 片段 的 长 度 以 rz/2 随 时 间 增 
大 ， 故 而 它 和 外 加 物 源 平均 距离 X = Us 的 比值 持续 减 小 。 因 为 外 加 物 
充满 的 截面 以 平均 速度 Vay 运动 ， 这 个 截面 上 游 管 轴 上 的 流体 以 超过 该 速 
度 的 速度 移动 ， 并 随 着 时 间 推 移 通过 这 个 截面 。G. I. Taylor (1953, 1954a, 
b) 的 优秀 工作 《其 中 两 个 工作 致力 于 层 流 ， 另 外 一 个 工作 《〈1954a) 致力 于 
mW 理论 上 分 析 并 在 实验 上 检验 了 管 中 纵 向 外 加 物 分 散 的 特殊 性 质 。 这 
些 工 作 激发 了 人 们 对 这 些 现象 的 兴趣 ， 促 进 了 一 些 新 的 理论 和 实验 研究 [ 参 
见 Batchelor，Binnie，Phillips (1955)、Aris (1956), Elder (1959), Ellison 
(1960), Saffman (1962b),. Philip (1963), Tyldesley, Wallington (1965) 和 
其 他 工作 |， 改 进 了 Taylor 的 结果 ， 扩 展 了 它们 的 应 用 范围 。 特 别 是 ， 
人 们 发 现 上 述 纵 向 外 加 物 分 散 的 一 般 性 质 (1) - (4) 可 以 简单 根据 直 
管 和 渠 中 的 流体 粒子 运动 的 一 般 性 质 来 解释 。 如 9.3 末 注意 提 到 的 ， 直 
管 或 直 渠 中 流体 粒子 在 足够 长 运动 时 间 r = t — 如 的 纵向 分 散 符合 具 
有 恒定 平均 速度 = Ua 的 均匀 滞 流 同样 的 规律 。 于 是 ， 对 于 大 的 7， 
在 时 刻 如 离开 点 X = 0 的 流体 粒子 的 纵向 坐标 的 平均 值 耻 (to 十 7) 可 以 
FAX (to +7) © Uav7 非 常 精确 地 确定 ， 坐 标 和 (to + 7) 的 方差 具有 这 种 形 
式 


(X-X)? x 2Kr, HK = 常数 . 
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(在 9.3 节 中 这 个 常数 写 为 u? 卫 形式 。〉 对 于 X(to+7) 值 的 概率 密度 pi (X|7)， 

概率 论 的 中 心 极 限定 理 给 出 了 充分 理由 假设 ， 对 于 大 的 r， 概 率 密 度 
接近 正 态 分 布 。 因 此 在 很 长 的 时 间 7r 之 后 ， 来 自 一 个 瞬时 点 源 的 外 加 物 
团 的 纵向 分 布 具有 钟 形 的 高 斯 形式 ， 平 均值 为 Qavr， 方 差 为 2Kr。 如 果 
我 们 不 固定 + = t 一 to， 而 是 固定 XX 值 ，r(X) 是 一 个 流体 粒子 穿 过 距离 
源 X 处 一 个 截面 所 需 时 间 ， 于 是 7(X) = yă ， 其 中 仿 o0 是 这 个 流体 粒子 
从 to 到 to + 7(X) 的 平均 拉 格 天 日 速度 。 因 为 随 着 X 增 大 ， 通 过 时 间 r(X) 的 
涨 落 变 得 相对 不 那么 重要 ，7( 针 ) 近 似 为 X/Us,， 对 于 足够 大 的 天 ， 平 均 拉 
格 朗 日 速度 r(X) 的 概率 分 布 以 足够 高 的 精度 和 在 时 间 间 隔 X/UVav 上 的 平均 
拉 格 朗 日 速度 


TH 


X \ Uw 
VX /Usy = X (1 十 ) 


Us} X 
的 概率 密度 相同 。 然 而 ， 
X in X 


于 是 ， 对 于 足够 大 的 和 


XX X K RN 
T(X) x pee a a (=) | . (10.63) 
忽略 具有 量 级 为 1/X 平 均值 的 分 量 ( XL) 以 及 更 高 阶 的 项 ， 我 们 发 现 对 于 大 
的 X 值 ， | 
Tox Žž Ia (10.64) 


其 中 X 是 平均 值 为 零 ， 方 差 为 2 开关 的 正 态 分 布 的 随机 变量 。 于 是 ， 变 
量 r(X) 也 有 正 态 概率 分 布 ， 平 均值 7 = ©, WEAK, WPK = 
坊 。 这 些 推论 显然 符合 通过 经 验 建 立 的 纵向 外 加 物 分 散 的 性 质 (1) - 
(3) 。 上 面 提 到 的 性 质 〈4) 也 可 以 简单 解释 。 在 此 情形 ， 外 加 物 团 的 纵 
向 分 散 很 大 程度 是 由 于 横向 平均 速度 梯度 的 影响 。 具 体 来 说 ， 它 是 由 速度 
T(r) - Usv 产 生 的 ， 这 个 速度 差 显著 超过 了 产生 满 动 扩散 的 纵向 速度 的 涨 
落 w = u(r) 一 (7)， 以 及 导致 分 子 扩散 的 分 子 涨 落 。 

然而 ， 在 估计 系数 K 和 Ki 的 数值 时 ， 上 面 关 于 流动 的 拉 格 朗 日 描述 
的 论证 帮助 很 小 。 实 际 上 ， 涡 扩散 系数 天 用 拉 格 朗 日 积分 时 标 刀 表 达 。 然 
而 ， 这 个 时 标 由 拉 格 朗 日 速度 关联 函数 确定 ， 这 个 函数 非常 难 和 直接 测 
量 的 欧 拉 统计 特征 量 相 联系 ， 通 常 仅 从 扩散 实验 数据 计算 。 在 管 或 渠 中 
纵向 外 加 物 扩 散 的 情形 ，K 值 可 以 非常 精确 地 使 用 欧 拉 浓度 场 不 ,如 的 半 
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经 验 扩散 方程 得 到 。 这 个 方法 也 用 于 Taylor 有 影响 力 的 工作 中 。 因 为 我 们 
Rr CRX) 的 渐 近 规律 的 研究 感 兴趣 ， 我 们 可 以 预期 这 个 半 经 验方 程 
非常 精确 。 其 使 用 也 有 重要 的 优势 : 同样 的 理论 可 以 应 用 于 濡 流 和 层 流 
中 的 扩散 。 对 于 后 者 ， 近 似 的 半 经 验方 程 蔡 换 为 一 个 严格 的 分 子 扩散 方程 
(10.1) 。 按 照 G. I. Taylor (1953, 1954a)， 我 们 假设 平均 浓度 5 不 依赖 于 角 
变量 p， 我 们 可 以 把 直 圆 管 中 扩 散 的 方程 (10.55) 或 〈10.1) 写 为 这 种 形式 


ðv Ov ð 10 3v 


gp gy rome ror a e 


此 外 ， 方 便 的 是 变换 到 一 个 以 流动 平均 速度 运动 的 坐标 系 ， 也 就 是 把 
纵向 坐标 和 蔡 换 为 坐标 z = X — Uay(t 一 如 )。 些 外， 我们 引入 无 量 纲 径 向 
变量 z = Leiter, HRA EE. EP EMRE SE PA hni 
的 第 四 个 性 质 〈 通 过 实验 确立 ) ， 我 们 可 以 尝试 在 方程 (10.65〉 中 忽略 描 
述 宙 线 外 加 物 扩散 的 项 Ka 中 g。 (考虑 这 一 项 几乎 不 改变 论证 ， 而 知识 
对 最 终结 果 进 行 小 的 修正 ， 这 将 在 下 面 提 到 。) 于 是 假设 变量 z, z,t 的 方程 
(10.65) 为 这 种 形式 

人 
我 们 将 使 用 这 个 方程 描述 浓度 分 布 9(z, z, 旭 ， 对 应 于 在 时 刻 t = to 在 点 x = 
z = 0 存在 一 个 瞬时 外 加 物 点 源 。 让 我 们 首先 比较 时 间 区 间 关 和 rr， 其 间 
管 中 给 定点 的 外 加 物 浓度 仅 由 于 流动 (对 流 ) 平均 速率 和 横向 扩散 速率 
而 显著 变化 。 我 们 可 以 令 7 = ow,,， 其 中 ow,, (是 对 管道 截面 平均 的 外 加 
物 浓 度 分 布 细 的 标准 差 。 另 一 方面 ， 到 是 横向 扩散 抹 平 管道 截面 上 浓度 分 
布 不 均匀 性 的 时 间 ， 可 以 假设 ra = 优 ， 其 中 Ko 是 横向 扩散 系数 的 典型 什 
( 标 度 ) 。 显 然 ， 根 据 理 论 论证 和 实验 数据 ，ow,, 值 以 及 随 外 加 物 传播 
时 间 7 增 大 ， 渐 近 正比 于 r1/2。 然 而 ， 元 不 随时 间 变 化 。 所 以 ， 对 于 足够 大 
的 r， 或 z， 下 面 的 不 等 式 成 立 : Te Ty， 也 就 是 说 


(10.66) 


Ton, >. (10.67) 


让 我 们 把 我 们 的 研究 限制 于 足够 大 的 r〈 此 时 不 等 式 〈10.67) R) ， 
计算 通过 xz = 常量 的 管道 截面 的 总 外 加 物流 量 91。 我们 必须 回想 一 
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下 ， t= X UsT, 故而 截 


mj 


一 Uav]5d5S = 2r R? 


fla = 常量 以 速度 Uay 沿 管道 运动 。) 显然 
1 
/Este — Usv] dzdz, (10.68) 
0 


其 中 5 是 管道 的 截面 积 。 于 是 ，Q1 仅 在 存在 浓度 9 的 径 向 不 均匀 性 时 不 等 于 
零 。 在 条 件 (10.67) 下 这 些 径 向 不 均匀 性 被 强烈 平滑 撞 。 所 以 在 足够 长 的 
时 间 后 只 可 能 存在 非常 弱 的 不 均匀 性 ， 也 就 是 说 ， 外 加 物 不 均匀 对 流 输 运 
不 断 产 生 的 那些 不 均匀 性 ， 上 E 们 适应 了 这 种 输 运 ， 意思 是 说 ， 对 流 和 横向 
扩散 对 于 它们 来 说 是 平衡 的 。 这 种 不 均匀 性 满足 方程 
Pm 1190 3Y 
Uz(z) 一 Ua] an mza Er?) (10.69) 
(这 里 左边 我 们 已 经 把 够 蔡 换 为 多” ， 因 为 径 向 不 均匀 性 豆 - 加 非常 小 。 
由 方程 (10.69) 我 们 得 到 
E OVm, f dz! fe 1 n i 
D(z) = 0(0) + R? ae eran [rete ) — Uav]z dz 
0 0 
使 用 这 个 方程 ，〈10.68) 容易 简化 为 这 种 形式 
Qı = -r R?°K a š 
其 中 
1 z de! 2! 
= 2 一 之 n 11 1711 
K = —2R ft = elede J ZK) [mt ) 一 U, ] dz 
1 7 1 2 
2 K — Lgl 
2R laro fier-o ; 
0 Z 
(10.70) 
把 @i 的 表达 式 带 入 描述 外 加 物质 量 守 恒定 律 的 方程 
200m OQ1 
TR OF + ae =0 
(这 个 方程 也 可 以 通过 将 扩散 方程 10.60 所 有 项 对 管道 截面 积分 推导 出 
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来 ) ， 我 们 得 到 


Wm .020 

ae ar 
所 以 很 显然 ， 除 了 方程 〈10.70) 定义 的 扩散 系数 ， 外 加 物 相对 以 平均 速 
度 Uisy 沿 管道 运动 的 平面 的 纵 疝 分 散 非常 类 似 于 分 子 扩散 ， 故 而 导致 浓度 
在 Oz 方 同 为 高 斯 分 布 。 于 是 ， 纵 辣 外 加 物 分 布 的 空间 方差 等 于 2K (t to) 


o3,, 二 2Ki7, 其 中 Ki = K/U2,,7 = t — to. 


此 外 ， 考 虑 得 ， 根 据 方程 (10.70) ，K 为 综 全 的 量 级 ， 我 们 可 以 把 条 件 
《10.67) 我 们 对 它 的 论证 是 正确 的 ) 简化 为 这 种 形式 


R2 
aoa 10.71 
ee (10.71) 


RTF R AEA eR ARN KA. EKKE (10.70) 的 前 一 种 情 
形 ， 根 据 方程 〈1.23) , BAN MART, (z) = 2Uay(1 一 27), Ker = 二 Xx， 其 
中 x 是 特定 外 加 物 的 分 子 扩散 系数 。 于 是 及 的 方程 10.70) 容易 简化 为 这 
形式 


k= = a (10.72) 


故而 


X 
BR T EREE HR SD, Lele a NL, TK > 
x。 不 难看 出 ， 同 时 考虑 分 子 扩散 ， 也 就 是 保留 方程 (10.65〉 中 的 x 人 3 项 ， 
Ox 
替代 方程 10.72) 我 们 会 得 到 


这 通常 和 方程 10.72) 难以 区 分 。 


显然 ， 如 果 速 度 u(z) 恒 定 ， 那 么 纵向 扩散 仅 由 分 子 扩散 系数 x 确定 。 
所 以 ， 横 向 速度 梯度 导致 纵向 外 加 物 分 散 急 剧 增 大 。 有 趣 的 是 注意 到 ， 
另 一 方面 ， 横 向 扩散 延迟 了 纵向 外 加 物 分 散 。 根 据 方程 《10.72) ， 随 
着 X 增 大 ， 五 减 小 。 如 果 没 有 横向 扩散 ， 那 么 外 加 物 分 布 首 先 集 中 在 非常 
小 的 长 度 6X 的 管 段 中 ， 在 这 段 管 道中 均匀 分 布 ， 在 时 间 r 中 变换 为 一 个 
均匀 分 布 ， 其 中 在 一 个 长 度 Umax7 的 管 段 中 (XX) = 常量 ， 在 这 个 管 段 之 
SbOm(X) = 0。[ 这 个 结果 容易 从 平移 方程 (9.13〉 得 到 。] 在 存在 横向 扩散 
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时 ， 它 变 为 一 个 高 斯 分 布 ， 对 于 足够 大 的 r〈 和 DTmax7 相 比 非常 小 ) ， 其 中 
几乎 所 有 外 加 物 集中 在 一 个 长 度 L ~ VK7 的 管 段 中 。 

因为 K 值 不 难 从 实验 确定 ， 使 用 浓度 9;,() 或 5,(X) 的 测量 ， 方 程 
(10.72) 有 可 能 从 这 些 数据 中 得 到 分 子 扩散 系数 X 的 值 。G. I Taylor 
(1953) 测 试 了 这 个 测量 x 值 的 方法 ， 他 对 高 锰 酸 钾 在 玻璃 毛细 管 中 的 扩 
散 进 行 了 实验 研究 ， 从 而 得 到 了 这 种 物质 的 分 子 扩散 系数 X， 和 其 他 测量 得 
到 的 数据 符合 得 很 好 。Taylor (1954b) 也 对 这 个 测量 x 的 方法 进行 了 广泛 讨 
论 。 


在 具有 足够 大 雷诺 数 的 湛 流 中 ， 狐 滞 亚 层 厚 度 和 半径 RR 相 比 小 得 可 以 忽 
略 ， 平 均 速 度 zz(”) 可 以 有 速度 缺陷 定律 〈5.41) 给 出 : 


Ux(0) 一 zz(r) r 
Ux =f (1 E D s 
Hepu e E LAI E EREE. SE EB 
MARAT = p RERA TE (5.17) ]， 并 假设 涡 扩 散 系数 严格 等 于 涡 
黏 滞 系 数 ， 使 用 5.7 节 中 的 雷诺 类 比 ， 可 以 把 径 向 涡 扩 散 系数 表示 为 这 种 
式 


SS 


Kia = = E = 

p% fi (1 5) 

(EATA E Nikuradse A RAEI A A HY Wl EE a EATR Z fi (nE G-I. 
Taylor (1954a) 使 用 方程 《10.70) 得 到 了 天 = 10.06Rw [故而 在 方程 (9.36) 
中 c 10]。 不 难 通过 计算 通过 一 个 管道 截面 的 外 加 物流 量 


— 1 
Q=- T / Kas(r) as = an Ren | Kautz edz, (10.73) 
化 £ 
S 0 


来 估计 纵向 汕 动 扩散 导致 的 对 天 值 的 修正 。 对 于 粗略 估计 ， 可 以 简单 假设 


OV 
Ox ’ 


Kzz(7) = Krr) FQ) = —1 RR! 


其 中 对 于 K'， 数 值 积分 给 出 K' = 0.052Ruw。 物 理 量 天 /和 天 相 比 非常 小 ， 但 
是 因为 在 任何 情形 对 于 K/Ru; 只 能 得 到 一 个 近似 数值 ， 所 以 把 K' 加 道上 外 
得 到 的 KK 值 是 合理 的 ， 也 就 是 使 用 公式 


K = 10.1Ru;. (10.74) 


(用 于 计算 K' 的 假设 中 的 不 精确 性 没什么 


lum 
pan 
g 
z= 
FEIy 
Hy 


为 整个 被 加 量 天 ' 相 
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对 较 小 。) 


合 得 
好 。 所 以 ， 例 如 ，Allen, E. Taylor (1923) 关 于 盐 在 不 太 长 的 直 圆 管 中 水 
流 中 扩散 的 数据 得 出 对 于 一 系列 实验 K/Ru。 = 10.6， 对 于 另 一 系列 实 
UK / Ru, = 11.7[ 见 G. I. Taylor (1954a)]。K/Ru = 10.0 是 在 与 上 面 的 理论 
几乎 完全 相同 的 条 件 下 得 到 的 。 在 使 用 非常 粗糙 壁面 的 管道 时 ，K/ Rw = 
10.5。 在 所 有 实验 中 ， 在 距离 外 加 物 源 足 够 远 的 地 方 ， 浓 度 9%% 对 时 间 的 依 
赖 紧密 对 应 于 高 斯 曲线 ， 见 例如 图 80， 其 中 重新 给 出 了 来 自 Taylor 的 一 个 
实验 的 数据 。 在 弯 管 的 情形 ， 或 者 例如 通常 不 严格 笔直 的 工业 油管 的 情 
形 ，K/Ru; 值 自然 和 上 面 直 管道 的 理论 值 有 些 不 同 ， 在 这 里 的 一 些 情形 ， 
假设 K/Ru; 值 接近 20[G. I. Taylor (1954a)]。 


Dn 


14 18 78 ¿0 2.2 & sec 


Al 78 一 个 直 管 道 的 一 个 固定 截面 上 盐 浓度 作为 时 间 的 函数 ， 来 自 Taylor 
(1954a) 的 数据 。 


宽 的 直 渠 中 的 纵向 外 加 物 分 散 受 壁面 3 = 0 和 2 = 五 限制 。 (流体 的 自 
| 表面 也 可 以 扮演 上 壁面 的 角色 。) Elder (1959). Ellison (1960). Saffman 
(1962b) All Tyldesley, Wallington (1965) 研 究 了 这 个 问题 。Elder 使 用 Taylor 的 
方法 (上 面 讨论 过 ) ， 而 Saffrman 使 用 Aris (1956) 优 雅 的 方法 。Tyldesley 和 Wallinton 数 
值 求解 了 半 经 验 扩散 方程 〈10.55) 。 ?在 Aris 的 方法 中 ， 首 先 由 半 经 验 扩散 


2Tyldesley 和 Wallington 得 到 了 (10.55) 形式 方程 〈 在 左边 加 额外 的 一 项 zx(z)680%/6y， 
去 掉 正 比 于 Kxz 的 项 ) 的 数值 解 。 他 们 对 一 些 具 体 垂 向 速度 和 扩散 系数 分 布 模型 描述 了 源 
持续 稳 态 点 源 或 线 源 的 扩散 ， 以 及 源 自 流体 层 0 < 2 < 五 中 一 个 瞬时 线 源 的 扩散 。 所 得 结果 
和 多 个 大 气 扩 散 实 验 的 数据 进行 了 比较 。 然 而 ， 我 们 这 里 不 再 进一步 讲述 他 们 的 工作 。 
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方程 (10.55) 或 者 分 子 扩散 方程 10.1) 推导 和 矩 量 的 方程 : 


Onm(Z, t) = J / O(X, Y, Z,t)X"Y ™dXdyY. (10.75) 


一 De — 0O 


例如 ， 当 m = 0,n = 0,1 或 2， 使 用 方程 〈10.55) ， 容 易 看 到 这 些 方程 有 下 


面 的 形式 : 20 ə D0 
00 o) 
a (x..5%) =0, (10.76) 
0610 ð 0610 _— 1 
060 0 0649 E = 1 
(20+2a(2)00， (10.76) 


FE O01, O11, go 和 更 高 阶 矩 量 的 方程 看 起 来 一 样 。 所 得 方程 可 以 依次 对 从 
浓度 9( 关 ,tt) 的 初始 条 件 和 边界 条 件 得 到 的 初始 条 件 和 边界 条 件 求解 。 所 得 
的 的 解 的 渐 近 行为 描述 了 对 于 大 的 t+， 平面 Z = 常量 上 (或 者 具体 来 说 ， 高 
度 Z 附 近 的 一 个 注 层 中 )〉 外 加 物 的 平均 分 布 ， 精 确 道 变量 〈10.75) 的 方程 
组 截断 时 同 阶 的 矩 量 。 类 似 地 ， 变 量 


A 
Onm(t) = fi Onm(Z,t)dZ (10.77) 
0 


的 渐 近 行为 以 同样 的 精度 描述 了 流体 占据 的 整个 三 维 空间 中 外 加 物 的 平均 
分 布 。 以 这 种 方法 得 到 的 最 终结 果 和 使 用 Taylor 方 法 的 结果 相同 。 根 据 这 些 
结果 ， 如 果 外 加 物 在 时 刻 t = to 在 (0,0,2Z) (其 中 0 < Z< H) 引入 流动 ， 并 
且 不 被 壁面 吸收 ， 那 么 外 加 物 团 在 时 刻 上 = to 十 7 的 重心 对 于 大 的 -， 渐 近 地 
具有 坐标 


H 
A 
av 其 av 一 了 7 UZ Z, 
(v o2), AU, =f )d 
0 


也 就 是 说 ， 它 会 盐 X 轴 以 速度 av 水 平 位 移 。 沿 垂 向 ， 外 加 物 会 渐 近 地 达到 
均匀 分 布 ， 意 思 是 对 应 大 的 r， 任 意 固 定 厚 度 AZ 的 流体 层 含 有 等 量 的 外 加 
物 ， 其 中 每 一 层 中 的 外 加 物 的 重心 也 以 渐 近 恒定 的 速度 av 移动 。 然 而 ， 对 
于 不 同 的 流体 层 ， 外 加 物 重 心 的 坐标 对 于 大 的 7 会 相差 一 个 依赖 于 相应 2Z 值 
和 分 布 5(2) 以 及 天 :>(2) 的 形式 的 常量 。 时 刻 如 + 7 在 平面 X = 常量 内 的 外 


10. mai BX 


加 物 分 布 接近 平均 值 为 零 ， 方 差 


H 
iat 1 
0%, 二 2Ky7 十 常量 ，Ky = (Kyy)av = H | Kua az. (10.78) 
0 


的 高 斯 分 布 。 平面 Y = 常量 内 的 外 加 物 分 布 接近 平均 值 X ~ Uavr， 方 差 


o3,=2K,7+ E, Kr = K+ (Kzz)av (10.79) 


的 高 斯 分 布 ， 其 中 


(10.80) 


。 在 固定 高 度 Z 附 近 一 个 薄 层 中 外 加 物 分 布 在 OX 方向 的 
式 (10.78) ， 但 这 里 恒定 分 量 一 般 依赖 于 2。 


见方 程 (10.70) 
分 散 也 具有 渐 近 


YN ri 


Saffman 研 究 了 两 面 固体 墙 之 间 的 二 维 渠 中 的 纵向 扩散 ， 将 其 考虑 为 逆 
温 层 下 的 大 气 表面 层 中 ( 它 在 茶 个 固定 高 度 玉 阻止 外 加 物 进一步 上 升 ) 外 
加 物 传播 的 一 个 可 能 模型 。 因 为 这 个 模型 非常 粗糙 ， 仅 对 风速 分 布 (2) 进 
行 示意 性 描述 。 除 了 最 简单 的 层 流 库 埃 特 流 的 情形 ， 其 中 


2Z ey 
u(Z) = 万 Cav， Kzz = X= 常量 


以 及 根据 方程 (10.78) - (10.79) , 


Kr = “— +y, (10.81) 


Safman 仅 分 析 了 这 种 情形 ， 


zys Ti 
UZ) = (011) (F) Uw, 其中 a = 常量 
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并 且 根 据 雷 诡 类 比 ， 
Ux 
Kz2(Z) = du/dZ 
在 最 后 一 种 情形 ， 方 程 10.79) 第 一 个 公式 中 的 积分 可 以 显 式 地 给 出 。 我 
们 得 到 : : 
Kis 2 Uae a aas (10.82) 


(a+2)(3a +2) u2 
Elder 分 析 了 在 高 度 z = 用 有 一 个 自由 表面 的 渠 中 的 扩散 ， 并 且 将 得 到 的 
结果 和 他 研究 一 泣 高 猛 酸 钾 溶液 在 略微 倾斜 的 渠 〈 水 可 以 沿 这 个 渠 自由 流 
动 ) 中 的 扩散 的 实验 数据 进行 了 比较 。 这 里 需要 选择 一 种 平均 速度 分 布 ， 
该 形式 很 好 地 对 应 于 倾斜 渠 上 的 真实 流动 。 结 果 表 明 ， 即 使 这 种 形式 的 微 
小 变化 ， 结 果 也 相当 敏感 。Eldqer 提 出 ， 开 放 渠 中 的 速度 分 布 由 冯 : 卡 门生 
Ble = 0.41 的 对 数 形式 的 速度 缺陷 定律 (5.43) 给 出 。 于 是 ， 如 果 Kss 用 雷 
WARE, FFA Kee = Kyy = zs， 可 以 得 到 


(Kyyjav = (Kee)av = 0.068Hus, K = 5.86Hu,, 
Ky, = (5.86 +0.068)Hu, = 5.93Hu,. 


(10.83) 


HUmElderiyWl ede, fe = Gwe ~ 0.23， 近 似 超过 方程 〈10.82) 中 相 
应 值 的 两 倍 。 这 种 不 一 致 性 的 一 个 解释 可 能 是 三 个 涡 扩 散 系 数 Kzz, Kyy 和 Kss 相 
等 的 假设 不 正确 。 如 果 蔡 代 这 个 假设 ， 我 们 假设 Kj = Ky > Kez, IFA 
想 一 下 w2 通 常 小 于 w2 和 vw2[ 见 方程 (5.27〉 下 面 的 讨论 ]， 那 么 有 效 纵向 扩 
散 系 数 变 为 


Ky = (5.86 + 0.23) Hus = 6.1H ux. 


这 个 值 与 从 实验 得 到 的 直 z= = 6.3 符 合 得 非常 好 。 实 际 上 ， 这 种 符合 比 
预期 的 更 好 ， 考 虑 道 实 验 是 对 相对 小 的 Re 数 和 小 的 r， 在 不 能 得 到 高 精 
度数 据 的 条 件 下 进行 的 。 根 据 Ellison (1960)， 必 须 认 为 所 得 到 的 符合 很 
大 程度 上 是 巧合 ， 因 为 在 自由 表面 附近 ， 对 数 形 式 的 速度 分 布 不 是 一 
个 好 的 近似 。 于 是 ，Ellison 重 复 了 Eldqer 的 计算 ， 假 设 速度 分 布 由 方程 
(5.49) 给 出 。 根 据 他 的 结果 ，K/Hw 值 强烈 依赖 于 方程 (5.49) 中 系 
FINA, b= 1.4 和 和 Elder 的 数据 符合 得 最 好 。 

自由 演 流 中 的 扩散 

刚才 研究 的 外 加 物 在 直 管 道 或 直 渠 中 纵向 扩散 的 情形 是 非常 特殊 的 ， 
因为 保留 了 一 些 均匀 满 流 场 中 扩散 的 特征 性 质 。 由 此 观点 ， 湛 动 射 流 或 固 
态 物体 后 的 汕 动 尾 流 是 剪 切 流 中 扩散 更 典型 的 例子 。 然 而 ， 使 用 半 经 验 扩 


~ 
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BOTT FE A DS Tit BG ET P i PB HS ER 1 FESR FB BU BE i BE 
涡 扩 散 系数 以 及 平均 速度 & 对 空间 坐标 的 依赖 是 不 可 能 的 。 这 些 额 外 假设 通 
党 基于 5.9 节 中 讨论 的 混合 长 方法 。 以 这 种 方法 得 到 的 结果 从 实用 的 观点 看 
通常 非常 令 人 满意 [ 见 ， 例 如 ，Hinze (1959)、Abramovich (1963)]， 但 理论 
EMDE, MERR. 
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在 研究 位 于 一 个 持续 稳 态 点 源 或 线 源 下 游 、 与 长 度 标 度 L = UT CE 
中 U 是 典型 平均 速度 标 度 ,了 T 是 拉 格 朗 日 积分 时 标 〉 相 比较 小 距离 处 的 平 
LX = 常量 中 的 外 加 物 分 布 时 ， 如 果 我 们 把 拉 格 朗 日 速度 展开 为 泰勒 级 数 
(9.78) ， 通 过 变换 到 拉 格 朗 日 变量 可 以 得 到 一 些 结果 。 特 别 地 ， 如 Hinze 
(1951，1959) 注 意 到 的 ， 在 很 多 情形 ， 一 级 近似 是 有 用 的 ， 根 据 这 个 近 
Wl, V(a,t) = U(a,to) +u (x, to). ATLA, X(a,t) =x+ (u+v’)- (t— to) FF 
AZ(a,t) = w- (t-t) Huu Aw 2 A(x, to) ME. AGS, 
在 平均 速度 沿 OX 轴 的 稳 态 流 中 ， 时 刻 to 起 始 于 x = 0 点 的 流体 粒子 的 在 达 
到 X = 常量 平面 (其 中 X «< L) 时 的 坐标 2 的 在 一 级 近似 中 等 于 


DK (10.84) 


如 果 |w| <u, WARENI, Z(X) x (w'/a)X, ATK ZX) KA 
OY AH All! (0) IR oD A Ze AEAT. PRT, WRU Pa, 但 不 是 
小 的 可 以 忽略 ， 那 么 


(10.85) 


于 是 ， 容 易 把 随机 变量 Z(X) 的 矩 量 表示 为 点 z = 0 处 欧 拉 速 度 涨 落 w = 
(wu0) 的 矩 量 ， 我 们 通常 可 以 限制 于 序列 〈10.84) 的 前 几 项 。 当 所 得 方程 
含有 亿 的 四 阶 矩 ， 显 然 也 可 以 把 它们 蔡 换 为 二 阶 矩 的 组 合 ， 假 设 相 应 的 积 
累 量 小 得 可 以 忽略 |[ 见 Batchelor, Townsend (1956) 和 Hinze (1959)]。 尽 管 这 
些 近似 明显 很 粗糙 ， 但 它们 令 人 满意 地 描述 了 沿 OX 方 向 的 淇 动 射流 〈 其 
中 在 固定 平面 X = 0 放置 了 一 个 加 热 的 导体 ) 在 X = 常量 平面 温度 分 布 的 
主要 奇异 特征 [Hinze, Van der Hegge Zijnen (1951) 和 Corrsin，Uberoi (1950, 
1951)]。 作 为 一 个 例子 ， 图 81 展 示 了 Hinze 和 Van der Hegge Zijnen 得 到 的 温 
度 分 布 。 它 们 在 从 一 个 罕 喷 口 喷 出 的 平面 射流 中 距离 喷 口 100 mm, A 
下 方 6 mm 处 引入 了 一 根 用 电流 加 热 到 400 °C 的 细 线 。 图 81 中 的 OX 轴 取 为 
平行 于 细 线 处 的 平均 速度 方向 ， 经 过 细 线 ， 距 离 X 从 这 里 开始 测量 。 不 同 
符号 用 于 标记 不 同 X 值 的 测量 。 与 均匀 洋流 的 类 似 数据 不 同 ， 这 里 温度 分 
布 时 对 称 的 ， 或 者 癌 正 2Z 方 同 延展 (对 应 于 比 负 2Z 更 大 的 平均 速度 ) 。 所 得 


[uy 


mani 
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结果 和 方程 (10.84) 一 致 ， 因 为 在 此 情形 可 以 取 w = 0 和 waw' < 0。 图 81 所 
示 分 布 的 平均 值 等 于 0.036。 在 这 个 实验 中 ，- 党 有 相同 的 值 。 所 以 ， 为 了 
计算 平均 值 


z S WX, Z)ZdZ 
"Rd 
我 们 可 以 忽略 方程 (10.84) 右边 第 三 项 。 让 我 们 也 注意 到 ， 如 果 我 们 党 试 
用 具有 恒定 系数 氏 zz 的 半 经 验 扩 散 方程 描述 射流 中 的 温度 分 布 ， 那 么 对 应 
图 81 的 条 件 ， 我 们 会 得 到 


V(X,Z)2Zd2Z <0, 


一 Do 


这 和 数据 矛盾 。 


Dr 


图 79 放置 了 加 热 细 线 的 二 维 油 动 射流 的 几 个 截面 上 的 温度 分 布 ( 根 
据 Hinze 和 Van der Hegge Zijnen 的 工作 ) 。 


在 男 一 个 极端 情形 ， 也 就 是 对 于 非常 大 的 XX， 或 者 换 句 话说 ， 非 第 
大 的 扩散 时 间 r = t— to， 使 用 5.8 节 和 9.4 节 中 讨论 的 自 守 性 论证 可 以 得 
到 一 些 结果 。 由 这 些 论证 立即 得 到 ， 对 于 位 于 产生 尾 流 的 物体 或 发 出 
射流 的 喷 口 附近 的 稳 态 持续 外 加 物 源 ， 任 意 两 个 平面 X = 常量 的 平均 
浓度 分 布 ， 对 于 足够 大 的 X 值 (其 中 X 是 从 源 开 始 治平 均 流 动 速度 方向 
计算 的 ) 是 相似 的 。 以 完全 相同 的 方式 ， 对 于 也 位 于 物体 或 喷 口 附近 
在 时 刻 t = to 产生 作用 的 瞬时 源 ， 三 维 空间 中 的 平均 浓度 分 布 在 足够 远 
离 时 刻 to 的 两 个 时 刻 t 将 是 相似 的 。 基 于 相似 性 论证 ， 可 以 自然 地 假设 


A 


10. Wai Bx 


相应 的 分 布 是 对 称 的 ， 对 于 距离 轴 或 点 (X(r),0,0)《〈 其 中 X(r) 由 9.4 节 对 


于 瞬时 源 的 方程 给 出 ) E 


够 近 的 持续 源 ， 分 布 的 极 大 值 位 于 射流 的 负 


上 ， 或 者 尾 流 的 X = 常量 F 


看 上 。 这 里 5.8 节 和 9.4 节 的 结果 可 以 简单 地 


确定 相应 的 最 大 浓度 9%,(X) 或 9,(7) 对 X 或 7 的 依赖 ， 尽 管 不 可 能 给 出 分 
MOY, Z) BO (X,Y, ZARE. 


让 我 们 从 持续 活跃 稳 态 外 加 物 源 的 情形 开始 ， 使 用 这 个 事实 ， 由 于 扩 


散 过 程 是 稳 态 的 ， 通 过 任意 平面 X = 和 常量 的 外 加 物流 量 一 定 为 常量 。 在 涨 


动 尾 流 中 ， 远 离 物 体 处 外 加 


物 沿 OX 方 向 输 运 的 速度 显然 近似 等 于 自由 流动 


在 有 限 大 小 物体 后 三 维 尾 流 
维 尾 流 正比 于 


速度 。 同 时 ， 点 z = 0 在 平面 X = 常量 平面 产生 可 观 的 外 加 物流 量 的 面积 ， 


的 情形 正比 于 L? ~ X? 增加 ， 对 于 圆柱 后 的 二 


X 


LOID ~ x [oa (Z) ~ x 


在 圆柱 和 平行 于 圆柱 轴 的 线 状 外 加 物 源 后 的 尾 流 的 第 三 种 情形 ， 单 
位 OY 轴 长 度 的 外 加 物流 量 一 定 为 常量 。 在 X = 常量 中 ， 单 位 长 度 的 OY 对 
应 于 一 个 其 中 浓度 8 明显 不 等 于 0 的 矩形 ， 其 面积 正比 于 ZX) ~ XI2。 然 
而 ， 因 为 平面 X = 常量 中 的 外 加 物 浓度 正比 于 gr(X)， 我 们 得 到 


EET AUR, 


2 
2 


X-1，， 对 于 二 维 尾 流 中 的 点 源 ， (10.86) 
X-L/2， 对 于 二 维 尾 流 中 的 线 源 . 


X-2/3， 对 于 三 
Om(X) ~ 


类 似 的 论证 也 可 以 应 用 于 两 个 平面 平行 流动 的 平面 混合 层 中 的 扩散 


和 汕 动 射流 中 的 扩散 ， 包 括 对 流产 生 的 射流 中 的 被 动 外 加 物 的 扩散 。 然 


而 ， 现 在 通过 平面 X = 常量 的 外 加 物 输 运 的 平均 速率 z 每 个 地 方 都 不 等 
于 固定 的 速度 0， 而 是 X, Y 和 2 的 函数 。 然 而 ， 重 要 的 是 当 参 数 X 改 变 
时 ，Y 和 2 的 函数 如 (X,Y 2) 仍然 是 相似 的 ， 或 者 自 守 的 ， 其 最 大 值 对 于 平 


面 混合 层 和 二 维 对 流 射流 保持 恒定 ， 对 于 《进入 充满 了 同样 流体 的 空间 
的 ) 动力 学 三 维 射流 正比 于 XX-! 减 小 ， 对 于 动力 学 二 维 射流 正比 于 X122， 
对 于 三 维 对 流 射 流 正比 于 XX-!3。 此 外 ，X = 常量 平面 上 浓度 (X,Y, ZH 
显 不 等 于 的 部 分 的 面积 对 于 三 维 射流 中 的 外 加 物 点 源 正 比 于 三 (X) 增 大 ， 


对 于 二 维 射 流 的 线 源 或 平 


AX (Te) = 和 由 相关 的 方程 定义 ) 。 因 为 外 加 物流 量 正 比 于 浓度 、 速 度 和 面 


四 混合 层 正比 于 L(X)， 在 二 维 射 流 中 点 源 的 


情形 ， 正 比 于 (XI)J[Daa(r)j 2 (其 中 产 由 方程 (9.47) 定义 或 者 借助 等 
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积 的 乘积 ， 上 面 得 出 方程 10.85) 的 论证 现在 得 到 下 
X-12， 对 于 二 维 射流 中 的 线 源 ， 
XX-1， ”对 于 三 维 射 流 中 的 点 源 和 混合 
Om(X) ~ 4 XX-32， 对 于 二 维 射流 中 的 点 源 ， 
X-3/3， 对 于 三 维 对 流 射流 中 的 点 源 ， 
X-2，， 对 于 混合 层 或 二 维 对 流 射流 中 的 点 源 . 
这 里 及 下 面 ， 如 果 没 有 迹象 表明 射流 是 对 流 的 ， 那 么 我 们 假 
入 充满 同样 流体 的 空间 中 的 正常 动力 学 射流 。 


在 瞬时 外 加 物 源 的 情形 ， 
是 线 状 的 ， 那 么 单位 长 度 OY 轴 的 外 加 
间 r 中 ， 来 自 瞬 时 源 的 外 加 物 团 沿 OX 负 


AM KAT: 


层 或 二 维 对 流 射 流 中 的 线 源 ， 


(10.85’) 


WE fe et 


外 加 物 的 总 质量 必须 保持 恒定 ， 或 者 如 果 源 


物质 量 必须 保持 恒定 。 然 而 ， 


在 时 


的 长 度 


和 LL[X(7T)| 符 合 到 相差 一 个 常 


自 瞬时 点 源 、 在 释放 后 时 间 7 的 外 加 物 


太一 1/2 
了 一 4/3 
7-3/2 
ge: 
太一 9/4， 
r’, 
方程 (10.85) - 
(1965) 给 出 的 。 


量 。 根 据 9.4 节 的 结果 ， 


， 对 于 三 维 尾 流 中 的 点 源 和 二 维 
， 对 于 二 维 射 


流 中 的 线 源 ， 


(10.86) 的 大 部 分 结 


对 于 二 维 射 


， 对 于 二 维 尾 流 和 三 维 射流 中 的 
流 中 的 点 源 和 二 维 对 流 射 流 和 混合 层 中 的 线 源 ， 
对 于 三 维 对 流 射 流 中 的 点 源 . 
对 于 二 维 对 流 射 流 和 混合 


1 长 度 标 度 [D; 


团 最 大 浓度 9%(7) 的 方程 : 


i(7)] 表征 ， 
我 们 由 此 得 到 下 面 的 源 


果 属 于 Batchelor (1957)， 


尾 流 中 的 线 源 ， 


点 源 
mA, 


层 中 的 点 源 . 


(10.87) 
剩 下 的 是 Yaglom 


文 种 流动 中 初始 为 球形 的 外 加 物 团 


日 导致 的 有 效 水 平 扩散 系数 的 简单 


而 不 


SS 


RR AB WAP aT Ke 

我 们 通过 考虑 具有 恒定 横向 平均 速度 梯度 duz(2)/d2 = 工 和 稳 态 涨 落 
场 妈 ( 怀 , 力 的 无 界 剪 切 流 中 的 外 加 物 扩散 来 结束 本 小 节 。 在 9.4 节 中 我 们 已 经 
看 到 ， 速 度 梯度 和 横向 “垂直 ”应 动 扩 散 的 相互 作用 导致 纵向 分 散 规律 的 
质变 ， 不 再 是 管 流 或 渠 流 中 这 种 相互 作 月 
增 大 。 有 具体 来 说 ， 这 种 相互 作用 意味 着 纵向 分 散 渐 近 变 得 正比 于 73， 
是 rzr， 和 通常 的 情形 一 样 。 所 以 ， 假 设 这 
成 沿 OX 伸 长 的 椭 球 形 纺锤 ， 其 主轴 相对 平面 2 = 


设 涨 落 场 w 是 均匀 和 稳 态 的 ， 所 以 这 里 
的 半 经 验 扩散 方程 并 不 困 
所 以 ， 有 理由 预期 ， 


的 常量 。 


= 


0 略微 倾斜 。 因 为 我 们 假 


使 用 涉及 涡 扩 散 系 数 对 坐标 的 依赖 
难 。 这 些 扩 散 系 数 可 以 自然 地 考虑 为 空 


间 和 时 间 


在 此 情形 扩散 过 程 的 所 有 基本 特征 可 以 通过 


10. mapa BX 


研究 初始 条 件 为 9( 关 ,to) = 6( 关 ) 的 微分 方程 


ov Ov O78 O29 O29 

ee + Ae g7a 
的 解 来 解释 。 不 难看 出 ， 所 需 的 方程 (10.87) 的 解 在 时 刻 t = to 十 7 是 平均 
EIP, ME 


(10.88) 


Dog = Ko Va Dy = 2h Dae SR an (10.89) 
Dyy = Dyz =0, Dzz = Tee; | 


的 三 维 高 斯 分 布 ， 也 就 是 它 具 有 这 种 形式 : 


0(X,to +7) : 
(4rr)3/2[(Kaz + T? Kz27?/12)Kyy Kz]? 
(X —TZr/2)? y? z? 
apf 4Ksar +2 Kar?/3 4KyyT oh 


Novikov (1958) 得 到 了 这 个 结果 和 它 的 一 些 推广 。 后 来 Elrick (1962) th X} 
其 进行 了 更 详细 的 讨论 。Smith (1965) 基 于 方程 (10.76) 、 (10.76) 、 
(10.76") 等 的 研究 ， 将 Aris (1956) 的 矩 量 方法 应 用 于 同样 的 问题 〈 但 
令 Kzz = 0) 。 他 发 现 ， 对 于 大 的 r = t+ 一 t0， 某 个 给 定 高 度 Z 的 外 加 物 分 布 
中 心 位 于 点 (TZ7/2,0)， 方 差 o5, =? K2.7°/6. 03, = 2Kyy7。 这 些 结果 和 
方程 (10.88) 完全 一 致 。 

方程 (10.88) 展示 了 FT = 0 和 FT 4 0 之 间 的 巨大 不 同 。 它 们 也 符合 方 
程 〈10.53) ， 根 据 这 些 方程 ， 扩 散 系数 Ki; 等 于 7 = 0 的 协 方差 Di;(7) 的 一 
半 。 这 些 方程 和 严格 的 拉 格 朗 日 方程 (9.57) 、 (9.57) 和 “(9.58) 的 比 
较 非 常 清楚 地 表明 ， 我 们 的 新 结果 是 方差 Dil = Dzzs 和 Di3 = Dzzs 的 严格 
RHE > 3 时 的 渐 近 形式 ， 其 中 ， 和 通常 一 样 ，K;ss = wT, Krr = 
w2 聊 。 然 而 ， 半 经 验 扩散 理论 不 能 计算 适中 7 值 的 方差 Di}。 所 以 ， 我 们 再 
一 次 验证 了 这 个 理论 近 描 述 了 对 大 的 扩散 时 间 正 确 的 渐 近 规律 。 

多 维 高 斯 密度 函数 的 最 大 值 显 然 反 比 于 协 方差 矩阵 的 行列 式 的 平方 
根 。 所 以 在 具有 速度 梯度 的 均匀 湛 流 场 中 ， 在 时 刻 t = 如 由 一 个 瞬时 点 源 产 
生 的 外 加 物 团 中 心 的 浓度 9%(t) 会 正比 于 7 人 2 随 着 7 = + 一 t0 渐 近 减 小 ， 而 不 
是 具有 恒定 平均 速度 的 均匀 消 流 情形 的 r-5/2。 以 完全 相同 的 方式 ，OY 贡 
上 瞬时 线 源 产生 的 外 加 物 浓度 最 大 值 会 正比 于 r 悦 减 小 ， 而 不 是 7--!。 知 道 
了 对 应 于 瞬时 点 源 的 解 ， 并 使 用 方程 10.6) 和 “10.8) ， 也 可 能 得 到 对 应 
于 稳 态 点 源 和 线 源 的 浓度 分 布 。 然 而 ， 我 们 不 在 这 里 讨论 。 
我 们 现在 考虑 具有 比 线性 分 布 更 复杂 的 平均 速度 分 布 Z(G) 以 及 不 依赖 
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于 坐标 Z 的 涡 扩 散 系 数 的 无 界 灌流 。 在 此 情形 ， 对 应 于 瞬时 点 源 的 扩散 方 

Fe (10.55) 的 严格 解 不 能 显 式 地 给 出 。 然 而 ， 如 果 平 均 速 度 和 扩散 系数 

对 Z 的 依赖 由 足够 简单 的 方程 给 出 ， 或 者 如 果 函 数 z(2Z)、Kzs(2Z)、Kyy(2Z) 和 Kss(2Z) 是 
we PRA, ISAT RE (10.55) 描述 的 扩散 过 程 的 基本 特征 可 以 用 

(10.76) ~ (10.76) ~ (10.70) 等 矩 量 0nm(2 力 的 方程 研究 。 这 里 ， 平 

均 速 度 梯 度 和 扩散 系数 Ks 描述 的 垂 同 汝 动 扩 散 的 相互 作用 导致 水 平分 散 ， 

这 对 于 大 的 扩散 时 间 7 = t to 通常 远 超过 没有 剪 切 的 普通 的 水 平 油 动 扩 

散 。 此 外 ， 和 管道 或 渠 中 的 水 平分 散 相 比 ， 在 无 界 空间 中 额外 的 水 平分 散 

通常 不 会 简化 为 简单 增加 到 某 个 新 的 水 平 扩散 系数 K > Kj:， 而 是 得 出 水 

平方 差 o3 正比 于 7 某 个 高 于 1 次 的 窜 次 。 这 会 在 接 下 来 研究 实践 中 更 重要 的 

半空 间 Z > 0 中 的 扩散 的 重要 情形 (其 中 保留 了 无 界 空间 中 这 类 扩散 的 所 有 
特殊 特征 ) 的 那些 小 节 详 细 讨 论 。 


10.5 ”大 气 表面 层 中 的 扩散 


在 10.1 节 开头 提 到 的 油 劲 扩散 最 重要 的 例子 无 疑 是 那些 和 大 气 中 外 加 物 
扩散 有 关 的 例子 。 因 此 ， 毫 不 奇怪 ， 在 油 动 扩散 的 文献 中 ， 致 力 于 大 气 扩 
散 的 工作 占 主导 地 位 ， 特 别 是 10.1 节 开头 提 到 的 所 有 文献 。 

大 气 扩散 研究 中 最 有 趣 的 是 和 人 类 生命 和 生活 最 直接 相关 的 空气 表 男 
层 中 的 扩散 。 这 里 ， 问 题 主要 在 于 扩散 发 生 在 一 个 通常 有 热 分 层 的 满 流 
边界 层 中 ， 填 满 固体 或 流体 下 热 面 上 方 的 半空 间 ， 我 们 假设 下 垫 面 是 均匀 
的 ， 位 于 2 = 0 平面 。 所 以 ， 前 一 小 节 的 结果 (其 中 假设 流体 在 管 或 渠 的 壁 
外 之 间 流 动 或 者 充满 所 有 无 界 空间 ) 不 能 直接 用 于 大 气 扩散 。 然 而 ， 顺 便 
注意 到 ，2 = 0 和 2 = 互 之 间 的 平面 渠 在 某 种 程度 上 可 以 应 用 于 在 高 度 互 存 
在 强 逆 温 层 的 大 气 表面 层 中 的 扩散 。 在 这 种 逆 温 层 中 ， 温 度 随 高 度 升 
高 ， 从 而 导致 垂 同 交 换 在 五 处 急剧 减 小 ， 见 ， 例 如 Rounds (1955). Saffman 
(1962b)、Tseytin (1963)、Tyldesley 和 Wallington (1965)。 显 然 ， 我 们 对 大 
气 扩散 理论 的 主要 兴趣 不 在 于 这 个 模型 ， 而 在 于 整个 2 > 0 半空 间 中 的 扩 
散 ， 我 们 将 在 下 面 研究 。 
均匀 风情 形 的 半 经 验 扩 散 方程 的 解 

我 们 从 使 用 半 经 验 扩 散 方程 的 最 简单 方法 开始 。 和 通常 一 样 ， 我 们 作 
不 严格 的 假设 : 坐标 系 OXY2Z 的 轴 [ 其 中 OX 方 和 同和 平均 风速 = (2) 的 方 
向 一 致 ] 是 涡 扩 散 张 量 Ki; = Ki;(2) 的 主轴 。 在 此 情形 ， 假 设 半 经 验 扩 散 方 
程 为 方程 (10.55) 的 形式 。 于 是 ， 尾 流 把 扩散 理论 的 所 有 基本 问题 转化 为 
明确 的 数学 物理 问题 ， 我 们 只 需要 给 出 风速 和 扩散 系数 Kis、Kyy 和 Kss 对 
高 度 的 依赖 关系 。 

方程 (10.55〉 只 能 在 其 系数 对 高 度 依 赖 的 一 些 特殊 假设 下 显 式 求 
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解 。 对 应 于 不 同类 型 外 加 物 源 的 解 的 定性 特征 可 以 在 方程 10.58) CE 
BE WH AMG, Kor, Kyy 和 Kss 的 (10.55) 形式 的 方程 ) 最 简单 的 例子 中 
找到 。Roberts (1923) 研 究 了 最 简单 的 半 经 验 扩散 方程 。 这 里 ， 对 应 于 
EAX = zz 存在 一 个 输出 为 8 的 瞬时 点 源 的 无 界 空间 的 解 可 以 从 方程 
(10.12) ， 把 Xi 将 换 为 Xi 一 7，Dii(T7) 蔡 换 为 2Ki;7 而 得 到 。 使 用 这 个 事 
实 容易 看 到 ， 对 于 半空 间 Z > 0 中 、2 = 0 的 边界 条 件 为 “反射 边界 条 
fe” 29 = 0 的 扩散 ， 对 应 于 时 刻 t = to 时 在 点 (0,0, 五 ) 的 瞬时 点 源 的 解 由 公 


式 
Q 
O(X,Y,Z,t) = 
l ) [4r (t iar to) PRB Kz)? 
ae 2 2 _H)2 2 
ae, { [X — u(t — to)] 工 } [ ee 
4Kzz(t 一 加 ) AK yy(t — to) 


(10.90) 


给 出 。 对 于 “吸收 ”边界 条 件 〈( 也 就 是 3(X,Y,0,t) = 0) , FEE (10.58) 
的 解 和 方程 〈10.89) 的 差别 仅仅 在 于 中 括号 中 第 二 项 是 负 号 而 不 是 正 
号 。 类 似 地 ， 方程 (10.59) 和 (10.61) 可 以 用 于 得 到 方程 〈10.58) 在 半 
空间 2Z > 0 中 、 在 2 > 0 的 吸收 或 反射 条 件 下 、 对 应 于 在 高 度 2 = Hb 
的 一 个 稳 态 点 源 或 线 源 的 解 。 通 常 ， 这 些 解 可 以 使 用 这 个 事实 进行 简 
化 : TW 交配 ， 所 以 对 流 项 zw 种 几乎 总 是 远 超过 相应 的 扩散 项 


PI a 
Met oye gus 


HL, ltl, Karol’ (1960), Walters (1964) 和 Yordanov (1967) 关 于 某 些 特殊 
的 扩散 问题 的 估计 。 所 以 ，Kzz 36 在 方程 (10.55)〉 中 通常 可 以 忽略 。 在 方 
Fe (10.59) A (10.61) 中 这 对 应 于 Kazz 一 0 的 极限 。 在 这 个 条 件 下 ， 假 设 
aT 点 (0,0, 万 ) 处 输出 为 @ 的 稳 态 点 源 和 2 = 0 的 反射 边界 条 件 的 解 具有 
这 种 形式 


Q __uy? u(Z—H)? u(Z+H)? 
D(X, Y, Z) = ——“_—_e ik |e kek te er |. (10.91) 
An X \/Kyy Kor 


对 于 2 = 0 的 吸收 边界 条 件 ， 我 们 再 一 次 只 需要 把 方程 (10.90) 方 括号 中 的 
加 号 换 成 减 号 。 根 据 方程 (10.90) ， 沿 垂直 于 风 的 方向 的 X = 常量 ,2 = 
常量 线 的 外 加 物 分 布 对 于 任意 XX 和 Z， 由 具有 正比 于 X12、 反 比 于 z1/2 的 标 
准 差 (天 WwW】 的 高 斯 函数 给 出 。 当 义 增 大 并 且 Y 和 2 固定 ， 浓 度 而 新 近 正 
比 于 X-! 减 小 ， 类 似 于 无 界 空 间 中 均匀 满 流 场 中 的 扩散 。 对 于 外 加 物 的 反 
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射 边界 条 件 ， 最 大 表面 浓度 


= K, 1/2 
Vmax = E ( ) 


[2 
meu” \ Kyy 


反比 于 源 高 度 的 平方 。 这 是 在 Y = 0 时 在 距离 源 X = BP 的 距离 (直接 正 
EFH?) 达到 的 。 对 于 吸收 边界 条 件 ， 容 易 证 明 下 垫 面 吸收 外 加 物 的 速率 


av 
o(X, Y) pa K-z OZ 


Z=0 
渐 近 正比 于 X-? 减 小 。 在 此 情形 ， 最 大 吸收 速率 
a 


2u H3 
ne uH’? \ Kyy 


Omax = 


反比 于 源 的 高 度 的 立方 ， 在 Y = 0 和 X = HERR. HERKEN 
时 间 产生 质量 Q 的 外 加 物 的 沿 直线 XX = 0, 2 = H 的 稳 态 线 源 的 解 ， 在 反射 
边界 条 件 下 具有 这 种 形式 


(X, Z) = Q 


(10.92) 


u(Z-H)2 al(Z+H)2 
e 4Kzz X + e 4KzzX 
(70X K,,)1/2 


(在 地 球 表 面 外 加 物 吸收 的 情形 ， 我 们 必须 再 次 把 加 号 换 为 减 号 。) 根据 
方程 (10.91) ， 来 自 线 源 的 面 浓度 在 大 的 距离 处 正比 于 X-172 减 小 。 方 程 
(10.58) 对 应 于 更 一 般 边 界 条 件 


Kz Ed 


= BY\r7—py. FE 


的 解 也 可 以 显 式 给 出 ， 但 它们 具有 更 复杂 的 形式 ， 所 以 不 在 这 里 讨论 。 


第 一 眼看 ， 上 面 列举 的 用 浓度 3 的 方程 (10.58) 得 到 的 结果 看 起 来 
非常 有 可 能 ， 然 而 ， 它 们 和 大 气 表面 层 扩散 的 各 此 野外 研究 得 到 的 数 
据 更 不 不 符合 。 例 如 ， 实 验 表明 ， 中 性 分 层 大 气 中 稳 态 点 源 产生 的 外 
加 物 面 浓度 随 与 源 的 距离 近似 正比 于 X-:? 减 小 根据 Sutton (1952)， 正 比 
于 X-18]， 不 可 能 正比 于 X-1; 中 性 分 层 大 气 中 稳 态 线 源 产生 的 面 浓 度 正 
比 于 X-1 或 X-09 减 小 [Sutton (1953), Pasquill (1962b)], MAX 1/2. 
定 或 不 稳定 分 层 的 数据 比 中 性 分 层 的 数据 少 ， 但 它们 也 表明 没有 什么 情 
ES， 面 浓度 减 小 会 符合 方程 〈10.90) 和 (10.91) 推导 出 的 简单 规律 [ 见 ， 例 
W, Deacon (1949)]。 所 以 ， 一 定 可 以 得 出 结论 ， 方 程 (10.58) 不 适 于 定量 
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描述 表面 层 中 的 大 气 扩散 。 
H 


论 上 ， 缺 乏 对 应 关系 可 以 用 这 个 事实 解释 : 半 经 验 扩散 方程 无 
法 严格 推导 且 不 精确 。 显 然 ， 没 有 足够 的 基础 得 出 结论 ， 半 经 验 扩 
散 方程 不 适用 于 大 气 外 加 物 分 散 。 实 际 上 ， 所 有 前 面 的 结论 的 推导 都 
是 基于 非常 粗糙 的 模型 ， 其 中 完全 忽略 风速 和 涡 扩 散 系 数 对 高 度 的 依 
赖 。 然 而 ， 众 所 周知 ， 在 真实 大 气 中 ， 风 速 和 扩散 系数 都 随 高 度 增 大 
CIL EMKE) 。 所 以 ， 自 然 的 是 首先 尝试 推广 这 个 模型 ， 对 函 
Hul), Kzz(2), Kyy(2) 和 Kss(2Z) 的 形式 进行 一 些 合理 假设 。 (后 面 会 考 
MAK EK, 的 非 对 角 分 量 的 令 一 类 推广 。) 很 多 研究 者 进行 了 这 些 努 
力 ， 因 为 具有 变化 系数 的 扩散 方程 的 求解 碰 到 了 巨大 的 分 析 上 的 困难 ， 这 
些 努 力 产 生 了 大 量 文献 ， 主 要 有 应 用 上 的 吸引 力 。 

让 我 们 首先 注意 到 ， 目 前 在 风速 (2) 随 高 度 变化 的 任何 情形 还 没有 得 到 半空 间 Z > 
0 非 稳 态 扩散 问题 (容易 简化 为 找到 源 自 一 个 瞬时 点 源 的 扩散 的 方程 》 的 显 式 解 析 解 。 所 
以 ， 为 了 求解 源 自 一 个 瞬时 点 源 的 外 加 物 团 的 扩散 问题 ， 总 是 使 用 一 些 近 似 假设 。 通常， 首 
先 仅 考虑 重 向 扩散 过 程 ， 也 就 是 ， 确 定 某 个 高 度 Z 处 总 浓度 对 时 间 的 依赖 ， 它 等 于 


al 


G00(2,t) = f f IX,Y, Z, tA XaY 


[ 见 上 面 的 方程 《10.75) ]， 随 后 近似 考虑 水 平 扩散 。 如 我 们 所 知 ， 函 数 boo(2, 力 满足 方程 
(10.76) 


B00 9 O000 
对 于 时 刻 t = to 位 于 高 度 Z = 五 的 瞬时 点 源 和 边界 Z = 0 处 的 外 加 物 被 反射 ， 相 应 的 初始 条 
件 和 边界 条 件 具有 这 种 形式 


Oo0(Z,to) = Q6(Z — H), Kz: => = 0, foo (Z, 一 OX FZ 一 oœ. (10.93) 


Z=0 

各 个 水 平面 Z = 常量 之 间 的 外 加 物 分 布依 赖 于 风速 分 布 ， 而 不 是 水 平 扩散 系数 ， 
函数 Kss(2Z) 和 源 的 高 度 且 唯一 地 确定 。 例 如 ，Laykhtman 在 20 世 纪 40 年 代 得 到 了 方程 
(10.76) 在 函数 Kss(2Z) 的 条 件 10.92) 下 (合适 地 近似 了 大 气 表面 层 中 各 种 气象 条 件 
下 垂 向 涡 扩散 系数 的 分 布 ) 的 解 。 后 来 ， 很 多 其 他 研究 者 也 对 它们 进行 了 研究 [ 见 ， 侦 
W, Monin (1956a)]。 当 Kss = KZ， 这 个 解 具有 这 种 形式 


Q zn | 2VHZ 
oZ De ere fg || 10.94 
00(4, t) Ki(t —to) © ° eae ee?) 


中 了 0 表示 一 个 虚 宗 量 贝 塞 尔 函 数 ， 或 者 说 零 阶 第 一 类 修正 贝 塞 尔 函 数 。 因 为 对 于 中 性 分 
Z, Kez =aku Z, Ja = 42 = 常数 = 1.1[ 见 方程 (5.29) 和 5.7 节 ]， 在 没有 显著 垂 向 
温度 梯度 时 使 用 方程 〈10.93) 是 很 自然 的 。 在 面 源 的 情形 ， 或 者 当 五 = 0， FW (10.93) 
被 极 大 地 简化 。 这 里 


并 


600(Z,t) = ——@ __e iT) (10.93') 
00 ’ Rit to) 
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在 更 一 般 的 涡 扩 散 系数 对 高 度 的 依赖 为 军 律 的 情形 (Ks = Ki12"， 其 中 0 <n <2)’, Æ 
(10.92) 条 件 下 方程 (10.76) 的 解 如 下 
- Q A 
00(Z, t) aR (4) e (=n)? Ky (ito) 
(ZH) 
-2n | 2- n) Kı(t— to) 
(10.95) 
“4H 一 0， 我 们 得 到 
00(Z, t) = Q = eG RO, (10.94’) 
(2— nT (z4) [Kilt — to)] er 
TERA “WI” CAN ee AZ A A DX Ti) ETRA) ARAK 2 (ZI FF 
到 boo(2, 为 的 更 复杂 的 公式 。 然 而 ， 当 
加 KıZ, 对 于 0< 2 < 万 ， 
Kal Z) = | ERSE WEZ> Hh, (10.96) 


Monin (1956a) 给 上 


H 并 数值 研究 了 贝 塞 尔 函 数 积 分 形 


式 的 函数 0oo(2 为 的 复杂 解析 表达 


式 。Yordanov (1966, 1968a)f 


究 了 Ks(2) 的 两 层 模型 ， 


更 


由 两 个 窜 函 数组 成 ， 更 复杂 。 


第 4 章 大 气 表 
利 的 : 
Z 


面 层 的 相似 性 理论 ， 


| 


H 


在 选择 函数 Kss(2) 的 解析 


Kz2(Z) 


BINH, ZRNE 


|L|0o00 


= T= == K = 


re (10.97) 


Q 


H 


N 


PZ 是 方程 (7.12〉 定义 的 表面 层 中 的 自然 标 


扩散 系数 等 于 任何 被 动 外 加 物 上 


mo Y 


ay MAB, WADE (7.21) 显然 表明 方程 10.96) 中 


0 果 和 往常 一 样 ， 我 们 假设 热量 的 涡 


的 物理 量 K 与 Richardson 数 Ri,， 
妹子 ， 这 个 因子 显然 在 很 多 情 玫 
O(G, T) = O(G, T|) IE Hix t 


00 ð 


或 者 在 不 稳定 
多 和 1 相差 不 大 。 
条 件 定义 : 


分 


然而 ， 


SMES 


一 个 2 一 


模 仅 相差 一 个 a” = 
岩 不 稳定 或 稳定 情形 是 例外 。 


2 


H Ko 
x K 


的 


极端 


00 


00 
Or OC RIG) Ozeta’ ae 
日 > 0 对 村 


FÇ — 00, O(¢, 0 


这 是 普 适 的 ， 也 就 是 ， 不 含有 任何 气象 学 参数 。 从 型 


) 元 | -? 


) = 4(¢ =n), 
(10.98) 
有 我 们 只 需要 考虑 对 


Fie LR, XH 


应 于 两 个 不 同 函数 玉 (6) 的 不 稳定 和 稳定 分 层 的 情 


6, 


二 


我 们 就 得 到 


I 了 可 以 用 于 所 有 真实 情 


的 公式 。 从 实用 的 观点 看 ， 加 上 中 性 分 
从 前 两 种 情形 中 任意 一 种 在 | 中 > oo 时 


民 的 第 三 利 
得 到 。 


在 这 第 三 种 情形 
最 好 假设 天 (6) = 6， 或 者 更 准确 地 ， 开 (0) = al,a 1.1， 


的 ， 尽 管 原则 上 它 可 以 
我 们 已 经 注意 到 的 ， 


到 方程 (10.93) 和 


H 
a 


情形 是 方便 
6, ù 
AM 


3 可 以 证 明 ， 方 程 (10.76) 没有 解 满足 当 开 :> = KZ”, n > 2 时 ， 在 t > to 时 000(2,t) > 
6(Z 一 五) 的 条 件 。 然 而 ， 这 个 事实 在 大 气 扩散 理论 中 不 重要 ， 因 为 n > 2 的 情形 在 大 气 的 应 


g 


] 中 没 而 


到 ]。 
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(10.989) 。 对 于 稳定 和 不 稳定 分 层 ， 如 果 足 够 精确 地 知道 相应 的 普 适 函数 K(C)， 那 么 就 
可 以 一 劳 永 逸 地 数值 求解 《10.97) 的 两 个 问题 ， 不 需要 实用 KK(C) 的 任何 解析 近似 ， 建 立 相 
应 的 三 个 变量 的 函数 B@(C,7|n) 的 表格 。 然 而 ， 我 们 由 第 8 节 知道 ， 对 于 不 稳定 分 层 以 及 特别 
是 稳定 分 层 ， 只 知道 函数 KK(C) 的 一 般 特征 。 此 外 ， 在 真实 条 件 下 使 用 相似 性 理论 总 是 伴随 
着 具有 相当 大 弥散 的 实验 数据 。 于 是 ， 我 们 总 是 限于 使 用 K(C) 的 近似 表达 式 ， 其 选择 使 得 
我 们 可 以 得 到 69(6,rl7) 的 显 式 公式 。 特 别 地 ， 对 于 弱 稳 定 分 层 或 当 厂 很 大 并 且 仅 对 相对 小 
的 6 感 兴趣 ， 可 以 按照 Laykhtman (1944) 和 Deacon (1949) 把 开 (G) 近 似 为 KiC" 的 震 函 数 ， 其 
中 指数 mn 小 于 1。 对 于 强 稳定 性 ， 或 者 当 我 们 对 很 宽 范 围 的 6 感 兴趣 ， 我 们 可 以 使 用 这 个 事实 


K(C) = ao6 对 于 5 > OURK(C) > = = 常量 对 于 5 00 

( 见 第 7 节 ) 并 使 用 〈10.95) 形式 的 函数 KK(C)。 类 似 地 ， 对 于 弱 不 稳定 分 层 ， 可 以 近似 1 
设 K(C) = KiC"， 其 中 n 比 1 大 。 对 于 更 强 的 不 稳定 性 ， 从 方程 (7.51〉 推 导出 来 的 下 面 
式 的 两 层 公式 


T 
a 


R 


aol WE OS —¢< Gf = (ge) 
KOQE aa e Aa ee OOO TETE (10.99) 
Zo igl ) 对 于 一 C > i, 


更 适合 : Yordanov (1966, 1968a) 研 究 了 这 种 情形 。 最 后 ， 对 于 特别 强 的 不 稳定 性 ， 当 我 们 
对 超过 0.05 的 |c| 值 特别 感 兴趣 ， 可 以 假设 K(C) = KiC4%3 并 使 用 mn = 4/3 的 方程 (10.94) - 
(10.94) 。 
上面 提 到 的 结果 可 以 对 于 任意 热 分 层 ， 非 常 精 确 地 半 经 验 地 描述 的 大 气 表面 层 中 的 
垂 向 扩散 。 然 而 ， 对 于 水 平 扩散 ， 这 里 最 简单 (但 非常 粗糙 的 ) 方法 是 把 风速 (2Z) 和 系 
数 Ksz(2Z) 和 Kyy(2) 近 似 蔡 换 为 常量 Usy、(Kzs)av 和 (Kyy)av〈 等 于 相应 的 2 的 函数 在 外 加 
物 团 上 下 界 之 间 的 流体 层 中 的 平均 值 ) 。 (这 可 以 事先 由 函数 900(2, 刀 计算 。) 于 是 ， 时 


ua 


Zit = 如 在 点 (0,0, 如 出 、 答 出 为 @ 的 肯 时 点 源 产 生 的 浓度 X, Y, ,人 在 一 级 近似 下 可 以 表 
RA 
1 
O(X,Y,Z,t) x 4 |(Kaz)av(Kyy)av]*/2(t — to) 
[X — Uay(t — to)]? y2 
exp { 4( Kaz )av(t — to) Wai } 8002, 


(10.100) 
A O00(Z, t) EFA DTT FE (10.76) 在 条 件 (10.92) 下 的 解 。 因 为 系数 Kss(2) 和 Kyy(2)i 
常 知之 甚 少 ， 方 程 (10.99) 的 实际 应 用 经 常 非常 困难 并 且 可 能 对 于 这 些 系数 的 各 个 值 ， 
出 非常 不 同 的 结果 。 然 而 ， 更 重要 的 是 ， 对 任意 选择 的 具有 恒定 平均 风速 的 Kss 和 Ky 使 
(10.99) 形 式 的 方程 时 ， 我 们 完全 丢失 了 垂 向 混合 和 风 剪 切 之 间 相互 作用 的 重要 效应 。 上 
硬 我 们 已 经 看 到 ， 在 管 和 汇 以 及 无 界 空间 中 的 沸 动 剪 切 流 中 ， 对 于 足够 大 的 扩散 时 间 ， 这 个 
效应 在 水 平 外 加 物 分 散 中 起 到 了 主要 作用 。 所 以 很 明显 ,方程 (10.99) 在 大 气 表面 层 中 也 
只 能 用 于 相对 较 小 的 t = to 值 。 
风 剪 切 水 平 大 气 分 散 中 的 效应 


pees Man ene a N 
响 。 这 里 ，2 = 常量 平面 上 的 外 加 物 分 布 由 方程 (10.75) 给 出 的 一 些 
BEB Oam (Z, ih 述 。 对 于 000, 010, 92.0 等 矩 量 ， 我 们 由 半 经 验 扩 散 方程 


k 


O 
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(其 中 ，10.4 节 中 使 用 的 渠 的 上 边界 Z = HRR Ban ， = 0 现 
在 必须 替换 为 当 2 00, Onm(Z,t) > 0) 得 到 了 类 似 的 方程 (10.76) 。 
因为 我 们 主要 感 兴趣 于 时 刻 to 的 瞬时 源 产 生 的 外 加 物 团 在 t — to 一 co 的 
渐 近 行为 ， 所 以 我 们 限制 于 位 移 坐 标 原 点 〈 即 点 (0,0,0)) 的 一 个 面 源 ， 
因为 可 以 自然 地 假设 源 的 高 度 五 只 会 影响 分 散 过 程 一 段 有 限 的 时 间 。 为 
了 研究 风 剪 切 和 垂 向 混合 之 间 相 互 作 用 产生 的 基本 的 定性 奇异 性 ， 让 
我 们 首先 考虑 最 简单 的 情形 ， 其 中 z(2) = TZ, K..(Z) = K = 常量 。 
lZ) =U +TZ, Ko = 常量 的 情形 (对 于 处 于 有 限 高 度 瑟 的 源 有 意 
义 ) 容易 由 此 借助 变换 到 一 个 新 的 惯性 坐标 系 而 得 到 。) 于 是 ， 所 需 
的 900(2,t) 的 方程 (10.76) 的 解 为 


Q sae 
000(2 t) = bool Z, to | 7) = Gi IK? . 


(这 里 以 及 后 面 ， 符 号 + 表示 差 值 tt0。) WE (10.76) 在 Ks = K,u(Z) = 
TZ 时 的 函数 G10(2,t) 以 及 000(2， t) 的 解 更 复杂 。 然 而 ， 很 明显 它 一 定 正比 
于 QT， 于 是 ， 基 于 量 纲 分 析 它 一 定 具 有 这 种 形式 


610(Z, t) = 910(Z, to + 7) = QI? - p10 (aa) f (10.101) 


X Epo ET RERA, TEE 一 okt, pioli) 一 0。 借 助 方 
fE (10.76) , X4 PR ža] VA ffi SAH H exp(— E?) A Z E Wy E A A Ma 
柱 函 数 表示 [ 见 Saffman (1962b)]。 这 对 于 最 重要 的 函数 920(2,t)( 描 述 了 
平面 Z = 常量 上 的 外 加 物 分 布 沿 OX 轴 方向 的 方差 ) 也 成 立 。 根 据 方差 
(10.76”) ， 这 个 函数 也 依赖 于 水 平 涡 扩散 系数 Kasz。 更 准确 地 说 ， 它 时 两 
项 之 和 ， 第 一 项 仅 依 赖 于 (2Z) 和 Kss = 天 ， 而 不 依赖 于 Ke， 第 二 项 依赖 
于 Kzs(2Z) 和 Kss = 天 而 不 依赖 于 z(2)。 这 些 项 的 第 一 项 显然 正比 于 QT2， 

所 以 基于 量 纲 分 析 一 定 可 以 写 为 乘积 的 形式 


QI?K HKT) po9(Z/(Kr)¥?). 


第 二 项 的 一 般 形 式 也 容易 写 出 ， 如 果 我 们 假设 Kas 是 2 的 军 函 数 。 特 别 地 ， 
WRK = Ky = 常量 或 者 Kas = KIZ, RPK = 常量 ， 那 么 我 们 所 需 的 
方程 (10.76) 的 解 可 以 写 为 


T? Z 
020(2 to + T) = ST (Kren (+) 


10. Wai Bx 


Qk, ve 


QKiT ess (A 


| 


1X Bpoo(€). POMP (6) 


Z 
VKT 


让 ， 


新 的 函数 ， 在 无 穷 远 处 衰减 ， 


l 


E XF Ker = Kı, 


VKT 


(10.102) 


它们 也 可 以 用 


函数 exp( 一 如 ) 和 抛物 柱 函 数 表 示 。 对 于 更 高 阶 的 矩 量 9%y(2Z,t)I 十 m > 2] 也 
可 以 得 到 类 似 但 更 复杂 的 表达 式 。 

根据 (10.100) ~ (10.101) 等 方程 ,上 = 如 十 7 时 刻 平面 2 = 常量 上 的 
外 加 物 分 布 是 7 的 需 函 数 乘 以 = -和 = Pa CAE EWA TEE = 0 时 具有 有 限 
值 ) 。 所 以 ， 在 固定 高 度 刀 的 任意 0 2 这 HJ, Wikis 常量 平面 上 的 
外 加 物 分布 的 抢 量 在 7 一 co 时 有 相同 的 渐 近 形式 。 各 2 = 常量 平面 之 间 的 
总 外 加 物 分 布 由 函数 


描述 。 这 个 函数 不 依赖 于 (2Z) 和 Kyz(2)， 
的 厚度 为 VK7 的 量 级 。 此 外 ， 
加 物 在 垂 向 的 分 布 几乎 时 均匀 的 ， 


Z 
(Z, to +T) = QIT- p10 (a) 


ey 


KR 


明 对 于 固定 的 r， 外 加 物 团 
WRH 之 VKT, WA EEE HH J P Ah 
具有 人 恒定 的 垂 向 密 度 000 = a=: 根 


HSaffman, #212010(Z, to + 7) Al 


020(2Z,to 十 7) 在 Z K VKT 的 方程 (在 方程 


(10.100〉 和 “(10.101) 中 带 入 相应 超 直 


9220(6)、 


(1 
P20 


GL 


(5 的 


[的 


显 式 形式 并 取 & 一 0 的 极限 ) 


具有 下 再 


QIT 


010 = ETEA 


FMA, EEH < VK7 的 低层 中 外 加 物 分 布 的 重心 的 坐标 XX 和 这 


在 OX 方向 的 方差 o3 具有 如 下 


910 
000 


(x)= = 


我 们 看 到 ， 低 层 外 加 物 


比 于 速度 梯度 DC 和 垂 向 涡 扩 散 系数 的 平方 根 ) 沿 OX FA 
成 。 第 一 个 正比 于 T2K7s?， 


1 两 个 分 量 组 


方差 


Zane 


T 
= -Vr Kr’, 


2 
OV, 


2K17, 


aa 


XT 
a Vrkr3, xX 


团 的 重心 随 平均 流动 以 不 断 增 大 的 速度 


二 于 Ky = K;, 

TT Kys = KiZ. 
(10.103) 
文 个 分 布 


010 
o0 


a 


Ry = Kı, 


eee (10.104) 
g = 14- 


RIVET GE 
移动 。 这 个 分 布 的 
或 仅 和 无 界 剪 切 流 中 外 加 物 
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团 扩散 的 水 平方 差 相 差 一 个 因子 。 显 然 ， 它 时 由 垂 向 油 动 混合 和 速度 梯 
度 相 互 作用 产生 的 。 然 而 ， 这 个 分 量 的 数值 系数 7/30 — 1/16 ~ 0.036 只 
等 于 相应 系数 的 五 分 之 一 ， 而 对 于 无 界 流动 区 域 的 情形 仅 为 六 分 之 一 ， 
见 前 一 小 节 。 于 是 ， 壁 面 的 存在 极 大 地 压制 了 水 平分 散 。c3 表达 式 的 第 
二 个 分 量 描述 了 水 平 速度 的 汕 动 涨 落 〈 也 就 是 系数 为 Kzz 的 汕 动 扩散 ) 
产生 的 普通 水 平分 散 。 这 第 二 个 分 量 在 Kuz = 所 时 具有 普通 形式 2K17， 
B 4K = KZ, CERTFTK = 玉 ， 也 就 是 它 表 达 了 水 平和 垂 向 扩 
散 的 相互 作用 ， 正 比 于 32。 然 而， 在 任何 情形 ， 对 于 足够 大 的 + 值 ， 
它 和 量 级 为 3 的 第 一 个 分 量 相 比 必须 小 得 可 以 忽略 。 让 我 们 注意 到 ， 
在 所 有 2Z 的 平均 速度 沿 OX 轴 方向 的 假设 下 ，002(2,t) 的 方程 不 同 于 方程 
(10.76") ， 没 有 (2) 的 项 。 所 以 ， 方 差 03 仪 由 方程 (10.103〉 的 o3, 的 第 
二 项 描述 ， 显 然 是 把 Kss 换 成 Ky,， 也 就 是 说 ， 对 于 大 的 7 值 它 比 3 小 得 
多 。 显 然 在 点 (X),0 点 取得 的 面 浓度 最 大 值 gn = 加 (7) 在 7 一 co 时 会 渐 近 
TEM Fr) CR Ky, = 常量 ) ， 正 比 于 r-1 (如 果 Kyy ~ Z) 。 
显然 ， 所 有 这 些 事实 不 可 能 符合 简化 的 方程 〈10.99) 。 此 外 ， 这 个 方程 
在 此 种 意义 下 也 是 不 正确 的 : 平面 Z = 常量 上 的 外 加 物 分 布 对 于 足够 大 
的 + = t 一 to 值 不 是 高 斯 分 布 。 实 际 上 ， 使 用 类 似 矩 量 030 的 方程 (10.100) - 
(10.102) 的 表达 式 ， 可 以 证 明 对 于 足够 大 的 7， 


21 
ba) x OTSKT4. 
30 © ggl Kr 


于 是 ， 可 以 得 到 ， 外 加 物 分 布 在 OX 方 向 是 不 对 称 的 ， 对 于 固定 的 Z 和 Fr 一 
co， 不 趋向 于 0， 而 趋向 于 1。 

这 些 结果 针对 的 是 (2Z) = TZ, Ka = 天 = 常量 的 模型 。 然 而 ， 在 其 他 
情况 下 ， 如 果 风 速 依赖 于 高 度 ， 自 然 也 会 存在 类 似 的 情况 。 研 究 


2, 2 
u(Z) = In Zh = ARU Z 


的 情形 是 相当 有 趣 的 ， 也 就 是 对 数 层 中 的 扩散 ， 以 及 wu(2Z) 和 Ks(2) 由 第 4 章 
对 热 分 层 边界 层 推导 的 方程 定义 的 情形 。 然 而 ， 这 种 基于 滑动 扩散 的 半 经 
验方 程 的 研究 在 有 严重 的 分 析 上 的 困难 。 所 以 ， 我 们 限于 简单 考虑 中 性 分 
层 边 界 层 中 的 扩散 [按照 Chatwin (1968)] 。 


让 我 们 写 出 35(X, Z,t) = f X,Y,Z, dY, HPOX,Y, Z,t) eM Alto te 


点 (0,0, 石 ) 输 出 速率 为 8 的 瞬时 点 源 产生 的 平均 浓度 。3(X, 2 为 是 时 刻 如 沿 
BAX = 0,2 = 且 、 单 位 长 度 输出 速率 为 @ 的 瞬时 线 源 产 生 的 平均 浓度 。 
于 是 半 经 验 扩散 方程 《其 中 纵向 汕 动 扩散 项 和 对 流 项 相 比 小 得 可 以 忽略 ) 


m- 


10. mai BA 


表明 有 下 面 的 0(X, 2,t) 的 方程 : 


OO us Z 09 ð f, Ov) , 
Be E Zax ƏZ | zl ,K = QR. (10.105) 


显然 ， 函 数 900(2Z,t) = f X, Z tax ÆA (10.93) 的 形式 ， 其 中 Ki = 
Kus PILA 


T H 
(Z) = | zow, t)dZ = k'u (- + =) ,T=t—to. (10.104’) 
0 * 


FF (10.104) RERESET = wu， 这 是 从 方程 (10.104) 
基于 7 = 0 时 (2) = HARFER. SH = 0，boo(2, 为 的 公式 得 到 极 
大 简化 [见方 程 〈10.93) ], 10.104) 可 以 非常 简单 地 立即 得 到 。 


此 后 ， 为 了 简单 ， 互 通常 取 为 零 ，@ 取 为 1。 于 是 容易 从 方程 (10.93) 
得 到 


z 


Oo 
03 一 = Pje — kK'usT) b0oo(Z, t)dZ = k?u?r?. 
0 


来 自 边界 层 中 一 个 瞬时 源 的 外 加 物 团 的 重心 以 恒定 速度 必 us 上升， 定义 为 垂 
向 标准 差 两 倍 的 外 加 物 团 厚 度 等 于 其 重心 距离 地 面 距离 的 两 倍 。 


对 外 加 物 团 水 平分 散 的 研究 更 困难 。 然 而 ， 如 果 我 们 考虑 物理 昌 


mh 


也 


1 1 
UX) _ Us, kK Uxt 即 (X) = ws? [ms 1 


= 10.1 
dt k n Fe-7Y’ k (OSOR 


y=- | madz = lim [1 + 1/2 +... + 1/n — lnn] = 0.58 
0 


是 所 谓 的 欧 拉 常 数 。 对 应 万 六 0， 计 算 更 复杂 ， 但 Chatwin 对 此 情形 也 得 到 
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了 精确 的 渐 近 结果 ， 当 上 一 oo: 


(X) x a fn 5 (- ! Z) i (10.105’) 
物理 量 
oy, = (X(X))? =} J — (X\YP (X, Z, t)dXdZ 


的 计算 要 复杂 得 多 ， 需 要 枯燥 的 代数 。 然 而 ，Chatwin 对 这 个 问题 的 最 终结 


2 2 
03, = (= = 1) (=) Blog, ~ 0.8" ~ 2usT.  (10.105”) 


上 面 提 到 的 所 有 结果 都 和 9.4 节 中 用 相似 性 论证 和 量 纲 分 析 建 立 的 无 分 
层 边 界 层 中 拉 格 朗 日 特征 量 的 预言 完全 符合 。 我 们 也 看 到 ， 近 似 的 半 经 验 
扩散 理论 可 以 估计 (9.60) 、 (9.61) 等 一 般 方程 中 的 无 量 纲 普 适 常数 。 
以 半 经 验 扩散 方程 成 立 的 同样 精度 ， 我 们 必须 取 b = 必 = ak 0.45、c = 
pe- 心 0.56b 和 D33(T) = Ar2u272， 也 就 是 das = K? ~ 0.2, 


也 就 是 


这 些 估计 值 的 精确 程度 将 在 10.6 节 来 讨论 。 

让 我 们 也 注意 到 ， 将 边界 层 中 扩散 的 这 些 结果 和 方程 组 〈10.103) 进行 
直接 比较 是 不 合理 的 ， 因 为 这 些 方程 仅 处 理 底层 中 外 加 物 分 布 的 特征 量 。 
Skim, TFE (10.104) 也 可 以 用 于 计算 给 定 高 度 Z 处 外 加 物 分 布 的 特征 量 
对 2 的 依赖 : 


ihn 


! 


(X(2,t)) = Ja fix 
0 0 


ay (Zt) = | (X —(X(Z,t)))?0dXx/ | ddX. 
J | 


Oo 


很 明显 ， 当 一 co， 任 意 高 度 Z 都 到 了 底层 ， 所 以 任意 2G 处 对 于 大 的 的 渐 近 


10. mapa BX 


结果 不 依赖 于 Z。 根 据 Chatwin 的 计算 ， 当 上 = co， 对 于 任意 2 


UxT UT 


(X(Z,t)) = (X) — —, 03, (Z, t) ~ 0.6 = (10.105) 


th(X)h AE (10.105) 给 出 。 这 些 结果 可 以 和 方程 〈10.103) 比较 。 方 
程 (10.105"’) 明确 表明 ， 在 任何 给 定 层面 的 外 加 物 的 重心 落后 于 整个 外 加 
物 团 的 重心 。 这 个 事实 完全 在 意料 之 中 ， 因 为 对 于 任意 Z， 存 在 一 个 时 刻 ， 
其 后 几乎 所 有 外 加 物 都 位 于 某 个 高 于 2Z 的 高度 ， 于 是 它们 的 水 平 速度 超过 高 
度 Z 处 的 风速 。 
热 分 层 边 界 层 中 扩散 的 类 似 类 型 的 一 般 结果 目前 还 未 知 。 然 而 ， 在 考虑 非常 不 稳定 条 


件 下 的 垂 向 扩散 时 ， 我 们 可 以 使 用 (7.37〉 形 式 的 涡 扩 散 系 数 。 所 以 相应 900(2,) 的 方程 的 
严格 解 可 以 由 方程 (10.94) 和 “10.94’) 得 到 。 容 易 证 明 


Ai 32 3\32/ og gq are 
27/7 \ Ci Cpp To 


是 对 应 于 (7.37) 形式 的 扩散 系数 并 :> 的 解 〈10.94?) 描述 的 外 加 物 团 的 平均 高 度 。 所 以 半 
经 验 扩散 理论 表明 Yaglom 的 方程 (9.73) 中 的 系数 a 的 值 为 

= 

3/300!” 


实际 上 ， 这 个 值 明 显 大 于 真实 值 。 所 以 我 们 将 简单 讨论 Safftman (1962b) 的 满足 方程 


~ 3.507%. 


u(Z) = uZ”, K..(Z) = KZ”, 
Kzz(2) = Kı Z", Kyy(Z) = K2Z', 


(10.107) 
的 边界 层 流 动 的 结果 ， 其 中 心 , K, Ki, Kz 是 常数 并 且 n < 2。 这 里 ， (10.76) . (10.76) 、 


(10.76”) 等 方程 解 的 一 般 形式 对 于 时 刻 t = 如 处 于 坐标 原点 的 输出 速率 为 @ 的 瞬时 点 

源 ， 可 以 再 次 基于 量 纲 分 析 得 到 。 特别 地 ， 在 boo(2 娘 的 方程 10.76) 中 ， 我 们 现在 
了 独 无 二 的 有 量 岗 参数 K， 所 以 由 K,2Z 和 7 = t+ 一 to， 可 以 构建 唯 个 无 量 纲 组 
合 E = 2Z (KT7)- =. RINIA] 


O00(Z,t) = Q(KT) Tap(Z(KT) /2-), (10.108) 


EP poo (E)E E AEE 其 显 式 形式 由 方程 10.94) 给 出 。 根 据 方程 (10.76) 和 
(10.106) ，@oo(2, 力 一 定 正比 于 Quwi ， 并 且 也 仅 依 赖 于 并, ZMT, FÆ 


610(Z, t) = Quit(K7)®=* pi0(Z(KT) 7Y), 


其 中 p10(&) 还 是 一 个 普 适 函数 。 最 后 ， 基 于 方程 (10.76”) 和 (10.106) ，02o 可 以 用 一 个 正 
比 于 Qw? 的 分 量 和 He eee Rahs 和 表示 ， 而 01 正比 于 QK。。 所 以 


2m—1 k—1 
b20 = Quar?(Kr) 2" oH (ZKT) C) + QKit(K7)2=" p (Z(Kr) C), 
l—1 
bo2(Z,t) = QKor(KT)= po2(Z(Kr) 2 ™)). 
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此 外 ， 我 们 假设 
过 引入 另 一 个 分 量 0(2) = v 


重 心 


坐标 为 


以 同样 的 假设 ， 


T3, = biur? (Kr) 2" +b 


AHEZ > MOZ, t) > 0， 所 以 所 有 函数 poo(6), p106), 60 (E 
所 以 基于 方程 (10.107) 得 到 ， 
EH 之 (天 7) == 的 层 中 ， 外 加 物 分 布 实际 上 不 依赖 于 高 度 ， 并 且 : 


Q00 = P 


(X) = buit(Kr)2=* 


T, REUZ ETA EOE 
1 


在 6 > 0 时 一 定 减 小 。 


Kr)= i 


等 
Mf Alito 十 7 外 加 物 团 的 厚度 一 定 上 共有 
AL 


R 
J) 


aoQ 


RET Cra) 


其 中 ， 基 于 方程 《10.947) 


oo(0)， 


mı 


p10(0) 


eo yoo(0) 


Fh 


z=% 


常量 CH 


Kır(Kr) 2" 5 0%, = b3Kot(Kr) ==", 


并 


动 混合 的 相 


定性 


JEE fai 4 
(1932, 1949, 1953) 提 出 的 近似 方程 经 常 被 用 了 
的 外 加 物 分 布 在 以 恒定 速度 z 随 平 1 
式 的 高 斯 分 布 ， 方 差 Di;(7) 的 增 大 比 + 的 一 次 方 快 。 
个 事实 ， 对 应 于 方差 Dii(7) = 2KiiT 的 表 


Hoi, bo Abs esr HBL, TRAE 


等 于 零 ， 因 为 001 = 611 = 0. WE (10.108’) 第 


满足 后 一 种 条 件 。 
> n 接近 4/3， 


互 作用 


导致 的 水 平分 散 ， 这 个 方程 第 二 项 
一 个 效应 仅 当 2m +2—n> 大 时 对 于 大 的 7 是 主导 的 。 在 
(因为 对 于 稳定 或 中 性 分 层 ，n < 1， 
并 且 如 果 这 里 可 以 使 用 的 话 ， 系 数 Kzz (2Z 


ol 


011 


Ooo 


90110 
Oo 


个 方程 的 第 


Oxy = (X —(X))¥Y) = 


项 描述 


HZ K (Kr) 2) 上 的 外 加 物 分 布 的 方程 具有 这 种 


BS BS) AE 


Fer 
又 


行 于 OX， 如 果 必 要 ， 这 个 假设 容易 放松 
= 了 ep 
。 这 表明 ， 在 厚度 五 K (Kr)? HH 


(10. 


FPF 的 外 加 物 分 布 的 


量 级 。 在 厚 


2 通 


109) 


(10.108’) 


者 述 了 普通 的 水 平 


滑动 扩散 。 


KARE 
可 以 


随 高 度 


以 ， 可 以 得 


出 结论 ， 在 相对 大 的 时 间 区 间 中 ， 风 剪 切 的 存在 在 大 


本 的 作用 。 因 为 可 以 自 


然 地 假设 Ky,(2) 近 似 正比 于 


Kzz(Z), 


Wr, F 均 风 向 


的 弥散 会 i 


方向 


远 超 过 垂 


方向 延展 。 


Hogstrom (1964) ， 


对 大 气 中 水 平 外 加 物 分 
法 和 拉 格 朗 
Sutton 的 大 气 分 散 方 程 

上 面 给 出 的 对 大 气 表面 层 中 水 平分 


加 物 传播 过 程 进行 数学 人 TAT 。 
单 的 近似 方法 在 实际 描述 大 气 扩散 中 找到 了 应 


妥 设 来 自 瞬 时 点 源 日 


Bs, Sutton 


PHBL a 


Smith (1965) , and Tyldesley, Wallington (1965) 也 讨论 了 风 
究 者 在 比较 他 们 的 结果 和 实验 数据 时 使 


向 。 这 些 看 


分 析 。 然 而 ， 这 里 我 们 不 作 详 细 讨论 。 


> 散 的 估计 创造 了 新 的 可 能 性 ， 来 


然而 ， 


显然 ， 这 种 分 析 不 可 避免 会 非常 复杂 。 所 以 ， 


式 


SS 


JE dia 


F- 
HI 


层 中 ， 显 然 可 以 认为 总 是 
段 设 n 十 < 2， 而 对 于 强 不 稳 
的 增 大 难以 察觉 。 
气 水 平分 散 中 
忽略 风 随 高 度 的 反 转 ， 对 于 大 
的 弥散 。 此 外 ， 这 里 的 标准 差 c3 相对 于 外 加 物 团 
HFIEF ERIK) =) 非常 大 。 于 是 ， 对 于 大 的 r， 外 加 物 团 很 


) 所 


总 是 发 挥 基 


大 程度 治平 均 风 的 


剪 切 


了 数 


SS 


对 源 自 瞬时 源 


Jo IH, ER 


计算 大 


HKE TERR T o 


出 ， 对 了 


F 大 气 表面 层 中 的 扩 


中 的 外 加 物 扩散 。 
义 风 移动 的 坐标 系 中 为 〈10.12) 
(这 完全 符合 方差 (10.108) 以 及 这 
) 为 了 确定 方差 Dii(7) 的 


散 ， 对 于 Dii(7) 可 以 近似 使 用 Taylor 的 经 典 公 


值 方 


的 外 


各 种 粗 
国 和 美国 ，Sutton 
根据 这 些 方程 ， 


SS 


10. mapa BX 


式 (9.31) ， 仅 在 消 流 均匀 的 假设 下 能 严格 得 到 ， 假 设 在 此 情形 ， 拉 格 衣 日 速度 关联 函 
HRP (7) 具 有 这 种 形式 


RẸ (7) = @ | 2) ,1 = 1,2,3. (10.110) 
Ti 


其 中 是 恒定 的 时 标 ， 根 据 Sutton， 假 设 n 值 为 0.1 一 0.3 的 量 级 。 因 为 假设 了 n < 1， 方 程 
(9.32) 的 拉 格 朗 日 积分 时 标 T 无 穷 大 。 所 以 Sutton 的 理论 对 于 时 间 7 没 有 得 到 方程 的 渐 近 
线性 的 增长 。 所 以 ， 严 格 来 说 ， 这 个 理论 不 是 普通 的 满 动 扩散 的 半 经 验 理论 的 一 个 版 本 ， 
如 上 面 提 到 的 ， 它 仅 适用 于 当 7 六 Ti;。 然 而 ， 类 似 于 普通 的 半 经 验 理 论 ， 在 Sutton 的 理论 
中 也 仪 研究 了 足够 大 的 -， 也 就 是 ， 不 是 和 这 里 无 穷 大 的 T 相 比 ， 而 是 和 i; 相 比 。 根 据 方程 
(10.109) #1 (9.31) ， 当 7 > 5， 方 差 Diis(7) 渐 近 正 比 于 r?-”。Sutton 相 应 的 渐 近 公式 写 
为 


Di(7) = aa (10.111) 


其 中 去 是 所 讨论 的 大 气 表面 层 中 的 平均 风速 ，C; 是 常 系数 。 当 w2 ~ w, AKM ~ 
(z) -1。 在 来 自 高 架 源 的 外 加 物 扩散 的 情形 ，Sutton 基 于 实验 建议 ， 可 以 认为 系数 0; 依赖 于 
源 的 高 度 有 娘 ， 随 五 的 增 大 而 减 小 。 让 我 们 也 注意 到 ， 当 Dii(7) 由 方程 (10.110) 定义 ， 函 数 
(10.12) 是 扩散 系数 


jean 
(不 依赖 于 高 度 Z， 但 依赖 于 扩散 时 间 r) AY 10.55) 形式 扩散 方程 的 一 个 解 。 然 而 ， 在 
此 情形 ， 方 程 (10.55) 不 能 从 半 经 验 扩散 理论 的 统计 假设 推出 ， 这 些 假设 要 求 [见方 程 
(10.53) F BLA BM FH GE (Xt) 确定 ， 而 不 是 外 加 物 何 时 在 何 处 被 进入 这 个 速度 
场 。 (如 G. I. Taylor (1959) 注意 到 的 ， 半 经 验 理 论 中 涡 扩 散 系数 不 能 依赖 于 r 的 事实 源 
登 加 原理 ， 对 应 于 扩散 方程 为 线性 的 假设 如果 Kii; 依 赖 于 ， 在 有 一 些 不 同时 发 射 的 外 加 
Ut BE R(X DM Kitten. ) 

知道 了 源 自 瞬时 点 源 的 浓度 分 布 ， 容 易 计 算 稳 态 点 源 和 线 源 的 浓度 。 这 可 以 完全 相同 
地 像 上 面 Robert 方 程 《 对 应 于 不 变 的 扩散 系数 ) 那样 进行 。 让 我 们 考虑 地 球 表面 在 外 加 物 
反射 边界 条 件 下 ， 点 (0, 0, 万) 处 输出 速率 为 @ 的 稳 态 点 源 的 扩散 。 在 此 情形 ，Sutton 的 理论 
给 出 下 面 和 方程 (10.90) 有 关 的 公式 : 


Cre ae 


E | 2 
WXYZ) = ene WO le AE te CEE. (10.112) 


对 于 直线 X = 0, 2 = 五 上 的 线 源 ， 只 需要 去 掉 右 边 依赖 于 的 因子 ， 并 把 @ 蔡 换 为 


V/mQC,X'- 2. 


根据 方程 《10.111) ， 沿 直线 X = 常量 ,2 = 常量 的 外 加 物 分 布 是 方差 为 


的 高 斯 分 布 ， 沿 平均 风 方向 的 面 浓度 分 布 具有 这 种 形式 


5 2Q -IKIT 
V(X, 0,0) = 10,C uX 5 GZA: 5 (10.113) 


也 就 是 ， 它 渐 近 正比 于 X"-? 减 小 ， 但 在 线 源 的 情形 ， 正 比 于 X:-1+。 方 程 (10.112) 的 最 
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大 面 浓 度 等 于 ax 2 。 也 就 是 ， 它 反比 于 风速 和 源 高 度 的 平方 ， 是 在 距离 源 


waa? A 


MORI, MRobert HE WIA, EART RT. 

Sutton 方 程 和 大 气 扩散 实验 的 数据 的 比较 可 以 在 ， 例 如 Barad and Haugen (1959), Drimmel, 
Reuter (1960), Haugen, Barad, Antanaitis (1961)、 Brummage (1968)、Csanady, Hilst, 
Bowne (1968) 和 很 多 其 他 文献 中 找到 。Munn (1963) 进 行 了 方程 〈10.109) 和 拉 格 朗 日 速 
度 关 联 函 数 数据 的 比较 。 所 引用 的 这 些 工 作 中 所 述 材料 表明 ，Sutton 的 方程 对 实际 的 拉 
格 朗 日 速度 关联 函数 的 描述 非常 不 准确 。 仅 当 人 允许 的 n 值 范围 被 大 大 扩展 ， 以 及 当 n 和 参 
数 C; 对 于 不 同方 向 的 扩散 可 以 假设 为 不 同 的 值 〈 也 就 是 ， 在 方程 〈10.110) 中 参数 "应 该 
替换 为 wz) ， 他 们 才 或 多 或 少 令 人 满意 地 对 应 于 已 有 的 扩散 数据 。 然 而 ， 如 果 这 样 做 ， 那 
么 Sutton 理论 中 的 可 调 参数 的 数量 就 变 得 非常 多 ， 这 些 方程 和 野外 实验 很 好 的 一 致 性 得 到 
了 充分 的 解释 。 此 外 ， 参 数 Cz 和 mi 对 气象 条 件 的 依赖 非常 复杂 ， 研 究 得 不 很 充分 。 所 以 ， 
自然 会 寻求 其 他 方法 来 近似 描述 大 气 扩散 数据 ， 这 将 足够 简单 ， 但 理论 上 比 Sutton 的 方程 
更 可 靠 。 
半 经 验 扩散 方程 的 稳 态 解 
在 横向 弥散 Dyy(7) 沿 穿 过 风 的 方向 的 特殊 情形 ，Byutner, Laykhtman (1963) 提 出 了 
新 的 近似 方程 。 然 而 ， 这 些 方 程 非常 复杂 ， 需 要 经 验 验 证 。 在 Pasquill (1962b) 的 专著 中 
也 可 以 找到 计算 大 气 扩散 的 很 多 实用 方程 。 这 里 我 们 仅 讨论 少数 这 些 从 汕 动 扩散 方程 
(10.55) 推导 出 来 的 方程 。 上 面 ， 我 们 仅 研 究 了 这 个 方程 对 应 于 瞬时 外 加 物 源 情形 的 解 。 
特别 是 对 于 这 个 问题 ， 迄 今 ， 还 没有 得 到 具有 依赖 于 高 度 的 风速 的 扩散 方程 的 严格 解 。 然 
而 ， 在 实践 中 ， 来 自持 续 稳 态 外 加 物 源 的 浓度 分 布 通常 最 有 趣 ， 用 数学 分 析 得 到 这 个 分 布 要 
简单 得 多 。 

让 我 们 从 稳 态 阅 过 风 的 方向 的 水 平 线 线 源 〈 单 位 长 度 在 单位 时 间 产 生 Q@ 单 位 外 加 物质 
量 ) 产生 的 浓度 V(X,2Z) 开 始 ， 显 然 ， 也 也 等 于 


F(X, Z) = f J(X,Y, Z)dY, 


EO (X,Y, 2) 是 产生 速率 为 89 的 稳 态 点 源 产生 的 浓度 。 在 此 情形 ， 在 方程 10.55) 中 ， 含 
有 总 和 总 了 显然 可 以 忽略 。 此 外 ， 如 果 和 对 流 项 z(2) 如 相 比 ， 我 们 也 忽略 描述 了 纵向 〈 沿 
流动 的 ) 扩散 的 Rd = fu 项 (对 于 稳 态 源 ， 忽 略 这 一 项 几乎 不 会 导致 可 察觉 的 
RÆ) ， 那 么 方程 (10.55〉 变 成 所 谓 的 二 维 扩散 方程 : 


u(Z) 


puis Je A (10.114) 


在 外 加 物 被 地 球 表面 反射 并 且 源 在 高 度 瑟 的 情形 ， 所 需 的 解 必须 满足 下 面 的 条 件 : 
oo 


0 > 0 对 于 X 一 oo 或 者 2 一 co; K- 


= 0; 


| 


三 “对 于 多 三 02 H; | waz = QHFX >0 
0 


(10.115) 


10. Wai Bx 


Bon SAE By W'S Nul HOO, Z) = QZ 一 右 )。 所 以 ， 对 于 我 们 得 到 一 个 具有 抛 
物 型 偏 微分 方程 〈10.113) 初始 条 件 的 普通 边界 值 问 题 ， 其 中 变量 X 扮 演 了 时 间 的 角色 。 
在 (2Z) =U= 常量 ，Kss(2Z) = Ka = 常量 的 特殊 情形 ,方程 (10.113) - (10.114) 的 
解 显然 由 Robert 的 方程 〈10.91) 给 出 ， 这 个 方程 如 我 们 所 知 ， 和 数据 不 符 。Bosanquet， 
Pearson (1936) 研 究 了 风速 v 恒 定 ， 扩 散 系数 K:>(2) = KG 沿 垂 向 线性 增 大 的 情形 。 对 
FH = 0 的 面 源 的 特殊 情形 ， 他 们 也 得 到 了 非常 简单 的 公式 


KX, Z) = Le r 10.116) 
3 FX F : 


这 个 公式 已 经 和 接近 中 性 温度 分 层 的 观测 数据 符合 得 相对 较 好 。 此 外 ， 一 些 研究 者 也 研究 J 
更 一 般 的 风速 和 扩散 系数 对 高 度 的 依赖 为 任意 寡 律 的 情 


SS 


Kss(2) = Kı Z” U(Z) = uZ”. 10.117) 


En=1-m, RAM ASchmidt ERE, Sutton (1934) 在 很 久 以 前 用 这 些 系数 求 
解 了 方程 〈10.113) ， 但 边界 条 件 不 同 于 方程 10.114) ， 而 是 和 大 气 表明 层 中 蒸发 的 研究 
有 关 。Laykhtman (1947b) 也 研究 了 一 个 类 似 的 问题 。 特 别 地 ，O. F. T. Roberts 在 一 篇 未 
发 表 的 文章 [ 见 Calder (1949)] 中 、Frost (1946)[ 在 n = 1 一 m 的 假设 下 ] 和 Laykhtman (1961, 
1963) 使 用 系数 (10.116) ， 得 到 了 方程 〈10.113) 在 条 件 (10.114)〉 下 对 应 于 面 源 的 解 ， 

已 具有 这 种 形式 : 


_ (m—n+2)Q Ul m=nF2 UZTE 
(m—n+ 2)?kiX SEP (m—n+ 2)?kKiX 
(10.118) 
(在 m 一 n 十 2 > 0 的 假设 下 ) . Laykhtman (1961, 1963), Rounds (1955), Monin (1956b) 和 Smith 
(1957) 中 可 以 找到 这 个 方程 对 应 于 任意 高 度 五 的 高 架 源 的 更 一 般 解 ， 在 此 情形 


= B Q(HZ) =" Wi(Z™ "+2 + H™-"+2) 2u1(HZ)™ "+2)/2 
We) (m—n+2)KiX exp | (m—n+2)?kKiX | d ( ae 
10.119) 
其 中 万 是 p = 一 二 5 阶 虚 宗 量 贝 塞 尔 函 数 。Laykhtman (1961, 1963) 发 表 了 对 应 于 外 加 物 
被 部 分 吸收 或 完全 吸收 的 一 般 情 形 的 边界 条 件 
00 
Kuz 92 oe = Bol z=o 


F, 方程 (10.113) 复杂 得 多 的 解 。 他 以 及 Tseytin (1962) 讨 论 了 风速 和 垂 向 扩散 系数 仅 满 
FEE AOR ARE (10.116〉 到 某 个 固定 高 度 Z = Hi1， 在 更 高 的 高 度 为 常量 的 情形 。 特 别 
地 ，Yordanov (1968a, b, c) 研 究 了 方程 (10.113) 中 的 系数 (2Z) 和 Ks,(2Z) 的 更 一 般 和 更 复 
杂 的 两 层 窘 律 模 型 。 


在 对 应 于 中 性 分 层 边 界 层 的 (2Z) = u ln HKz2(Z) = Ki12Z 的 情形 ， (10.113) - 
(10.114) 还 没有 成 功 地 解析 求解 ， 但 显然 它 可 以 数值 求解 。Berlyand, Genikhovich, et 
al. (1963, 1964) 对 一 些 瑟 值得 到 了 数值 解 。 然 而 ， 他 们 假设 扩散 系数 线性 增长 仅 保持 到 
某 个 “表面 层 的 虚拟 高 度 ”h， 而 超过 这 个 高 度 ，KKss(2Z) 保 持 恒 定 ， 或 者 随 高 度 以 任意 方 
式 变 化 ， 故 而 函数 Kss(2Z) 的 图 有 多 个 拐 折 。 稳 态 点 源 和 线 源 扩散 问题 数值 解 的 其 他 例子 
在 Klug, Wippermann (1967) 和 Berlyand, Onikul (1968) 中 有 描述 。Tyldesley 也 对 于 对 数 风 
速 分 布 和 线性 扩散 系数 分 布 得 到 了 二 维 扩散 方程 的 数值 解 。 他 发 现 解 和 中 性 分 层 条件 下 实验 
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的 数据 符合 得 很 好 [ 见 Pasquill (1966) 的 讨论 |。 最 后 ， 在 Yamamoto, Shimanuki (1960) 中 ， 
2 = 常量 ， 以 及 根据 雷诺 类 比 ， 系 数 开 :> 在 每 个 地 方 都 等 于 汕 动 扩散 系数 〈 也 
就 是 由 方程 K> SS = ure, WMA, BRK. = rus2Z) 的 假设 下 得 到 了 一 
个 数值 解 。 然 而 ， 这 里 用 一 般 的 相似 性 方程 (7.24) 代替 (2Z) 的 对 数 公式 给 出 含有 普 适 函 
数 p(6) = CFC) 满足 四 次 方程 7.61) ) 的 风速 分 布 。 方程 (7.61) 的 参数 cc 借助 简 单 变 
换 到 新 的 长 度 标 度 L, = L/o 而 消去 。 于 是 ， 在 粗糙 高 度 Z = Zo 的 线 源 ， 对 于 地 球 表面 反 
射 边界 条 件 的 外 加 物 扩散 问题 简化 为 求解 依赖 于 参数 Co = Fe 〈 其 出 现 和 云 (2) 对 2 的 依赖 
有 关 ) 的 一 个 两 变量 函数 的 方程 。 显 然 正 的 Go 值 对 应 于 稳定 分 层 ， 负 的 值 对 应 于 不 稳定 分 
层 。Yamamoto 和 Shimanuki 得 到 了 一 系列 6o 值 对 应 的 方程 的 数值 解 ， 并 以 图 的 形式 给 出 。 
图 82 中 的 一 幅 复 制图 展示 了 ， 在 Z = 2o 时 ， 面 浓度 随 X 增 大 而 减 小 的 规律 中 的 指数 p 对 稳定 
性 参数 Co 以 及 距离 源 的 无 量 纲 距离 X/Zo 的 依赖 关系 。 这 里 ， 参 数 p 由 方程 


B(X1, Zo) _ (22) me 


出 


an 


V(X1, Zo) Xı 
确定 ， 其 中 Xz 和 XI 在 固定 坐标 X 附 近 取 值 。 我 们 可 以 看 到 ， 对 于 中 性 分 层 ， 或 者 接 
近 0 的 Co 值 ， 直 到 非常 大 的 X/Z0 的 参数 p 都 近似 不 变 ， 接 近 0.9。 这 和 方程 (10.91) 后 面 
讨论 的 经 验 事 实 完全 符合 。 然 而 ， 非 中 性 分 层 通 常 基本 上 取决 于 距离 XX。 


Tyldesley 在 数值 求解 二 维 扩 散 方 程 时 [ 见 Pasquill (1966) 的 讨论 ] 使 用 了 一 些 形式 的 普 
适 风速 分 布 ， 即 稳定 条 件 下 各 种 8 值 的 对 数 加 线性 分 布 ， 不 稳定 条 件 下 各 种 o 值 的 满足 方程 
(7.61) 的 分 布 以 及 Swinbank 的 指数 风速 分 布 。 所 得 的 这 些 结果 和 大 气 扩散 的 野外 数据 进 
行 了 比较 ， 显 式 出 未 得 到 解释 的 差异 。 


x 
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图 80 外 加 物 面 浓度 减 小 规律 中 的 指数 p 作 为 距离 源 的 距离 以 及 稳定 性 参数 
的 函数 。 


如 果 ， 在 使 用 瑚 律 方程 《10.116) 时 ， 我 们 假设 氏 :>(2) 和 消 动 儿 滞 系 数 最 多 相差 一 个 
HARAT UREK: = 常量 ， 那 么 必须 取 n =1—m, REH Schmidth Je Him 
。 在 中 性 分 层 的 特殊 情形 ， 对 数 风速 分 布 在 很 大 的 高 度 范围 内 都 可 以 相对 较 好 近似 为 一 
个 指数 mm = 1/7 的 容 函 数 [ 见 上 面 5.6 节 ]。 所 以 ， 这 里 最 好 假设 m = 1/7,n = 6/7。 实 际 上 ， 
对 于 这 些 m 和 n 和 相应 的 系数 wi 和 Ki， 方程 10.117) - 10.118) 和 已 有 的 中 性 分 层 下 的 扩 
散 数据 符合 得 非常 好 [ 见 ， 例 如 ，Calder (1949)]。 特 别 地 ， 从 方程 (10.117) 和 “(10.118) 
很 明显 ， 对 于 这 样 的 m 和 m， 面 浓度 渐 近 正比 于 X-s/9 减 小 ， 对 于 非常 小 的 Go 这 和 实验 以 
及 图 82 的 数据 符合 得 很 好 。 对 于 非 中 性 分 层 ， 很 多 研究 者 也 尝试 应 用 方程 (10.117) - 
(10.118) ， 其 中 指数 m 和 n 取 为 依赖 于 气象 条 件 [ 见 ， 例 如 ，Deacon (1949)、Vaughan 
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(1961) 和 Gee (1966)]， 但 这 里 所 得 结果 强烈 依赖 于 选择 m 和 mn 值 的 方法 ， 所 以 不 太 有 说 服 


力 。 


现在 讨论 来 自 点 (0, 0, 万 ) 处 产生 速率 @ 的 稳 态 点 源 的 扩散 ， 我 们 再 次 忽略 OX 方 向 的 扩 
散 。 和 平均 流 董 产生 的 外 加 物 对 流 相 比 ， 平 均 浓 度 的 半 经 验方 程 ， 所 谓 的 三 维 扩散 方程 ， 具 


了 这 种 形式 7 E 7 
_ 00 0 05\ ə a0 
U(Z)ay = ay (Kw 57 ) hag (rae). (10.120) 
我 们 所 感 兴趣 的 方程 〈10.119) 的 解 必须 满足 条 件 
T 2 2 2 00 
O > OW FX? +Y? +Z? > oo, K =| =0, 
OZ Z=0 
H(0.¥, Z) = -L(Y (Z — H) (10.121) 
? 3 ul(H) . 


[参见 方程 (10.114) ]。 从 方程 〈10.13) 转变 为 方程 10.119) 中 自 变量 从 两 个 增加 到 三 
个 ， 这 使 得 问题 大 大 复杂 化 。Davies (1950) 尝 试 在 了 (Q) ~ Z”, Kss(2Z) ~ ZO All Kyy(Z) ~ 
Ge 的 假设 下 ， 对 于 面 源 的 情形 得 到 方程 (10.119) - (10.120) 的 严格 解 。 然 而 ， 他 仅 
在 a = m 的 特殊 情形 成 功 了 ， 也 就 是 ， 当 Kyy(2) = cu(Z), Htc = 常量 。 在 后 一 种 情 
形 ， 容 易 证 明 


B(X,Y,Z) = .5(X, Z), 


1 Yo \ = 
2r X 人 
HIX, 2) 是 方程 (10.113) - (10.114) 的 解 。 所 以 ， 当 a = m， 不 难 考虑 沿 OY 轴 的 扩 
散 。 所 以 ， 在 一 整 系列 的 满 动 扩散 的 工作 中 都 作 了 Kyy ~ Z 的 假设 。 在 这 些 假设 下 一 个 高 
架 源 相 应 问题 的 解 更 复杂 ， 但 也 可 以 得 到 显 式 形式 [ 见 Walters (1965) PERE, ÆRE 
情形 所 得 的 浓度 9(X, 到 2) 的 方程 显然 和 大 气 表面 层 中 来 自 稳 态 点 源 的 外 加 物 传播 的 数据 矛 
盾 。 在 这 方面 ，Smith (1957) 重 新 研究 了 一 般 指数 a 的 情形 ， 但 没 法 得 到 函数 V(X,Y, 2) 的 
严格 描述 ， 而 是 得 到 了 沿 直线 X = 常量 ,2 = 常量 的 外 加 物 分 布 的 头 两 个 不 为 零 的 矩 量 : 


ja 


00(X, Z) = f DX, Y, Z)dY, 02(X, Z) = f Y?0(X, Y, Z)dY. (10.122) 


一 co 


函数 00(X,2Z) 显 然 满 足 同样 的 方程 (10.113) [在 条 件 (10.114) 下 ]， 这 描述 了 对 于 一 个 
稳 态 线 源 的 浓度 分 布 ， 也 就 是 ， 它 可 以 从 n = 1 一 m 的 方程 0.118) Hie. UFR 
数 02(X,2Z)， 可 以 从 方程 〈10.119) 得 到 一 个 也 含有 系数 Kyy(2) 的 二 阶 微分 方程 。 这 个 方 
程 可 以 对 于 任意 互 和 某 些 特定 的 m 和 a 值 显 式 求解 。 然 而 ， 对 于 任意 m 和 aw， 仅 对 面 源 〈 也 
Be SH = 0) 得 到 了 用 复杂 的 超越 函数 表示 的 显 式 解 。 然 而 ， 可 以 自然 地 认为 ， 对 于 
不 太 大 的 五 和 大 的 X， 互 > 0 的 解 和 面 源 的 解 相差 不 大 。 此 外 ， 如 果 仅 对 外 加 物 的 面 分 布 
感 兴趣 ， 也 就 是 对 (X,Y,0) 值 感 兴趣 ， 那 么 对 于 高 架 源 的 解 可 以 借助 Smith 证 明 的 一 个 优 
雅 的 对 偶 定理 从 面 源 的 一 般 解 推导 出 来 。 这 个 定理 表述 了 半 经 验方 程 10.55) 描述 的 扩 
散 过 程 的 统计 可 道 性 。 根 据 这 个 定理 ， 对 于 面 Z = 0 上 反射 条 件 下 的 潢 动 扩 散 ， 对 应 于 
BX =Y =0,Z = HURRAH BRIX, Y, Z) 0X, Y, 0) Fea BF AX =Y = 
Z =O DRY BRIX, Y, ZAX, Y, 万) 相同 (故而 对 于 09s(XX, 2Z)， 可 以 对 于 任意 万 写 
出 显 式 表 达 式 ) 。 知 道 了 6o(X, 2 和 0(X, Z)， 可 以 近似 确定 函数 9(X,Y,2)， 通 过 假设 ， 
根据 横向 扩散 的 直观 物理 假设 和 现 有 数据 ， 沿 直线 X = 常量 ,2 = 常量 的 外 加 物 分 布 对 于 所 
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有 和 X 和 世 ， 和 高 斯 分 布 相差 很 小 。 于 是 ， 对 于 任意 X, YMZ 


z exp[—Y?/2Y?(X, Z)| 


D(X, Y, Z) ~ a. P(X, Z), (10.123) 
其 中 ce Pee z) 
YX, 2) = R 


特别 地 ，Smith 用 这 个 公式 发 现 了 外 加 物 团 的 轴 上 (也 就 是 当 Y = 0) 对 于 m = 1/7 和 7m = 
a = 6/7 的 面 浓度 沿 OX 方向 减 小 速率 。 在 此 情形 ， 渐 近 地 ，W ~ X-5/3， 这 和 接近 中 性 分 
层 大 气 中 稳 态 外 加 物 点 源 的 数据 多 少 是 符合 的 。 


在 任意 分 层 的 一 般 情 形 ，Yamamoto, Shimanuki (1964) 尝 试 通过 比较 点 源 的 扩散 数据 
和 方程 (10.119) - (10.120) 的 数值 解 ( 对 于 含有 一 个 可 调 参 数 的 Kyy(2Z) 值 来 计算 穿 过 
风 的 (横向 的 ) 扩散 系数 。 这 里 ， 和 他 们 之 前 的 工作 一 样 ， 假 设 风 的 性 质 由 方程 (7.24) 给 
出 ， 其 中 yp(C) = Cf'(CO) 满 足 方程 (7.61) ， 并 且 Kzs = wxk2Z/p(C)。 作 为 一 级 近似 ， 假 设 对 
于 任意 分 层 ， 系 数 Kyy(2) 线 性 依赖 于 高 度 Z， 也 就 是 由 这 种 类 型 的 公式 给 出 : 

_% _ 7% 


Kyy(2) > UxkZ - a(Go), Co = L = L , 


其 中 (lo) 是 Go 或 者 分 层 情 况 的 未 知 函 数 。 这 种 Kyy 选 择 的 主要 优点 是 容易 借助 变换 到 依赖 
于 a 的 无 量 纲 坐标 


Xı = X/Zo, Yı = Y/a" Zo, Zı = Z/Zo 


消去 参数 w。 用 这 个 变换 ， 来 自 稳 态 点 源 的 扩散 问题 转化 为 求解 依赖 于 参数 Go 的 三 变量 
数 8(Xi1, Ya, Z1) 的 普 适 方程 。 已 经 对 一 系列 6o 值 数值 求解 了 这 个 方程 ， 对 Xi = 32000, Z1 
240 计算 的 沿 O 玫 轴 的 外 加 物 分 布 和 相应 的 野外 扩散 实验 数据 进行 了 比较 。 这 个 比较 贡 
果 使 得 可 以 近似 确定 未 知 的 a(Go) 值 。2o 和 厂 , 值 从 同时 的 风 和 温度 分 布 测量 数据 估计 。 以 
相对 较 小 的 弥散 ， 所 得 的 aw(Go) 值 位 于 一 条 随 Go 增 大 而 单调 减 小 的 光滑 曲线 上 。 根 据 这 条 | 
线 ， 当 Go = 0， 也 就 是 中 性 分 层 ，a s 13， 当 co = —0.014, a 100, C0 = 0.01，a 3。 
此 外 ， 为 了 建议 关于 Kww(2) 假 设 的 正确 性 ， 所 得 的 a(Go) 值 也 用 于 对 于 一 些 其 他 X 和 2 值 ， 
沿 OY 轴 方 向 的 浓度 分 布 的 理论 计算 ， 结 果 再 次 和 观测 进行 比较 。 尽 管理 论 和 实验 一 般 符合 
的 较 好 ， 但 实验 点 的 弥散 太 大 ， 不 可 能 得 到 可 靠 的 结论 。 对 于 中 性 分 层 下 ， 面 浓度 沿 外 加 物 
团 轴 的 减 小 ， 基 于 Ky, = 13ku2Z 的 计算 得 到 表达 式 5 ~ ~! ， 和 已 有 数据 符合 得 很 好 。 

数据 也 表明 ， 沿 OY 方向 的 水 平 扩散 随 着 外 加 物 团 的 水 平 延 展 的 增 大 而 变 得 更 快 ， 
FE, AM Ky, BH BN lle = t 一 to 或 坐标 XX 的 增 大 而 增 大 。 这 可 以 用 非常 重要 的 ( 随 
外 加 物 团 尺度 增 大 〉 外 加 物 团 相对 扩散 加 速 的 效应 或 外 加 物 团 的 单个 粒子 之 间距 离 变 化 


ay || EW 


加 速 的 效应 来 解释 。 这 个 效应 和 这 个 事实 有 关 ， 当 外 加 物 团 的 尺寸 增 大 ， 越 来 越 多 大 尺 
度 速度 扰动 开始 参与 到 分 散 过 程 中 。 我 们 将 在 本 书 第 2 卷 第 8 章 中 讨论 这 一 点 。 然 而 ， 如 
上 面 提 到 的 ， 在 淇 动 扩散 的 半 经 验 理论 框架 内 ， 不 可 能 假设 扩散 系数 依赖 于 时 间 r。 然 
T, Davies (1954a) 尝 试 计算 这 个 效应 ， 形 式 上 假设 在 方程 〈10.119) 中 ， 系 数 w 和 天 :> 仅 依 
赖 于 2Z， 具 体 来 说 , T~ Z”, Ka ~v ZI, 而 Kyy ~ ZYY. (也 就 是 ，Kyy 实 际 上 依 
赖 于 外 加 物 源 的 位 置 ， 因 为 这 是 证 认 Y 原 点 的 唯一 方法 。) 在 a = m, B = 1 一 2m 的 特殊 情 
，Davies 得 到 了 方程 (10.119) 的 一 个 严格 解 。 然 而 ， 显 然 他 关于 Kyy 对 Y 依 赖 的 基本 假 
设 和 半 经 验 理 论 的 目的 有 尖锐 矛盾 。 从 这 个 观点 看 ，Laykhtman (1963) 的 提议 更 合适 。 根 
据 Laykhtman， 点 源 情形 的 浓度 9(X, 到 2 一 定 有 (10.122) 的 形式 ， 其 中 go(X, 2Z) 作 为 方 
FE (10.113) 的 解 给 出 。 为 了 确定 Y2(X, 2)， 建 议 以 拉 格 朗 日 表达 式 为 基础 [例如 ，Taylor 
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AX (9.31) ]， 而 不 是 半 经 验 理论 。 


考虑 涡 扩 散 系 数 张 量 主轴 对 OX、OY 和 OZG 轴 可 能 的 偏离 


前 面 的 结论 全 都 基于 大 气 扩散 的 半 经 验方 程 具有 (10.55) 形式 的 假 
设 。 现 在 让 我 们 回想 一 下 ， 即 使 最 一 般 的 扩散 方程 也 只 能 用 某 些 不 严格 
的 近似 得 到 。 然 而 ,方程 10.55) 也 含有 额外 的 假设 ， 沿 垂 向 的 、 沿 平 
HAH ME A FAO, OX 和 OY 轴 是 涡 扩散 系数 张 量 Ki; 的 主轴 。 我 
们 引入 了 这 个 假设 是 因为 从 流动 的 几何 和 运动 学 条 件 来 看 ， 这 些 方向 是 首 
选 。 然 而 ， 必 须 记 住 ， 这 些 论证 是 不 严格 的 。 所 以 ， 我 们 必须 不 排除 这 种 
可 能 性 ， 实 际 上 大 气 扩散 的 半 经 验 关 系 也 应 该 含有 某 些 在 方程 〈10.55 ) 
中 忽略 的 额外 的 项 。 此 外 ， 在 7.5 节 中 ， 我 们 已 经 注意 到 ， 在 均匀 下 热 
面 上 方 的 大 气 中 ， 在 平均 风 方 同一 定 存在 一 个 水 平 湛 动 热 流 ， 有 联合 矩 
EUT = 羽 T7(2Z/L) 描 述 。 这 个 矩 量 对 于 正 的 温度 梯度 是 正 的 ， 对 于 负 
的 梯度 是 负 的 ， 而 且 非 常 大 。 在 接近 中 性 分 层 时 ， 它 的 绝对 值 大 约 是 算 
量 w7T' 的 三 倍 ， 在 稳定 条 件 下 这 个 比例 更 大 [| 见 8.5 节 ， 特 别 是 图 C]。 在 半 

ee 散 理 论 的 框架 内 ， F E 
e Krz? (其 中 Kjs <0), Mw’T’ = Ka. JFR RAK H 
存在 显然 表明 坐标 轴 和 张 量 Kz 的 主轴 不 重合 。 此 外 ， 我 们 看 到 ， 在 不 分 层 
边界 层 中 ， 张 量 Ki; 的 非 对 角 分 量 Kjs 大 约 是 对 角 分 量 Kss 的 三 倍 。 在 通常 
的 热量 和 中 性 质量 外 加 物 涡 扩散 系数 相等 的 假设 下 ， 我 们 把 平均 风 方 向 的 
汕 动 外 加 物流 的 半 经 验方 程 写 为 


一 | 


tal 


ot 


3 


ov K Ov 


(10.124) 


其 中 Kss 是 负 的 系数 ， 在 中 性 条 件 下 绝对 值 近 似 为 Ks, 的 三 倍 。 IO 
三 个 可 能 的 分 量 ， 即 -Kmy 如 等于零 ， 因 为 在 二 维 清流 中 ， 由 于 流动 相对 
平均 速度 方向 的 对 称 性 ，Kay = Ky = Kyr = Ky, = 0。) 当然 ， 和 天 :> 相 
比 大 的 天 =- 值 不 意味 着 半 经 验 扩散 方程 中 相应 的 项 -站 Ke:(2) 如 总 是 重要 
的 。 实 际 上 ， 这 一 项 是 平均 风 方向 上 涪 动 外 加 物流 量 产生 的 ， 与 对 流 流 
量 z5 相 比 通常 较 小 。 于 是 通常 取 它 比 二 组 小 。 然 而 ， 如 果 考 虑 天 cz SS, 
那么 没有 理由 忽略 扩散 方程 中 的 zz 多 Me Ws, WRK #0 W 
么 也 没有 理由 假设 Kss = 0。 豆 = IX) (也 就 是 在 初始 时 刻 t = 如 不 依赖 
于 坐标 Y 和 2Z) 的 湛 流 中 外 加 物 的 输 运 机 制 的 定性 物理 推论 使 得 可 以 自然 
预期 Ks 在 二 维 流动 中 是 负 的 。 相 关系 数 rwr 和 wwr 的 绝对 值 在 近似 中 性 的 
大 气 表面 层 中 近似 相等 也 是 这 一 层 中 Kz S 一 Kzs/3 的 部 分 原因 [ 见 Yaglom 
(1969)]。 在 每 一 种 情形 ， 严 格 来 说 ， 平 面 平行 淇 流 中 半 经 验 扩散 方程 的 一 
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般 形 式 一 定 和 方程 (10.55) 不 同 ， 有 两 项 额外 的 项 ， 必 须 写 为 
0 O00 070 070 O70 
z Uax = Kzz(Z Jaya + Ke(Z) ayoz + Kw(Z) aa 

0 Ov o 00 
A, RK, Kyy 和 Kss 取 为 正 的 ，Kjzs 和 Ksz 取 为 负 的 。 售 有 Kss 的 项 
通常 和 含 Kzz 的 项 同样 重要 ， 并 且 它 们 都 可 以 忽略 而 不 产生 可 观 的 误差 。 

类 似 地 ， 在 很 多 情形 ， 含 有 Kz; 的 项 一 定 和 通常 的 含有 Ks 的 垂 向 扩散 项 

相当 。 然 而 ， 半 经 验 扩散 理论 的 所 有 定性 预言 几乎 不 可 能 依赖 于 含有 系 

数 KKjs 和 Kj 的 项 存在 与 否 。 所 以 ， 上 面 用 方程 (10.55) 得 到 的 一 般 推 论 显 

然 是 对 的 。 最 后 一 个 结论 也 被 少量 已 有 的 基于 非 零 系数 Kis 和 Ks 的 扩散 方 

程 的 计算 结果 证 实 。 我 们 现在 考虑 这 些 结果 。 


十 


Lettau (1952)[ 也 参见 Priestley (1963)] 显 然 是 第 一 个 注意 到 大 气 扩散 的 
半 经 验方 程 中 Kj A 0 可 能 性 的 人 。 后 来 ，Davies (1954b) 和 尝试 估计 源 自 一 
个 稳 态 点 源 的 扩散 的 扩散 方程 中 相应 的 项 的 可 能 影响 。 对 于 他 的 估计 ， 他 
部 分 基于 半 经 验 推理 ， 将 系数 (2), Kjs(2Z) 和 Ks(2) 函 数 形式 的 一 些 特殊 
假设 下 ， 方程 


ð ə a0 ð a0 
“Ox ~ Ox (55) + oz (r) ae 0, 

的 解 和 普通 的 二 维 扩 散 方 程 (10.113) 的 解 进行 了 比较 。 正 如 所 预期 
的 ， 解 的 差异 非常 小 。 后 来 ，Gee，Davies (1963) 计 算 了 设 (Kz 器) 项 
对 Saffman 计 算 的 (XX) 和 3 值 的 影响 [见方 程 (10.103) ]， 并 且 发 现 对 于 某 
些 关 于 Ks(2) 的 假设 ， 所 得 的 修正 为 15_20% 的 量 级 。 几乎 同时 ，Matsuoka 
(1961，1962) 报 告 ， 显 然 也 有 Ksw £0, MAP MA eM (10.55) 

的 形式 。 他 给 出 了 一 些 不 严格 的 半 经 验 论 证 ， 倾 向 于 Ks = Kis 并 假 
WKee = Kez = 一 (KzzKzzs)!/2?。Matsuoka 用 他 的 扩散 方程 计算 了 来 自 
一 个 稳 态 线 源 的 外 加 物 分 布 。 他 发 现在 他 的 假设 下 ， 相 应 的 面 浓 度 
值 和 相应 的 “经 典 ” 扩 散 方 程 〈10.55) 的 解 给 出 的 值 精确 符合 ， 但 
其 他 高 度 的 浓度 不 符合 。Gee，Davies (1964) 也 使 用 Kj = Kah X FE 
(10.55) 以 及 一 些 关 于 所 有 扩散 系数 的 特殊 假设 来 计算 来 自 一 个 瞬时 
源 的 水 平分 散 。 它 们 的 结果 表明 ， 方 程 (10.55’)〉 的 两 个 额外 项 对 来 自 
瞬时 源 的 扩散 的 影响 可 能 非常 大 。 同 样 在 Gee 和 Davies 的 工作 中 给 出 了 一 
个 半 经 验 论 证 ， 表 明 方 程 Kss = Kzs/2 比 Matsuoka 的 方程 Kswx = Kaz 
合理 。Gee (1967) 使 用 关系 式 Kzs = Kwz/2 加 上 同样 类 型 的 其 他 关系 式 
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计算 了 来 自 Z(2) = Uo + aZ, 0(Z) = Vo + 02 的 流动 中 的 一 个 瞬时 点 
源 的 扩散 。 在 此 情形 ， 张 量 Kij 一 般 有 四 个 非 零 的 非 对 角 分 量 。Gee 对 
于 Ki = 常量 《对 所 有 ;和 7) 的 计算 结果 表明 ， gal een E 
限 。 这 与 Gee 和 Davies 使 用 扩散 系数 的 其 他 垂 问 分 布 的 结果 矛盾 ， 表 明 上 面 
提 到 的 效应 对 这 些 分 布 的 形式 敏感 。 因 为 目前 这 Se ep 
以 在 这 里 进一步 详细 说 明 是 没有 意义 的 。 
拉 格 朗 日 相似 性 假设 在 表面 层 扩散 理论 中 的 使 用 

在 前 面 ， 我 们 总 是 从 满 动 扩散 的 半 经 验方 程 出 发 。 然 而 ， 有 趣 的 是 考 
处 不 使 用 满 动 外 加 物流 量 对 平均 浓度 梯度 的 线性 依赖 的 半 经 验 假设 能 得 到 
什么 关于 大 气 表面 层 中 扩散 的 结论 。 所 以 ， 看 起 来 很 自然 的 9.4 节 中 引入 的 
表面 层 中 拉 格 朗 日 淇 流 特征 量 相似 性 的 命题 在 这 里 可 能 有 重要 作用 。 现 在 
我 们 来 讨论 这 个 命题 的 一 些 推 论 。 

首先 ， 让 我 们 回顾 一 下 ， 忽 略 分 子 扩散 的 影响 ， 时 刻 如 在 点 z = 
(zx,y,z) 的 具有 单位 输出 量 的 瞬时 点 源 的 平均 外 加 物 浓度 等 于 时 刻 to 在 点 zz 的 
流体 粒子 的 拉 格 朗 日 坐标 的 概率 密度 函数 〈 见 上 面 的 10.3 节 ) 。 特 别 地 ， 由 
此 得 到 ， 对 于 位 于 坐标 原点 的 输出 量 为 @ 的 瞬时 面 源 ， 对 于 中 性 热 分 层 和 足 
够 大 的 r， 时 刻 上 = to 十 7 的 平均 浓度 由 这 种 类 型 的 公式 确定 : 


一 X-X Y Z-Z 
U(X, Y, Z, to | n= $B( A ipi PF iF (10.125) 
元 ZO Z 


` 


kE P NERE E R, 


\ 


Alb, naa 2.718... 是 ied eae (9.65) ~ (9.60) 和 (9.67) ]。 
仅 当 7 > 起 ， 对 于 一 个 高 度 矿 的 源 可 以 只 用 同样 的 表达 式 。 对 于 不 非常 
大 但 显著 臣 辽 万 的 7 值 ， 可 以 得 到 更 准确 的 结果 ， 如 果 我 们 假设 在 一 个 高 
度 巨 的 给 定点 释放 后 一 段 时 间 r 后 的 流体 粒子 的 拉 格 朗 日 速度 的 统计 性 质 
和 在 时 刻 to — 7, (HA AA/u. 的 量 级 ， 有 具体 地 ， = BH/u, KP Be 
一 个 普 适 常数 ) 在 地 面 (五 = 0) 释放 的 粒子 的 相同 ， 换 句 话 说， 如果 
我 们 假设 Z(7) 和 对 (7) 的 方程 (9.60) 和 (9.617) 是 对 的 ， 如 果 时 间 r 蔡 换 
Ar +T = T + GH/u,[Batchelor (1964)]. * 这 种 修正 仅 在 相对 小 的 时 间 区 
间 重 要 。 然 而 ， 在 处 理 真 实 实验 数据 特别 时 实验 室 实验 数据 时 (通常 必须 
限制 于 不 非常 大 的 7 值 ) ， 它 有 时 是 有 用 的 [ 见 ， 例 如 ，Cermak (1963)]。 


在 本 小 节 中 ， 我 们 已 经 看 到 ， 近 似 半 经 验 扩 散 理论 得 出 6 = 1/k' = 1/an & 2.2, V 
及 b = K 20.45, c= e710 0.565。 下 一 小 节 末 会 给 出 对 b 更 精确 的 估计 。 
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在 不 稳定 或 稳定 分 层 的 情形 ， 方 程 〈10.124) 替换 为 更 一 般 的 表达 式 


(ee) 
z? WA n? Z zey , 


NX, Y, Z, to +7) = (10.126) 


其 中 已 是 一 个 新 的 四 变量 普 适 函数 ，2 = Z(7r)AX = 和 (7) 由 方程 〈9.69) 
All (9.70) 确定 ， 工 是 第 4 章 中 引入 的 分 层 边界 层 中 的 一 个 自然 长 度 标 度 。 
对 于 不 非常 大 的 -， 这 里 也 可 以 引入 对 源 的 高 度 且 的 修正 ， 但 这 里 不 作 讨 


论 。 


特别 地 ， 从 表达 式 (10.124) 得 到 ， 对 于 中 性 分 层 ， 由 表达 式 


a = Q! J f f (X= XP(X,Y, Z)dXdY aZ, 


By Q! f f f Y70(X,Y, Z)dxXdYdZ, 


dg Sere? i J f (Z — Z)?3(X,Y, Z)dXdY aZ, 


9 
S 
| 


确定 的 来 自 一 个 瞬时 点 源 的 外 加 物 团 的 方差 渐 近 正比 于 2”。 根 据 方程 
(9.61) ， 这 表明 沿 (来 自 瞬时 点 源 的 中 性 分 层 ) 外 加 物 团 的 所 有 三 根 轴 
的 方差 渐 近 正比 于 w27?， 也 就 是 正比 于 7?， 而 不 是 均匀 灌流 情形 的 -， 不 是 
均匀 剪 切 流 情形 的 区 。 在 存在 热 分 层 时 ， 严 格 来 说 ， 不 可 能 保证 这 些 方差 
(即使 对 于 非常 大 的 r) 会 严格 正比 于 Z >， 因 为 这 里 分 布 5(X,Y, 2,to+7) 可 
能 依赖 于 歹 /二 ， 也 就 是 ， 可 能 随 r 的 变化 而 变化 。 然 而 ， 可 以 自然 地 假设 ， 
在 很 多 情形 ， 分 布 对 Z/L 的 依赖 不 会 很 强 。 所 以 在 以 及 近似 下 ， 也 可 以 认 
为 方差 正比 于 2 ”。 在 强 不 稳定 性 的 情形 ， 后 一 个 结论 似乎 相当 有 说 服 力 ， 

并 且 有 额外 的 支持 [见方 程 (9.75’)]。 因 此 ， 在 这 些 条 件 下 ， 对 于 不 非常 大 
的 7 值 ， 我 们 一 定 有 这 些 表达 式 


q 9 3 
— 5r, 
cpp To 


(最 后 提 到 的 这 些 表 达 式 中 最 精确 的 可 能 是 o3 的 表达 式 。) 原则 上 ， 所 有 
这 些 结论 都 可 以 和 瞬时 外 加 物 点 源 的 实验 数据 比较 然而 ， 因 为 几乎 没有 
这 种 数据 ， 对 于 实验 检验 ， 更 方便 的 是 使 用 和 来 自 稳 态 外 加 物 源 的 浓度 分 
布 有 关 的 拉 格 天 日 相似 性 假设 的 结果 。 这 些 结果 将 在 下 面 讨论 。 


2 
03 ~ 03, ~03,~Z ~ 


x 


根据 方程 《10.125) ， 来 自 一 个 稳 态 点 源 的 外 加 物 面 浓度 ， 在 平均 风 方 
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向 距离 这 个 点 源 足 够 大 的 


E 离 X 处 由 这 个 方程 确定 : 


(if Rak BV G 
X = P — 1; 
H(X,0,0) =Q f ( 二 ,0 7) 
0 


a (10.127) 
Z 


对 于 线 源 ， 这 个 方程 必须 蔡 换 为 下 面 的 方程 : 


(10.128) 
Z 


0(X, 0,0) 


d (= 7) (10.126’) 
Z 
以 及 类 似 地 


1; 2) 六 SX 
D(X, 0) -of [3 os ial a( 三 Ja (10.127) 
=X dZ | dX Z 
<A ~ dr z| 
对 于 方程 (10.126) 和 10.127) 右边 积分 的 近似 计算 ， 按 照 Batchelor 
(1959，1964) 和 Ellison (1959)， 让 我 们 使 月 
=| 坐标 | 


日 这 个 事实 ， 对 于 大 的 XX， 来 
原点 的 瞬时 点 源 的 外 加 物 团 一 定 会 在 远 短 于 这 个 外 加 物 团 到 
AX = 常量 所 需 时 间 7 的 时 间 内 通过 这 个 平面 。 这 也 可 以 表达 如 下 : A 
为 显然 在 7 > oot Z/X 人 0， 所 以 对 于 大 的 和 X， 


P(A on Ake XY 2) 


Fy? l; 
Z 2 L 


保持 明显 不 等 于 零 的 X 值 和 X 相 比 相对 较 小 。 所 以 ， 对 于 足够 大 的 X， 可 以 
认为 对 于 任意 固定 的 区 ， 


N 


?7 (T3717) ~ A 
Z L Z 
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这 个 假设 非常 类 似 于 ， 和 平均 流动 的 外 加 物 对 流 相 比 ， 忽 略 平均 风 方 向 的 
纵向 扩散 ， 半 经 验 扩 散 方 程 的 几乎 所 有 应 用 中 都 是 这 么 做 的 。 由 此 得 到 ， 
方程 (10.126) 和 (10.1277) 可 以 不 产生 很 大 误差 地 蔡 换 为 近似 表达 式 


0(X,0,0) x Q [ P (60-12) as (10.126”) 


2 dX 
Z T 


和 
三 Z 
xO zi | f e(em-54) dédn (10.127) 


其 中 2 = 2Z(Tr) 和 X = X(7) 现 在 对 一 个 使 得 X(7) = 六 的 7 取 值 。 如 果 我 们 
把 方程 (10.126”) 和 0.127) 左边 的 高 度 零 替 换 为 任意 高 度 Z， 那 么 函 
数 己 的 宗 量 -1 只 能 替换 为 21]2 一 1。 

首先 ， 让 我 们 研究 最 简单 的 中 性 分 层 下 的 扩散 的 情形 。 在 此 情形 ， 
方程 (10.126”) 和 “(10.127”) 中 的 函数 PP 不 依赖 于 2/L， 也 就 是 对 于 所 
有 2Z 它 都 是 相同 的 ，X(r) 和 2(7) 满 足 方程 (9.60) Al (9.61) 。 所 以 


Z 
= Q Qin 你 
0(X,0,0) ~ ~ o 10.129 
(50:0) u37?2 In war Uy X2 ( ) 
以 及 Q Q 
(X, 0) ~ N A 10.130 
(AD) u27 In ae Une X ( ) 


所 以 可 以 看 到 ， 在 中 性 条 件 下 ， 来 自 稳 态 线 源 的 外 加 物 浓度 一 定 近 似 正 
比 于 X-! 减 小 ， 而 来 自 稳 态 点 源 的 外 加 物 浓度 减 小 得 比 X- 慢 。 如 我 们 所 
知 ， 数 据 和 这 个 结论 符合 得 很 好 [ 见 上 面 ， 方 程 〈10.91) 后 面 ]。 


表达 式 5 ~ X-? 中 的 指数 pz 可 以 更 精确 地 从 公式 p = — AES 确定 。Cermak 
(1963) 进 行 了 这 个 工作 ， 也 记 住 上 面 提 到 的 和 源 的 非 零 高 度 及 有关 的 
对 义 (7) 和 2Z(7) 的 修正 。 由 此 ， 在 b = e = 0.1 的 假设 下 从 方程 (10.128) 
和 (10.129) 计算 的 p = p(X) 的 理论 值 和 对 于 中 性 分 层 的 已 有 的 实验 室 实 
验 以 及 野外 观测 数据 符合 得 比 预期 更 好 。 然 而 ， 后 来 ，Pasquill (1966) 提 
倡 使 用 b = r x 0.4， 如 我 们 所 知 ， 这 来 自 a = 1 假设 下 的 半 经 验 扩 散 方 
程 。 记 住 了 这 一 点 ， 他 处 理 了 距离 稳 态 源 X 距 离 处 在 中 性 条 件 下 的 垂 向 外 
加 物 分 布 的 野外 观测 数据 。 有 必要 接收 几 个 不 严格 的 假设 ， 以 推导 垂 向 
分 布 的 观测 特征 和 拉 格 朗 日 特征 量 X 和 2 之 间 的 关系 。 然 而 ， 在 这 些 假 设 
下 ，Pasquill 发 现 ， 野 外 数据 和 估计 值 b s 0.4 符 合 的 精度 高 于 在 理论 推导 所 
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用 的 假设 下 得 出 的 估计 值 。 


非 中 性 分 层 的 情形 更 复杂 。 首 先 ， 方 程 (10.126) 和 10.127) 右边 
的 积分 现在 可 能 依赖 于 2/L， 也 就 是 依赖 于 头 。 然 而 ， 这 种 依赖 比 积 分 之 前 
的 因子 对 外 的 依赖 弱 。 所 以 ， 作 为 一 级 近似 ， 在 此 情形 也 由 可 能 使 用 这 些 
表达 式 


© 


se 
zZ ax Z ax 
dr 1X (7)=x dr 


0(X,0,0) ~ 


X(T)=X 


更 重要 的 是 ， 这 里 函数 X(r) 和 2Z(r) 由 方程 9.69) M (9.70) EM, ENE 
有 未 知 的 普 适 函数 (CO), wp1(C) 和 wp(C)。 只 有 它们 的 渐 近 行为 可 以 被 认为 精确 
到 未 定数 值 常数 是 已 知 的 。 所 以 ， 对 于 强 不 稳定 性 ，ZG(r) ~ 73/2, X(T) ~ 
T， 并 且 


YX,0,0) ~ X33, BX,0) ~ x73/2, 


当然 ， 我 们 可 以 希望 (并 且 第 8 节 的 数据 对 此 给 出 了 一 些 证 实 ) 只 有 这 
些 函 数 的 渐 近 行为 在 浓度 计算 中 起 到 了 基本 的 作用 。 如 果 这 是 真 的 ， 那 
么 ， 在 一 级 近似 下 ， 我 们 可 以 把 未 知 函 数 替 换 尾 在 小 的 和 大 的 宗 量 时 表 
现 合适 的 几乎 任意 函数 。 这 样 的 可 能 性 被 Gifford (1962) 的 计算 结果 部 分 证 
实 。Gifford 提 出 pi(6) = /OO， 故 而 至 = a(Z), MAT (9.71) 一 致 ， 但 


和 半 经 验 理论 的 推论 不 一 致 。 然 后 他 把 1(C) 选 为 这 种 形式 的 函数 : 
In¢ + 6¢, 对 于 C > 0, 
FO) In|¢|, 对 于 0 < ¢ < —0.03, (10.131) 
C3 + (0.03)~3 十 In0.03， 对 于 C < 一 0.03. 


并 且 假 设 [ 根 据 Kazanskiy, Monin (1957)] 


1 114 

"0-b -xl| 
根据 从 这 些 假 设 得 到 的 依赖 关系 (其 中 对 于 稳 态 外 加 物 点 源 的 无 量 纲 浓 
度 品 后 5 依赖 于 无 量 纲 距离 xD 半 )，Gifford 对 于 不 同 热 分 层 和 不 同 距离 X 计 
T TRENI ~ -了 中 的 指数 p。 他 得 到 的 p 值 和 在 美国 内 布 拉 斯 加 奥尼尔 
的 北美 燕麦 项 目 (Project Prairie Grass) 期 间 收 集 的 以 及 Barad (1958) 发 表 
的 数据 符合 得 相对 较 好 。 后 来 ，Malhotra, Cermak (1963) 比 较 了 Gifford 的 
计算 结果 (再 一 次 地 ,5b = 0.1) 和 一 些 具 有 加 热 的 下 壁面 (产生 不 稳定 
MEDE) 的 特殊 气象 风 洞 中 进行 的 扩散 实验 的 数据 ， 所 得 结果 也 令 人 


wee 
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满意 。Cermak (1963) 对 略微 非 中 
论 。 他 在 计算 中 使 用 了 Swinbank 的 指数 函数 f(C)[ 参 
理论 预测 和 野外 及 实验 室 数据 符合 得 令 人 满意 。 后 来 Pasquill (1966) 修 改 
使 用 了 5 = 0.4。 他 也 分 析 了 Panofsky, 


了 Gifford 的 2 对 关 依 赖 关系 的 计算 ， 


的 估计 。 根 据 他 的 结论 ， 相 似 性 


Prasad (1965) 对 同样 的 依赖 关系 
解释 热 分 层 对 外 加 物 垂 向 扩散 
严重 影响 。 再 后 来 ，Klug (1968) 
的 假设 ， 但 是 用 了 5 = 0.4 和 略微 
浓度 测量 的 某 些 特 生 
解决 方案 ， 和 急需 进行 进 


10.6 ”有 限 速 度 的 扩散 


半 经 验 扩散 方程 (10.55) 是 抛物 型 的 ， 


外 加 物 立 即 分 散 到 整个 空 


(10.89) ]。 这 
实 有 关 ， 在 半 经 验 理 论 中 
无 穷 大 的 。 然 而 ， 在 实践 中 ， 在 


T 的 理论 
步 仔细 的 实验 和 理论 研究 。 


距离 源 任 意 大 的 距离 已 经 可 以 探测 到 非 * 
显然 和 实际 的 流体 粒子 有 限 的 速度 相 了 矛盾 。 
， 如 我 们 在 10.3 节 看 到 的 ， 


性 条 件 的 情形 进一步 验证 了 Gifford 的 理 
见方 程 (7.73) |; 


所 得 


理论 不 能 


这 在 奥尼尔 实验 发 表 的 数据 中 很 明显 ) 的 


不 同形 式 的 普 适 风 分 布 。 
预测 不 一 致 。 因 此 ， 


常 少 量 的 外 加 物 [ 见 


流体 粒子 瞬 
理论 中 出 现 无 穷 大 的 速度 不 起 很 


因为 浓度 不 可 忽略 的 体积 总 是 有 


积 中 的 浓度 分 布 通常 可 以 令 人 满 
加 物 团 真实 边界 附近 ， 使 用 抛物 


意 地 用 抛物 型 扩散 方程 描述 。 
型 扩散 方程 可 能 导致 根本 错误 。 


限 的 ， 对 于 不 非常 小 的 扩散 时 间 ，i 
然而 ， 在 外 


重复 并 扩展 了 Gifford 的 计算 ， 使 用 了 同样 
他 也 发 现 ， 
还 没有 得 到 明确 的 


真实 


这 导致 在 时 刻 t0 引 入 流体 的 
间 。 于 是 ， 到 时 刻 to 十 7〈( 其 中 7 任意 小 ，， 在 
见 ， 例 如 ， 
这 直接 和 这 个 事 


时 速度 是 
大 作用 ， 
这 个 体 


例如 ， 从 


高 度 甩 的 烟 奥 冒 出 的 烟 实际 上 到 达 了 地 面 距 离 烟 奥 不 近 于 万 的 地 方 ， 其 


中 ww 是 风 的 最 小 速度 ，wv 是 烟 粒 子 


的 最 大 垂 向 运动 速度 


抛物 型 扩散 方程 ， 烟 可 以 在 地 面 


上 上 距离 烟 向 任意 近 的 地 方 探测 到 。 


在 某 些 情形 ， 我 们 希望 有 一 个 更 


般 考 虑 流体 粒子 速度 有 限 的 半 


方程 。G. I. Taylor (1921) VA 2245 
对 普通 扩散 理论 (虽然 不 一 定 是 
本 小 节 中 ， 


RXT HEER, REK 
会 是 无 限 的 ， 而 是 
体 粒 子 有 限 的 条 件 与 其 左边 和 (az， 
在 尝试 考虑 扩散 粒子 的 惯性 


容易 看 到 ， 在 此 情形 


EFE 时 ， 类 似 的 情形 在 分 子 扩散 理 
由 于 惯性 ， 其 轨迹 X(z, 昌 在 每 个 地 方 的 导数 V(zH = AE 


多 研究 者 后 来 在 不 同时 期 简单 
mAT BO 的 推广 ， 但 没有 给 出 


我 们 主要 根据 Monin (1955, 1956b) 对 其 进行 讨论 。 
a ee SO as FAA 

Tt PE LF AR EV (x, t) ABR. EEEE, ANE 

SRYRRM. Lok, KRNCARES, 


#0. WRRI EK; =0, H 


对 于 14 ITT BALK (a, t) i 


ZEN PRIX (x, t) AE GLY © 


。 同 时 ， 根 据 半 经 验 


所 以 ， 
经 验 扩散 
述 了 这 种 
细节 。 在 


NI 


导数 ， 
,是 的 


么 速度 不 
所 以 流 


引 是 t 的 马尔 可 夫 函 数 的 假设 不 符 。 


eae 
) 都 是 有 


10. Wai Bx 


BEA. AE, RAX (x, t) AA REE RA AeA. RIE, CEs AK 
(也 就 是 布朗 运动 ) 理论 中 ， 可 以 通过 假设 六 维 函 数 {X(z,b,V(z,D} (而 


不 是 函数 入 (x,t)) 是 马尔 可 夫 函 数 [ 见 ， 例 如 ，Uhlenbeck, Omstein (1930) 或 Chandrasekhar 


(1943)] 来 考虑 粒子 的 惯性 。 我 们 将 以 类 似 的 方式 讲述 。 
为 了 简单 ， 让 我 们 限制 于 研究 OZ 轴 方 向 的 一 维 扩散 问题 。 根 据 上 面 已 
经 说 过 的 ， 让 我 们 基于 比 函 数 久 (zx,t) 为 马尔 可 夫 函 数 这 个 假设 更 宽泛 的 半 
经 验 假设 尝试 构建 一 个 推广 的 灌 动 扩散 的 半 经 验 理 论 。 特 别 地 ， 让 我 们 假 
设 二 维 随机 函数 {2Z(z,), W (zt)} 是 马尔 可 夫 函 数 ， 其 中 2Z(z,t) 是 流体 粒子 
的 坐标 ，W(2,t) = 2 沁 是 速度 。 因 为 我 们 仅 对 速度 WW 为 有 限 这 一 点 的 影 
响 感 兴趣 ， 所 以 我 们 可 以 限制 于 非常 粗略 地 描述 WW 的 可 能 值 。 令 |W| < C, 
让 我 们 把 整个 速度 可 能 值 范围 ~C <W < C 划 分 为 有 限 的 N 个 区 间 A;,， 并 
且 我 们 仅 用 区 间 A% 的 数 n 代 替 落 如 区 间 中 的 特定 W 值 。 换 句 话说， 我 们 考 
虑 随机 函数 n(t)( 而 不 是 随机 函数 多 (z,t)) ， 假 设 它 取 分 立 值 1,2,.…, N 
此 外 ， 我 们 假设 随机 函数 {2(z, 刀 ,nl(t)} 是 马尔 可 夫 函 数 。 
现在 让 我 们 研究 条 件 概 率 


Z 
R A E E / pi(Z|z,t)4Z. (10.132) 


一 Do 


在 汗 动 扩散 理论 中 起 到 了 基本 作用 的 流体 粒子 坐标 Z(z, 纪 的 概率 密度 函数 用 
Pp; (Z|z, t) FARA 


P(Z|z,t) > pi(Z|z, t). (10.133) 
Kolmmogorov (1931) 指 出 的 马尔 可 夫 随 机 过 程 的 基本 微分 方程 ， 此 处 简化 
为 下 面 的 函数 p;(2|z, 台 的 方程 组 ， 


0 į a i 
S = Lay a (10.134) 


蔡 换 普通 的 半 经 验 扩 散 方 程 。 这 里 使 用 下 面 的 记号 : 


O 
T=0 


Y,(7|Z,t) = Z(z,t+7) — Z(z,t) 
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eZ (z,t) = 2Z 以 及 n(t +7) = n(t) = 1 固定 的 条 件 下 ， 粒 子 的 位 移 。 显 
然 ，Wi 是 粒子 速度 W 在 其 属于 区 间 A; 的 条 件 下 的 数学 期 望 。 所 以 对 于 
所 有 2Z 和 t+，Wi;(2,t) 值 位 于 区 间 A; 中 。 变 量 aj; 的 意义 可 以 用 下 面 的 方式 洪 
清 。 因 为 浮 数 n(t) 只 取 整 数 ， 所 以 它 只 是 跳跃 地 变化 ， 使 得 某 个 时 刻 昌 
{Ein(t — 0) = ;直接 跃 变 到 紧 接 t 时 刻 的 另 一 个 值 n(t 十 0) = i。i 关 7 的 aji 值 
是 从 nt — 0) = j 跃 变 到 n(t 十 0) = i 的 平均 频次 ， 因 为 aj;At 是 在 时 间 区 
间 (t,t 十 At) 中 在 n(t) = 7 条 件 下 从 n = j 跃 变 到 n = i 的 概率 。 

因为 


ay 


2 P{n(t +7) = i|Z(z,t) = Z,n(t)= j} = 1, 


2 


于 是 很 显然 ai = 0。 于 是 ajj = 一 aj; 等 于 从 n = j 跃 变 到 n 取 其 他 值 的 
i iFj 
平均 频次 取 负 号 。 
方程 (10.133) 组 成 了 对 应 于 上 述 命题 的 半 经 验 扩散 方程 组 。 这 些 方 程 
可 以 在 初始 条 件 


pi(Z|z,t) > ei(z)6(2Z — 2) 对 于 t > to 
cilz) = P{n(to) = ilZ(z, to) = z}. 


(10.135) 


下 求解 。 变 量 =; 给 出 了 (to) 〈 也 就 是 流体 粒子 初始 速度 值 ) 的 概率 分 布 。 
让 我 们 更 详细 地 研究 一 下 最 简单 的 方案 ， 其 中 流体 粒子 速度 可 能 值 的 
整个 区 间 -C < W < C 被 划分 为 两 个 区 间 Al 和 Asz。 我 们 选 Al 和 As。 为 0 < 
人 <C 和 -C< 歼 <0。 在 此 情形 ， 随 机 函数 m( 坟 表示 流体 粒子 运动 方向 。 
为 了 明确 ， 假 设 两 个 方向 等 价 ， 也 就 是 ， 丈 = 0。 在 此 情形 ， 我 们 可 以 假 
KW, = -W2 = W， 其 中 W 是 粒子 速度 的 绝对 值 ，a12 = aol = —ay = 


一 Q22 二 Qa， 其 中 a 是 运动 方 同 改 变 的 频次 。 然 后 方程 (10.133) 假设 下 面 的 
ÉR: 
Op: Wp 7 
“ge 37 一 a(p2 — pı), 
Ot OZ = a(pi— p2). 
(10.136) 


这 类 方程 或 者 由 它们 推导 出 的 电报 方程 ， 是 首先 在 Fock (1926) 描 述 一 
维 光 子 扩散 时 得 到 的 。 此 后 ， 它 们 被 Davidov (1935)、Cattaneo (1948—1949, 
1958). R. Davis (1954)、Venotte (1958) 和 其 他 人 用 于 描述 分 子 扩散 ， 考 虑 
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了 扩散 粒子 速度 有 限 。Lyapin (1948, 1950), Goldstein (1951, X ÆG. I. 
Taylor (1921) 的 注 记 被 发 展 为 一 个 数学 理论 ) 和 Gupta (1959) 提 议 用 这 些 方 
FEHR MAP Ho Bourret (1961) 考 虑 了 二 维和 三 维 汕 动 扩散 类 似 的 方程 。 
假设 扩散 发 生 在 一 个 稳 态 汕 流 场 中 。 在 此 情形 ，c 和 了 全 值 不 依赖 于 乡 于 是 
仅 依赖 于 Z。 引 入 新 的 未 知 量 pz = pi + zz， 扩散 粒子 坐标 的 概率 密度 函数 以 
及 扩散 粒子 的 流量 密度 g = W (pi 一 p2)， 我 们 得 到 


Op q | 

Be az ™ & 

Og OW, 
—42aqg = —-W— 2. 
a wa 


(10.137) 


第 一 个 方程 对 非 稳 态 浦 流 也 成 立 ， 表 达 了 扩散 外 加 物质 量 守 恒 。 根 据 这 个 
方程 ， 可 以 假设 


aw aw 
p= gee (10.138) 
其 中 
Z 
teune | pz az 


表示 扩散 粒子 坐标 2(z, 轨 的 概率 分 布 函数 。 把 方程 (10.137) 带 入 方程 
(10.136) 第 二 个 方程 ， 我 们 得 到 函数 亚 的 所 谓 电 报 方程 5 
ou ow 0 OW 


oer Pe SW ae op (10.139) 


这 个 方程 是 双 曲 型 的 ， 它 描述 了 速度 有 限 ， 不 超过 W 的 扩散 外 加 物 的 
传播 。 实际 上 ， 这 里 甚至 假设 速度 绝对 值 总 是 等 于 W。 同 样 ， 这 个 方程 也 
是 近似 的 ， 因 为 它 基于 一 个 非 严 格 的 假设 ， 关 于 函数 {Z(t),n(t)} 是 马尔 可 
夫 的 。 然 而 ， 它 比 普通 的 一 维 半 经 验 济 动 扩散 方程 更 精确 。 实 际 上 ， 不 难 
证 明 我 们 的 新 扩散 方程 是 抛物 型 扩散 方程 的 推广 。 后 者 是 从 方程 〈10.138) 
作为 极限 情形 得 到 的 。 在 稳 态 均匀 消 流 场 〈 其 中 系数 c 和 全 及 不 依赖 于 也 
不 依赖 于 Z， 也 就 是 说 ， 是 常量 ) 中 的 扩散 的 粒子 中 这 是 最 容易 证 明 的 。 在 


5 这 类 方程 方程 (10.138) ] 被 称 为 电报 方程 是 因为 它 也 描述 了 导体 中 电流 的 时 变 规律 ， 
例如 ， 在 电阻 及 、 电 容 C 和 自 感 蕊 的 传输 线 中 ， 如 果 我 们 假设 a = AMW = (CL). | 
这 个 类 比 ， 可 以 得 出 结论 ， 电 子 以 平均 速度 (CL)-1/? 完 成 随机 行走 ， 平 均 以 /2L 的 频率 改 
变 运动 方向 。 在 此 情形 ，K = = 去 类 似 于 扩散 系数 。 
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此 情形 ，pz[ 以 及 pl 和 zo] 满 足 和 亚 同 样 的 方程 ， 也 就 是 ， 电 报 方程 


OE 55 Du 


ae tas aa (10.140) 


如 果 人 允许 参数 a 和 W 无 限 增长 (使 得 比例 W2/2a 趋 近 于 一 个 有 限 极限 ， 我 们 
WEK) ， 那 么 电报 方程 (10.13) 变换 为 抛物 型 扩散 方程 多 = KS, ix 
对 应 于 均匀 稳 态 汕 流 的 情形 。 


方程 (10.139) 在 无 界 空间 -co < Z < co 中 在 初始 条 件 (10.134) 下 的 
解 具 有 这 种 形式 


p(Z\z,t) = e 9 {e16(¢ —Wr) + e260(C + Wr)t+ 
a J C2 1+ (Ey 一 25) = 
ae Io G 1 5 z) | Wr qi aT 1— T722 
2W | Wr j x2 W 


(10.141) 


其 中 7 =t-to CC=2->z，7 和 石 是 虚 宗 量 贝 塞 尔 函 数 ， 假 设 函 数 p 在 |6| > 
Writ $F. We (10.140) 表明 在 这 个 理论 中 ， 来 自 一 个 瞬时 点 源 的 外 
加 物 分 布 有 一 个 尖锐 的 边缘 ， 也 就 是 有 一 个 波 前 6 = Wr, KP RETA 
限 比例 的 扩散 外 加 物 ， 这 个 比例 随时 间 指 数 减 小 。 在 这 个 波 前 之 后 有 一 个 
经 历 了 多 次 散射 或 改变 了 一 次 运动 方向 的 外 加 物 粒子 形成 的 连续 尾 流 。 在 
这 个 尾 流 中 心 ， 也 就 是 当 |6| 之 Wr, DREGE, WH (10.140) 右边 略微 
不 同 于 函数 


WT. ’ 
对 于 7 > } 和 任意 s1 和 s2， 这 是 抛物 型 方程 凶 = KTR K = W 的 解 。 所 
以 ， 具 有 有 限 速 度 的 扩散 理论 和 抛物 型 扩散 方程 结论 仅 在 非常 小 的 扩散 时 
llr < i 或 接近 外 加 物 团 边缘 (在 那里 ， 从 任何 理论 得 到 的 浓度 都 非常 小 》 
时 有 显著 差异 。 作 为 说 明 ， 图 83 中 给 出 了 el = sa = 1/2 和 el = 1,e2 = 0 时 
对 于 两 个 ar 值 的 分 布 p(2|z,t) 的 连续 部 分 的 图 ， 以 及 对 应 于 抛物 型 扩散 方程 
的 外 加 物 分 布 的 图 。 


分 布 (10.140〉 的 平均 值 和 方差 等 于 


二 W 
Zi = 224 Da (sl €9)(1 sale 
= w2 下 三 一 2a7 1 —2aT\2 
(Z—2)* = 4 1 人 E1 en)? 和 ) 


10. mai BA 


(10.142) 


Ear > 1 时 ， 它 们 和 


W2r 
a 


Z=2+ 


(61 = 0) Z-Z} = 2Kr = 
基本 没什么 不 同 。 根 据 这 里 假设 的 扩散 过 程 的 模型 ， 在 小 的 时 间 间 隔 r 内 
散射 的 概率 等 于 ar + o(7) 并 且 在 不 重症 的 时 间 区 间 里 的 散射 可 以 认为 是 基 
本 独立 的 随机 事件 。 所 以 ， 时 间 间 隔 r 中 散射 的 次 数 z(r) 是 分 布 为 具有 参 
数 ar 的 泊 松 分 布 的 随机 变量 : 


图 81 在 or = 2 和 or = 5 时 ， 有 具有 有 限 速 度 的 扩散 理论 得 到 的 分 
布 p(2|z, 慷 的 连续 部 分 和 从 抛物 型 扩散 方程 得 到 的 高 斯 分 布 的 比较 。 曲 
线 1 对 应 于 方程 〈10.140) 右边 当 el = e2 = 1/2， 没 有 对 应 的 6 函数 项 ; 曲 
线 2， 同 样 ， 当 sl = 1,62 = 0; 虚线 是 高 斯 分 布 。 


如 果 我 们 把 n(to) = 1 z(r) = mm 条 件 下 2G(z = 2G(zt 如 十 7 了) 的 条 件 概率 密度 
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记 作 pm(C,7)， 那 么 显然 


p(Z|z,t) >y. cdi e 1 [e Pm(C, T) 十 ezpm( 一 0,7T)]. (10.143) 
m=0 


这 个 方程 给 出 了 分 布 (10.140) 对 多 重 散 射 的 展开 ， 使 用 方程 〈10.140) 
可 以 看 到 ，po(C,7T) = 6(¢ -Wr), ##A4m > 1, Æ| > Writ, K 
数 pm(6,7) 等 于 零 ， 在 |6| < WT 时 具有 下 面 的 形式 : 


T 3 2 \™ 
Da2m+l(GT) = (mr (1 5 ) , 


mijn Wr W272 
T(m+3) 1 Ge 
Pam+2(6,7) = mijn Wr (1 at) 


(10.144) 


Ya 00,W > œ, W > K, Si (10.140) 渐 近 趋向 于 平均 值 为 零 、 方 
AWT = 2K7 的 正 态 分 布 ， 它 是 抛物 型 扩散 方程 器 = 天 3 的 解 。 如 我 们 
看 到 的 ， 如 果 c 和 厂 以 及 验 = KK 固定 ， 并 且 C 也 固定 ， 但 7 趋 于 无 穷 大 ， 会 
达到 同样 的 极限 。 所 以 ， 对 应 足够 大 的 -， 在 远离 波 前 C = 土 W7 的 <， 这 种 
描述 汕 动 扩散 的 方法 实际 上 给 出 了 和 基于 抛物 型 方程 的 普通 半 经 验 理论 同 
样 的 结果 。 这 再 一 次 表明 ， 这 个 方法 实际 上 是 普通 半 经 验 理 论 的 推广 ， 它 
在 极限 情形 包含 了 后 者 。 


和 为 具有 有 限 速 度 的 扩散 理论 在 非 均 匀 沂 流 情形 应 用 的 例子 ， 考 虑 
这 个 理论 应 用 到 大 气 表 明 层 中 的 垂 向 扩散 。 我 们 从 最 简单 的 无 分 层 边 界 
层 的 情形 开始 。 在 对 数 层 极 限 下 ， 从 量 纲 分 析 我 们 有 : W = 和 ,a = 
Lux/Z， 其 中 入 和 是 普 适 常数 。 容 易 看 到 ， 含 有 a 和 W 的 方程 (10.138) 
在 a 一 œu > 00,W > co 或 入 > 00,W2/a 一 2K 时 变 为 通常 的 扩散 
方程 器 = EK. HKW ARARAT RAKHE, RN-F 
关系 式 = d2/k- ee 否则 在 下 面 的 所 
有 方程 中 ，k 必 须 蔡 换 为 is1 = ax. ) 变换 到 无 量 纲 变量 C = Z/L, T = 
Aux(t 一 to0)〈 其 中 工 是 一 个 任意 的 长 度 标 度 ) ， 我 们 可 以 把 方程 (10.138) 
写 为 这 种 形式 


OV MIV Ov 
a Cor OC 
其 中 n =A/2k = 和 常量。 这 里 ， 方 便 的 是 选择 源 的 高 度 互 作为 用 于 测量 
高 度 Z 的 标 度 LK， 故 而 无 量 纲 变量 (C,7) 定 义 为 = 各 和 7 = 4, je 
ye, WRH = 0 (表面 源 的 情形 ) ， 那 么 最 方便 的 是 使 用 量 纲 变量 C = 


(10.145) 
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Z, TT 二 和 u(t 一 t0)。 我 们 想 用 于 解 亚 (C,7) 的 初始 条 件 可 以 首先 用 条 件 密度 
函数 pl1 和 ps 表示 ， 它 们 满足 方程 (10.135) : 


pi(Z|H,t) > e16(Z — H),p2(Z|H,t) > e206(Z —H) 对 于 t > to, 


这 里 sl 和 es 是 扩散 例子 初始 速度 为 正 的 和 负 的 概率 ， 由 物理 考虑 确定 。 
(例如 ， 对 应 来 自 一 根 烟 加 的 烟雾 粒子 ， 自 然 的 是 假设 ej = 1,e2 = 0， 而 
对 于 从 壳 层 破裂 点 扩散 的 气体 粒子 ，sl = ss = 1/2。) 然而 ， 因 为 方程 
(10.137) 表明 


Z 
OU 
V= fo + p2)dZ UR = —W (pı + po), 
0 


函数 亚 的 初始 条 件 可 以 写 为 


OV(C,7) 
OT 


Vv(¢,0) = E(G — 1), 


= (E2 aa €1)0(¢ oa 1), (10.146) 
T=0 


其 中 已 (O) 是 集中 在 6 = 0 点 的 概率 分 布 函数 ， 也 就 是 ，5 < ON SFE, C> 
0 时 等 于 1 的 函数 。 


我 们 感 兴趣 的 方程 (10.144) 满足 地 球 表 面 2 = 0 的 外 加 物 反 射 边界 条 
件 的 解 显 然 等 同 于 这 个 方程 
OV 2nð% CW 


B+ ge (10.147) 


在 整个 空间 -co < ¢ < co 的 解 ， 对 应 于 处 了 在 点 五 存在 一 个 源 ， 在 点 一 五 还 
存在 一 个 对 称 源 。 所 以 我 们 可 以 假设 


we T) = Y (Ç, T) T 亚 1( 一 人， T) 


4 


其 中 业 1(C,7) 时 方程 (10.146)〉 在 整个 空间 的 解 ， 满 足 初始 条 件 (10.145) 。 
在 五 = 0 的 面 源 的 特殊 情形 ， 显 然 必 须 在 条 件 (10.145〉 中 假设 el = leg = 
0。 这 里 ， 解 亚 1(C,7) 变 为 可 能 仅 依赖 于 其 宗 量 的 比值 E = E uug 


MVC, T) ERÆVo(C, Tr) = F(E). KB, ARE (10.146)〉 变 为 F(&) 的 普 
通 二 阶 微分 方程 ， 它 对 应 于 我 们 问题 的 条 件 的 解 具 有 这 种 形式 


1-(", WFO<é<1, 


0, 对 于 & > 1 或 者 5 < 0 ae) 


Vo(¢,7) = F(E) = | 
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[Monin (1956b)]。 于 是 ， 外 加 物 浓 度 5 = 280% 


= n—-1 
人 (10.149) 


ese) = KUT (1+ Z/Au T) tI? 


让 我 们 注意 到 ， 根 据 方程 (10.147) , FA 一 0) = 1， 也 就 是 函数 (6) 在 
AE = 1 是 连续 的 。 换 句 话 说， 在 波 前 2 = Xusr 的 外 加 物 比例 在 任何 时 候 都 
等 于 零 。( 这 可 以 由 这 个 事实 解释 ， 散 射频 次 a = Xe EAZ = 0 无 限 大 ， 
所 以 在 点 Z = 0 离开 源 的 粒子 一 定 至 少 经 历 了 一 次 散射 。〉 波 前 附近 外 加 物 
浓度 的 行为 强烈 依赖 于 数值 常数 n = A. Min < 1， 或 者 < 2r 0.8, R 
度 在 接近 波 前 时 趋向 于 无 穷 大 ， 故 而 后 者 具有 强 间 断 的 性 质 。 另 一 方面 ， 
当 n > 1， 或 者 > 2k a 0.8， 在 靠近 波 前 时 浓度 趋向 于 零 ， 而 当 n = 1, 
它 趋向 于 某 个 有 限 值 。Kazanskiy， Monin (1957) 的 实验 数据 [也 参见 Monin 
(1959a)] 和 接近 于 1 的 n 符 合 得 最 好 。 这 些 研究 者 测量 了 来 自 穿 过 风 的 稳 态 
线 源 产 生 的 烟雾 射流 在 距离 源 100 米 处 的 外 加 物 浓度 的 垂 向 分 布 。 然 后 ， 
将 观测 到 的 分 布 和 不 同 n 的 理论 曲线 f(&) = (1 — 6)" + €) PT EAT EE 
较 。n = 1 的 曲线 符合 得 最 好 。 这 个 推论 看 起 来 不 太 令 人 信服 ， 因 为 它 没 
有 考虑 风 剪 切 在 分 散 过 程 中 的 影响 。 然 而 ， 它 和 其 他 已 有 的 估计 符合 得 很 
好 。 所 以 在 Kazanskiy Monin 的 一 个 实验 中 ， 借 助 电影 摄影 术 研 究 了 一 股 
烟雾 的 垂 向 直径 d 随 时 间 的 增长 率 。 实 验 曲 线 d(t)j 和 直线 d = 2W (t 一 to) 
合 得 很 好 ， 其 中 入 = W/w; 值 等 于 0.75， 对 应 于 接近 于 1 的 n = 和 /2K 值 。 另 
一 方面 ， 可 以 自然 地 假设 扩散 粒子 的 方 均 根 速度 (根据 本 小 节 的 理论 ， 
等 于 W = Au.) 一 定 和 边界 层 流 动 典 型 的 欧 拉 垂 向 速度 cuw 同 量 级 。 因 
为 ow /ws © 0.9 到 1.2[ 见 5.3 节 和 8.5 节 ]， 我 们 在 此 得 到 A/2k & 1. 


为 了 将 有 限 速 度 的 扩散 理论 和 普通 的 半 经 验 满 动 扩 散 理 论 进行 比较 ， 
应 该 将 方程 (10.148〉 和 涡 扩散 系数 为 K = ms2 = KZ 的 抛物 型 扩散 
方程 的 解 10.93) EAT EK BE. KA’ = ak 之 间 的 差异 显然 可 以 忽略 。 
En = 1.25 假 设 下 的 这 种 比较 在 图 85 中 给 出 ， 取 自 Pasquill (1962b)。 我 们 可 
以 看 到 ， 对 于 每 个 固定 的 + =t- 如 ， 假 设 平均 浓度 的 分 布 9(2) 在 有 限 速度 
扩散 理论 中 和 在 普通 半 经 验 理 论 中 ， 在 对 应 于 相对 大 的 浓度 值 的 2 值 范围 由 
非常 相似 的 形式 。 这 些 分 布 的 根本 差异 仅 在 外 加 物 团 的 前 部 可 以 看 到 。 这 
里 ， 根 据 有 限 速 度 的 扩散 理论 ， 浓 度 忽 然 降 到 零 ， 而 根据 普通 的 理论 ， 它 
继续 光滑 下 降 ， 在 任意 大 的 2Z 都 保持 不 等 于 零 。 


—S 


有 趣 的 是 比较 10.5 节 中 用 普通 半 经 验 理论 得 到 的 拉 格 朗 日 统计 特征 量 和 
相应 的 有 限 速度 扩散 理论 的 结果 。 这 样 的 比较 可 以 对 半 经 验 理论 的 精度 有 
个 概念 。 为 了 简单 ， 让 我 们 假设 n = 1 并 忽略 k 和 k/ = an 之 间 的 差异 。 根 据 
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图 82 根据 有 限 速 度 扩散 理论 得 到 的 垂 向 浓度 分 布 “ 虚 线 ) 和 由 涡 扩 散 系数 
随 高 度 线性 增长 的 抛物 型 扩散 方程 得 到 的 分 布 的 比较 《〈 实 线 ) 。 


方程 〈10.48) ， 


Oo 


(Z) a az oazy [OZ \dZ 
0 


1 
二 去 
ol T +é ree 
0 


= A(In2—0.5)kusT © 0.TTku Tn = 1, 也 就 是 和 = 2x. 


(10.150) 


我 们 看 到 ， 有 限 速 度 的 扩散 理论 得 出 的 拉 格 朗 日 方程 2 = usr 的 党 
数 b 值 [见方 程 (9.61’) ] 比 普通 扩散 理论 取 合 理 的 垂 向 速度 W 时 的 估计 值 
小 大 约 13%%。 另 一 方面 ， 如 果 我 们 以 类 似 的 方式 估计 o5, = (2Z 一 (2))*， 我 
们 得 到 下 面 的 结果 : 


1 


05, - fe seo] (Z, t)dZ — 


= [8(1.5 — 21n 2) — 16(ln 2 — 0.5)7]K2u27? ~ 0.32K7u27?4n = 1. 


(10.149’) 
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我 们 看 到 ， 拉 格 朗 日 方程 Das(7) = dsau272 中 常数 dss 的 估计 值 仅 为 借助 普 
通 扩 散 理论 得 到 的 相应 值 的 大 约 30%， 而 在 选择 同样 的 W 值 时 标准 差 ow; 大 
约 为 55%。 所 以 我 们 一 定 可 以 得 出 结论 ， 普 通 半 经 验 扩 散 理 论 可 以 用 于 近似 


估计 边界 层 中 外 加 物 团 重心 的 位 置 ， 但 它 对 外 加 物 团 的 分 散会 给 出 严重 错 
误 的 估计 。 
当 和 一 oo, PB (10.54) 自然 地 趋向 于 函数 (10.93’) ， 这 时 抛物 型 扩散 方程 
ð 6 a0 
KUZ 


Ot OZ OZ 
的 解 。 在 从 时 刻 t = 0 开始 以 恒定 〈 单 位 ) 速率 产生 外 加 物 的 表面 点 源 的 情形 ， 通 过 将 方程 
(10.148) 的 解 对 时 间 积 分 可 以 得 到 浓度 1 (Z, t) Ht oo， 容易 由 此 得 到 下 面 的 1/t 的 第 
级 数 展开 : 


= = 1 
Di(Zo,t) -F(Z t) = a ee S 


(10.151) 


这 个 方程 使 得 可 以 计算 浓度 分 布 接近 对 数 分 布 〈 对 应 于 稳 态 面 源 ) 的 速率 。 


在 任意 高 度 巨 的 高 架 源 的 情形 ， 方 程 10.146) 相应 初 值 问题 的 解 可 以 用 一 般 的 求解 

阶 双 曲 型 微分 方程 的 黎 曼 方法 得 到 。 一 般 来 说 ， 这 个 解 时 非常 复杂 的 。 它 是 超 几 何 函 数 复 
杂 组 合 的 积分 ， 见 Monin (1956b)。 然 而 ， 在 某 些 情形 ， 它 可 以 极 大 地 简化 。 这 类 例子 可 以 
在 Monin (1955, 1956b) 中 找到 。 然 而 ， 我 们 在 本 书 中 不 会 详细 讨论 它们 。 


uo 


让 我 们 简单 考虑 热 分 层 边界 层 中 的 有 限 速度 扩散 。 这 里 ， 浓 度 分 布 页 (2 为 必须 根 
据 = Se, KW = 亚 (2 为 是 相应 的 合适 边界 条 件 下 电报 方程 (10.138) f. FE 
我 们 将 仅 使 用 2 = 0 处 外 加 物 的 反射 边界 条 件 以 及 对 应 于 在 上 一 to 时 刻 在 点 (0,0, 万) 存在 一 
个 单位 输出 速率 的 瞬时 外 加 物 点 源 的 初始 条 件 。 基 于 第 4 章 发 展 的 相似 性 原理 ， 我 们 可 以 预 
期 ， 速 度量 纲 的 系数 友和 频率 量 纲 的 a 在 这 里 可 以 表示 为 这 种 形式 


Z Ux Z 
W = Mx p1 (Z).« z v2 (Z). (10.152) 


其 中 也 是 方程 (7.12) 定义 的 长 度 标 度 ，w1 和 wz 是 无 量 纲 普 适 函数 ， 和 是 为 了 方便 引入 的 
数值 常数 ， 它 使 得 可 以 对 函数 p1(0) 施 加 额外 的 限制 p1(0) = 1。 在 此 情形 ， 和 具有 和 上 
看 一 样 的 意义 ， 也 就 是 ， 它 表示 页 /us 在 和 0 的 极限 值 ， 或 者 中 性 分 层 时 的 W/w。) 
于 为 我 们 的 扩散 理论 已 经 是 近似 的 ， 参 考 额 外 的 半 经 验 性 质 的 近似 表达 式 来 确定 函 
数 p1(C) 和 gp2(C) 是 合理 的 。 例 如 ， 这 可 以 像 下 面 这 样 进行 。 我 们 以 半 经 验方 程 K = wl(1 一 
oRf)1/4 为 基础 [ 见 第 6 节 ]。 如 果 ， 此 外 ， 我 们 假设 K ~ Wi, BARNE 


也 


W~ u(i- RD EBREO = [1-575] 


， 在 稳 态 情形 ， 方 程 


将 


其 中 了 (CO) 是 大 气 表面 层 中 风 分 布 的 普 适 函 数 。 显 然 我 们 使 用 这 个 事 
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(10.136) 具有 这 种 形式 


ows 
OZ’ 
ge HES Witt. SPREE, W = 和 wu = 常量 。 所 以 ,方程 (10.152) 第 二 个 
方程 右边 这 里 可 以 写 为 -全 ?如 。 严 格 来 说 ， 在 一 般 情 不 是 这 样 的 。 然 而 ， 可 以 期 望 这 呈 
对 一 全 ?如 项 相应 的 修正 相对 较 小 ， 不 重要 。 于 是 ， 作 为 一 级 近似 ， 可 以 假设 ; 


q = 常量 , 2aq = -W (10.153) 


mE 


a0 2aq 2q 2(¢) 
OZ Ww? Mu 2 pil) 


另 一 方面 ， 忽 略 外 加 物 涡 扩 散 系 数 和 涡 黏 滞 系 数 之 间 的 可 能 差异 ， 根 据 相 似 性 理论 ， 稳 态 浓 
度 分 布 的 梯度 等 于 


ov 
ƏZ Rg z (¢). 


比较 如 的 两 个 表达 式 并 使 用 方程 10.151) ， 我 们 得 到 


a= FeO |1- Rs] (10.154) 
有 一 个 已 知 函数 六 OO) 和 一 个 已 知 常数 rc 〈 可 以 认为 对 稳定 和 不 稳定 分 层 假设 不 同 的 值 ) 的 方 
程 (10.150) ~ (10.151) 和 (10.153) 完全 确定 了 具有 任意 分 层 的 大 气 表面 层 中 扩散 的 电报 
方程 (10.138) 的 系数 的 形式 。 这 里 ， 对 应 于 把 电报 方程 蔡 换 为 普通 抛物 型 扩散 方程 的 极 
限 a 一 œ, W > o, we > K = 常量 显然 等 价 于 和 一 co 的 极限 。 
使 用 上 面 的 方程 并 变换 到 无 量 纲 变量 5 = Zir = HOO), TLE 


(10.138) 转化 为 这 种 形式 as? ans hae 
are 十 TO Or = OR” (10.155) 
itn = 六 ， 而 变量 6 和 函数 9(6) 由 下 面 的 方程 确定 : 
i 1 -3 
E. lyol tiz rol ee 


函数 1(C) 和 g(C) 一 级 变量 Et = 上 (0) 对 中 性 、 稳 定 和 不 稳定 分 层 由 不 同 的 形式 。 上 面 考虑 了 中 
性 分 层 的 情形 ， 这 里 在 所 有 前 面 的 方程 中 必须 取石 一 co 或 6 = 2 一 0 的 极限 。 然 而 ， 对 于 
IEC], FC) Em g MUA, KERRE (10.15) 具有 (10.144) 的 形式 。 在 稳定 
分 层 下 ， 例 如 ， 对 于 f(C) 我 们 可 以 使 用 插值 公式 


FO ~ In + C26, 


EHC = 1/Rfae = ac。 在 不 稳定 分 层 情形 ， 对 于 大 的 C， 我 们 有 户 (C) ~ C3. RT eH 
我 们 不 停留 在 对 分 层 边 界 层 情形 的 分 析 ， 我 们 仅 谈 到 ， 与 中 性 分 层 情 形 的 主要 不 同 在 于 方程 
中 函数 g(é&) 的 形式 ， 这 依赖 于 分 层 的 情 
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